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CANDIDATS  A L’ÉCOLE  POLYTECHNIQLE. 

» 


ALfiEBRE. 


CHAPITRE  I". 

DIVISION  ALGÉBRIQUE 


Siviaion  des  monômes. 

1.  Soit  à diviser  par  Ils'agitde  trouver, 

s'il  est  possible,  un  monôme  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  repro- 
duise le  dividende.  D’après  la  règle  de  la  multiplication  des  ino- 

J 5 _ __ 

nômes,  le  i/Ko/zW/f  cherché  sera  —n'~'‘b*  ou  5a’'b-'cd^. 

Ainsi,  /x)ur  diviser  l'un  par  l'autre  deux  monômes  entiers,  on 
divise  le  coefficient  du  dividende  par  le  coefficient  du  diviseur,  et 
on  écrit  ensuite  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  mo- 
nômes, en  donnant  à chacune  d'elles  un  exposant  égal  h V excès 
de  son  exposant  dans  le  dividende  sur  son  exposant  dans  le  diviseur. 

2.  Cette  règle  est  inapplicable  dans  plusieurs  cas  (**).  On  peut 
la  remplacer  par  celle-ci  ; 

Pour  diviser  un  monôme  par  un  monôme , on  met  le  quotient 
som  la  forme  dune  fraction  ayant  /xmr  numérateur  le  dividende 
et  pour  dénominateur  le  diviseur;  puis,  s'il  y a lieu,  on  simplifie 
la  fraction. 

1 5 lè  c’ 5 rt’  b^ 

3 u~  bc'  d cd 

(*)  On  trouvera,  clans  cc  chapitre,  quelques  théories  élémentaires 
que  nous  n’avons  pu  développer  suflisamment  dans  notre  Manuel  du 
Baccalauréat  ès  Sciences. 

{**)  L’emploi  do  Vexposant  zéro  et  des  exposants  négatifs  la  rend  gé- 
nérale (foi'r  plus  loin). 


Par  exemple , 1 5 V : 3 «’  bà  d 
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t*  ALGÈBRt. 

Division  des  polynômes. 

[].  Dans  la  division  des  polynômes,  un  se  propose  de  Ooiu'cr  un 
/to/mônic  Q (jui,  multiplié  par  un  polynôme  donné  B,  reproduise 
un  autre  polynôme  donné  A : A est  le  dividende,  B le  diviseur, 
et  0 le  (piotient. 

Nous  ferons,  au  sujet  de  celle  définition,  les  remarques  suivantes; 

i".  Le  dividende,  le  diviseur  et  le  quotient  {s’il  existe)  doivent 
être  composés  chacun  d’un  nombre  /^///  de  termes; 

a'\  Ces  polynômes  peuvent  être  fractionnaires,  mais  ils  ne 
doivent  renfermer  nueune  fraction  à dénominateur  polynôme  ; 

3“.  De  môme  qu’il  n’cxisle  pas  toujours  de  nombre  entier  qui, 
multiplié  par  un  nombre  entier  donné,  reproduise  un  autre  nom- 
bre entier  donné,  il  peut  arriver  (pic  le  ipiotient  de  deux  poly- 
nômes A , B.  défini  comme  il  vient  de  l’étre,  n'existe  pas.  En 
d’autres  termes , une  division  proposée  peut  être  impossible. 

Pour  justifier  la  liremiérc  remarque,  il  suffit  de  faire  attention 
que  si  le  dividende,  le  diviseur  et  le  quotient  pouvaient  être  com- 
posés d’un  nombre  indé-fini  ou  infini  de  termes,  ces  (piantités  ne 
seraient  plus  des  polynômes  i)roprement  dits. 

Quant  à la  deuxième  rcmanpie,  nous  nous  contenterons  de  faire 
observer  que,  sans  la  restriction  qu’elle  exprime,  nueune  division 
ne  serait  impossibk'.  En  effet,  on  pourrait  toujours  adopter,  pour 

quotient  do  A par  B,  la  fraction  g- 

Enfin,  la  troisième  remarque  est  une  conséquence  des  deux 
premières. 

4.  Ces  préliminaires  entendus,  proposons-nous,  j)Our  fixer  les 
idées,  de  diviser  le  polynôme 

A = — h (é b'^  -\-  \ob^ lia' b — ^&a'‘b'^-\-  Srt’’  — 17  r/ô* 
par  le  polynôme  B = — 

Désignons  par  Q le  quotient  : la  suite  des  calculs  nous  apprendra 
si  ce  quotient  existe.  Si  les  polynômes  étaient  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  descendantes  de  «,  le  premier  terme  de  A serait 
égal  au  produit  du  premier  terme  de  B par  le  premier  terme  de  Q 
[B. y Alg..,  40)  (*).  Il  est  donc  iivantiigeiuc  d'ordonner  le  dividende 


(’*)  Ce  renvoi  signifie:  Manuel  du  Baccalauréat , Algèbre,  n®  40. 
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et  le  diviseur  par  rapport  à une  lettre.  En  onlre , on  tlisposo  le 
calcul  comme  dans  la  division  arilhméÈuiue,  de  celte  manière  ; 

1 a' a’ h - \ ah^ -b 

— 8n* — 1 2 a'h-i-i6a‘b^-i-2oa'b'  ab  — 2 îi’  = (> 

I*’*' reste.  R=  lO  a‘6-t-i  j a*4’ — 2Ca’i’ — 17 

— I O a'b — 1 5 a’i*-i-20  a*t’+a5  ab* 

2*  reste.  R'—  — /fo’b* — Ga’6’-(-  8a4*+»o/)‘ 

-h  l,a*b*-h  G 0*6*-  8 ab*— JO  b* 

3®  reste.  R"=  o 

D'après  le  théorème  rappelé  tout  à l’heure,  le  jtremier  terme 

8 rt’’ 

du  quotient  égale  ^-p;  ce  premier  terme  est  donc  4 «’  (toujours 

en  supposant  qu’il  y ait  un  quotient). 

Multiplions  le  diviseur  B par  et  retranchons  de  A le  pro- 
duit 8 rr' -|- 1 2 — jÇxr^b'^ — loa'^b^  : le  reste  R sera  égal  au 
produit  de  B par  l’ensemble  des  autres  termes  du  quotient  cherché. 

On  peut,  évidemment,  raisonner  sur  R comme  on  a raisonné 
sur  A;  et,  en  divisant  le  monôme  joa'b,  premier  terme  de  R, 
par  premier  terme  de  B,  on  trouve  le  deuxième  terme  du 
quotient,  etc.  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à un  dernier  reste 
nul;  donc  A = BQ;  donc  le  polynôme  Q est  le  quotient  demandé. 

S.  11  peut  arriver  que,  le  dividende  et  le  diviseur  étant  ordon- 
nés par  rapport  à une  lettre  «,  les  coeflicionts  des  diverses  puis- 
sances de  cette  lettre  deviennent  des  jwlynômes, des 

autres  lettres  b,  c,  d, Cette  circonstance  no  modifie  en  rien 

les  raisonnements  précédents;  seulement  la  recherche  dis  divers 
ternies  du  quotient  exigera  des  divisions  partielles,  dans  lesquelles 
le  div  iseur,  constamment  égal  au  coefiieient  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  a dans  le  diviseur  donné  B,  pourra  être  un  polynôme. 
Soient,  par  exemple, 

A—  — ibe[b^—  bc-\-c^)n^-\-[b-{-c)  (//‘ — !dc'-\-  e‘  ja’ 

— be  (b’-h  } (b- -h  be  c'^)u -\-lp c)  c®  ), 

B = [Id—  ÔC-+- [b  4-c)  [Id — be  a 4-  Id—  /y’c’-|-r‘. 

^’oici  comment  on  dispose  le  calcul , après  avoir  ellectué  les 
produits  indiqués: 
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R': 


/ 6* 

a< — 2 6*C 

a*+  6* 

a’ — 6‘c 

a -4-6’  ' 

1 

l -+-C* 

-+-q6'c* 

-+-  6*c 

— 6*c* 

1 — bc 

1 

A — ^ 

— 2 6c* 

— 6*c* 

— 2 6*C* 

+ 6c*| 

-t-c* 

j 

— 6*c* 

— 6*c* 

4-c’  j 

^ 6 

-t-6c* 

- 6c* 

1 

l 

-f-c* 

! 

— 6* 

û*-H  6* 

a*— 6* 

a* 

— c* 

-+-  6’c 

— b*c 

-H  6c* 

-+-6*c* 

c‘ 

-i-6*c* 

— 6c* 

— c* 

6* 

a* 

— 6‘c 

a-f-6" 

i 

1 — 6*c 

— 6*c* 

-4-6‘c 

-+-26*C* 

f» 

1 

4-  6c* 

K = j 

1 — 6c* 

— 6*c* 

-t-c’ 

• — 6c* 

— 6* 

a*-+-6* 

a*—  6* 

a 

-+-  6*c 

-h6*c* 

C* 

— 26*C* 

-+-6*c* 

H-  6c* 

-4-c* 

- c* 

_c»I  -6vt  = B 
-f-c*  / 

H-ic*  I ^ 


H- A* 
-+-6*c* 


-i* 

fc'c* 

-fc'c* 

■c’ 


«_  fc« 

— i'c 

— 6*C* 

— 2 6*  c* 
— J'c" 

— ic‘ 

— c* 

*-+-  6* 

-f-  6‘c 
4-  i‘c* 
-+•  2 i®  c* 
-+-  A*C‘ 
H-  ftc‘ 
-H  <■• 


a-i-b^ 
-+-i*c 
-i-  6c* 
-i-c’ 


a —6’ 

— h^c 

— bc* 

_T 


R"= 
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Première  division  fmrtielle. 

+ <■’  l)‘  — hc  + f’ 

— Iè~>r  b' c — bc'^  b c 
l)‘  c — bc'^  -f-  r’ 

Deuxième  division  partielle, 
lè  — h^c  c‘  — bc^  + f ‘ b^  — be 

— b'+b^c — b^c^  b‘-\-c‘ 

Ir  c’  — bc  -f- 


Troisième  division  partielle. 


lè  lè  c'‘ b'‘ à — bc-\-c'‘ 

— b’' b^  c — b^  c‘  b^->rb'‘c-\-  bà  + r’ 

b*  c b^  à + c‘ 

-^rb^c^ 

— b^c^-\~  b^  à — bP 

+ — 6c*  H-  à 

6.  Divisions  impossibles.  — Avant  d’indiquer  les  caractères 
d’im/fossibilité  de  la  division,  nous  ferons  les  remarques  suivantes: 
1°.  Dans  certains  cas,  on  peut  être  conduit  à écrire  au  quotient 
un  terme  fractionnaire,  sans  que  cependant  la  division  soit  im- 
possible. 

Par  exemple,  si  l’on  essaye  de  diviser  Sxè—yx^—  28^  + 20  par 
12.x'—  24  .r’,  on  trouve , pour  les  deux  premiers  termes  du  quo- 
2 3 

tient , - et  - — ; mais  on  aurait  tort  de  conclure , de  la  présence 

O i\  PC 

de  ces  fractions,  que  le  calcul  ne  se  terminera  pas  : en  effet,  une 

5 

troisième  division  partielle  donne  — pour  quotient , et  zéro 
pour  reste. 


8 .r’  — 7 
— 8 +16 

x'  — 28  : 

r 4-  20 

9 

1 x’—  28  1 

X 4-  20 

— 9 

GC 

J_ 

1 

— 10 

1 X 4-  'i-o 

10 

1 — w 
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a".  On  peut  toujours  réduire  la  division  de  deux  polynômes 
«jueleonqucs  à la  division  de  tieux  |)olynômcs  ayant  chacun  leurs 
termes  entiers  et  premiers  entre  eux. 

Soit  à diviser 


A = æ ’ — (u:  -4-  

U 


3/!»’ 


par 


' 3^ 


dX 


Effectuant  la  réduction  au  plus  petit  dénominateur  eoniiuun 
on  aura 

I 


A 


1 1 (d  Id  X 


— i8//)  = 


A' 


'tdx 


® = = îÆ' 


Par  suite,  le  quotient  cherché  Q s’obtiendra  en  multipliant  le 
3 abx  I 


monôme  fractionnaire 


par  le  quotient  0' des  deux 


polynômes  A',  B’.  Et  il  est  visible  que  chacun  de  ces  ))olynômes 
a ses  termes  entiers  et  premiers  entre  eux.  En  terminant  le  calcul, 

* -y  II  > /'W  iax—7.b^  3 .i'  b 

on  trouve  Q — iax  — ild\  donc  Q = ; — -, = 

^ab  a %a 

7.  Quand  le  dividende  et  le  diviseur  sont  ordonnés  suivant  les 
puissances  descendantes  ù'm\G  lettre,  et  qu’ils  ont  été,  s’il  est  né- 
cessaire, modifiés  comme  on  vient  de  le  dire,  il  est  bien  facile  de 
juger  si  la  division  proposée  est  impossible,  c’est-à-dire  si  le  calcul, 
prolongé  aussi  loin  qu'on  le  voudra,  ne  donnera  jamais  un  reste 
nul.  En  effet,  tous  les  caraetères  (dimpossibilité  sont  des  corollaires 
de  la  proposition  suivante,  dont  nous  ne  donnons  pas  1a  démons- 
tration , parce  qu’elle  suppose  des  théories  qui  ne  sont  pas  com- 
prises dans  le  Programme  {**). 

Tiiéobème.  — Ia’s  termes  du  dividende  étant  entiers  {“*),  et  les 


(♦)  Yoyet  la  note  sur  le  plus  petit  multiple  ( R.,  Alg.,  70). 

(**)  Celte  démonstration  est  fondée  sur  un  théorème  dont  voici  l’é- 
noncé : Toute  quantité  première  qui  divise  un  produit  de  deur  quantités 
entières,  divise  au  moins  l’une  sVclles. 

(**’*)  Il  ii’csl  pas  nécessaire  que  les  termes  du  dividetide  soient  pre- 
miers entre  eux. 
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ternies  du  diviseur  élnnl  entiers  et  premiers  entre  eux,  la  ilivision 
sera  nhsolument  impossible,  si  le  premier  terme  (Cun  dividende 
partiel  queleniupie  n’est  pas  exactement  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur. 

Voici  une  application  de  ce  théorème  ; 

Soit  à diviser 


par 


1 a .r  ' -j-  I O — 7 4-  8 x'  -i-  4 vc’  + 2 — i 

•1  .r'  4-  3 X-  — 5 .r  + I . 


r‘4-  3 .c’—  S.r  4 t 
t).c‘4-  fl  x‘ 


lO 

.r“— -25  x=’4-38!.r‘—  7 

t-*  4-2.r— 1 

— lO 

-i5|  +a5 

— h.iF 

— 23  a,-'’4-‘i3  a.-‘4-'.i3 

x' — 5.r’4-^J' — 1 

12 

.r'-t-ioj.* — 7 

.r’4-  8 

.r'4- 

4 Jr 

-1-  2 X — 1 

12 

— 18 

4-3ü 

— 

G 

Le  troisième  dividende  partiel  est  — ÿ,5.r‘-l- 23.r‘4-. . . ; son 

premier  terme,  divisé  par  7.x',  donnerait  le  (jiiolient //y/c/èw- 

« 

nuire division  est  impossible. 

8.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  d’une  lettre,  il  peut  arriver  que  l’on  obtienne 
indéfiniment  quotients  partiels  entiers.  Mais,  dans  ce  cas,  une 
remarque  très-simple  permet  de  reconnaître  l’impossibilité  de  la 
division.  En  effet,  si  le  quotient  e.viste,  .son  dernier  terme,  multi- 
plié par  le  dernier  terme  du  diviseur,  doit  reproduire  le  dernier 
terme  du  dividende.  Par  conséquent  : 

Le  dividende  et  le  diviseur  étant  ordonnés  suivant  les  puissances 
ascendantes  (Fune  lettre,  si  F on  est  conduit  à écrire  au  quotient  un 
terme  dans  lequel  Fc.iqiosant  de  cette  lettre  surpasse  la  différence 
entre  les  exposants  de  cette  meme  lettre  dans  les  derniers  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  la  division  est  impossible. 

Par  exemple,  i 4-.r’  n’est  pas  divisible  par  i 4-.r,  parce  que 
le  calcul  ne  se  lermine  pas  à la  deuxième  division  partielle. 


I -f-  .r’ 

I + .T 

— I — T 

1 — .r 

— X -4  .r’ 

-4  ,r  4 , J ’ 

2 .1:’ 
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9.  Quotients  entiers.  — Lorsqu’un  dividende  et  un  diviseur  en- 
tiers , A et  B , ordonnés  suivant  les  puissances  descendantes  d’une 
lettre , conduisent  à un  reste  R de  degré  moindre  que  le  diviseur, 
le  polynôme  Q,  formé  par  l’ensemble  des  quotients  partiels,  porte 
le  nom  de  quotient  entier,  par  analogie  avec  ce  qui  a lieu  dans  la 
division  des  nombres  entiers.  On  a eu  outre,  comme  dans  cette 
espèce  de  division, 

A = B X Q-l-R. 

10.  Remarque.  — Le  quotient  entier  ainsi  obtenu  peut  être  fort 
différent,  suivant  que  les  polynômes  donnés  sont  ordonnés  par 
rapimrt  à telle  ou  telle  lettre.  Ainsi,  en  divisant  cr*— 

par  a b,  on  trouve 

Q = 3ni>-l-3i’,  R = -4A^ 

mais  si  l’on  divise  ~ id‘b  par  b a,  on  obtient 
Q = — ob  — a',  R = -2  0^. 

divisibilité  d'un  polynôme  par  un  binôme. 

H.  T iiÉORÉME.  — Le  reste  de  la  division  (T un  polynôme  X,  en- 
tier par  rapport  h x , par  le  diviseur  x — a,  est  égal  au  résultat 
que  l'on  obtient  en  rcmplaeant  x par  a dans  ce  polynôme. 

Concevons  que  la  division  soit  continuée  jusqu’à  ce  que  l’on  ar- 
rive à un  reste  indépendant  de  x ; désignons  par  R ce  reste , et 
jmr  Q le  quotient.  Nous  aurons 

X = ( J?  — n)  Q -i-  R. 

Dans  cette  relation,  qui  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x,  rem- 
])laçons  X par  a : le  produit  (x  — «)Q  s’annulera,  car  le  facteur 
.r  — a devient  zéro  pour  x = a,  et  l’autre  facteur  est  fini;  d’ail- 
leurs, le  reste  R n’aura  pas  changé.  Donc,  en  désignant  par  X^ 
ce  que  devient  X après  la  substitution , nous  aurons 

X.  - R. 

C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

42.  CoBOi,LAiRE.  — Pour  que  le  polynôme  X , entier  par  rajqxnt 
à .r,  soit  divi.siblc  par  x — a,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  jiolj  nônfb 
.s'annule  quand  on  y remplace  x j)ar  a. 

43.  Problème.  — K,ifectucr  la  division  du  polynôme 

A„.t"’-l-  A,.c"-  ’ + A,x-"'  ’-p. . . 1 .4„_,.r  + A„ 
par  le  binôme  .r  — a. 
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Soient  4-  B,  x"‘  -’  + B^  x"-’  -1- . . . + B„,_,  x + B,„_, 

le  quotient  et  R le  reste.  En  multipliant  le  quotient  par  x — a, 
ajoutant  R et  identifiant  avec  le  dividende,  on  trouve 
A,=  B„,  A,  = B,  — B„rt,  A,  = B,— B, 

A„_,  = B„,_,  - B„_,  a,  A„  = R - B^,  « ; 

ou  Bo=Ao,  B,=  B„«4-A„  Bj=  B,«4- a,,..  ., 

B«-i  = R = B^,  a 4-  A„. 

Ces  dernières  valeurs  démontrent  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  le  eoejficient  d’un  terme  qiieleonque  du  quotient, 
on  multiplie  le  coefficient  précédent  par  a et  l’on  ajoute  le  coeffii~ 
cient  du  dividende^  de  même  rang  que  le  coefficient  cherché. 

Par  exemple , la  division  de 

3 r*  4-  2 X*  — 7 X*  4-  8 x’  4-  a x'  — 3 
par  X 4-  4 , donne 

3,  —10,  4-33,  —124,  4-498,  —1995;' 
en  sorte  que  le  quotient  est 

3x* — iox’4-33x*  — 124 ■*-4-  498, 
et  le  reste,  R ^ — i^gS. 


EXERCICES. 

I.  Conclure,  du  théorème  ci-dessus,  les  propositions  suivantes; 
i“.  La  différence  af”  — al”  des  puissances  semblables  de  deux 

quantités  est  toujours  divisible  par  la  différence  x — a de  ces 
quantités. 

1°.  La  somme  d”  des  puissances  semblables  de  deux  quan- 
tités est  divisible  par  la  somme  x -{-a  de  ces  quantités,  quand 
r exposant  m est  impair. 

3°.  La  différence  x™  — des  puissances  semblables  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  somme  x + « de  ces  quantités, 
quand  Vexposant  m est  pair. 

II.  Comment  doit-on  prendre  le  coefficient  m , pour  que 

d -4  lé  -\-d  — mabc 

soit  divisible  par  a b r‘1 
Réponse  : m = 3. 
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III.  Dans  quel  cas  le  trinôme  )"'+  ii*  est-il  divisible 

par  (.r-t-j)’? 

Rrponsr  : p — iq. 

IV.  Pour  quelles  valeurs  de  m le  polynôme 

[a  + b + cY—  d"—  lf‘— 
est-il  divisible  par  [a  + b)  (b  + c)  {c  ti)‘! 

JücjMjfisc  ; ni  impair. 

V.  m et  n étant  entiers  et  premiers  entre  eux , le  polynôme 

af"  -I-  ,r"'  (»-3)  4- ...  4-  .1-"'  I 

est  divisible  par 

-1-  + . . . -I-  .r  + I . 

VI.  Diviser 

( 6*-t-  c‘  ) rt‘  -f-  4 4-  c)  + c’)  bed 

4-  ( f»®  — 2 b^c  4-  6^»^  c®  — 2 bi^ -J-  c®  ) rt’ 

4-  2 (f»4-  c)  (i»‘  — ^b^c  — ^bà-\-à)bca  + {b^  — i4  ^'c‘  4-  c®  ) 

par 

( ^’4- /;c 4- — (^<4-c)  [b^—  bc-\-c')n  + 4 ^’c’4-c‘  ). 


CHAPITRE  II. 

llÉSOLUTIOiN  DES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER 

DEGRÉ. 


Équations  à trois  inconnues. 

Li.  Considérons  d’abord  lo  cas  particulier  de  trois  écpiations 
entre  trois  inconnues.  Soient 

rt.r4-/-»r  4-C3  =<l,  (i) 

a'  X b' y ->r  c'  Z = <■/  (2) 

n”x  + b''y-\-c”z  = (1%  (3) 

ces  érpiations,  «,  b,  c,...  représentant  des  quantités  connues. 
Pour  trouver  rapidement  les  valeurs  de  .r,  y,  3,  multiplions  l’é- 
quation (1)  par  une  iiuletcrmint-e  \ (*),  ré<jualion  (2)  par  une 

(*)  Ce  procédé  icni.irqu.nhlo,  connu  sous  le  nom  de  mcihodc  dis  indd- 
trrmini'cs,  est  .tUribuc  à Rczoul. 
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indéterminée  À',  et,  de  la  somme  des  produits,  rtlranelions  l’é- 
quation (3);  nous  obtiendrons 

+ (lc-\-Vc'-c")z  = ld  + y'(l'-(l\  ) 

Quand  a et  À'  ont  des  valeurs  quelconques,  cette  équation  (4), 
qui  peut  remplacer  une  des  projwsécs  ( R. , Alg.^  Go  ),  est  plus  com- 
pliquée que  chacune  d’elles;  mais  on  peut  disposer  de  ces  indé- 
terminées de  manière  à faire  disparaître  deux  des  inconnues,  et  à 
tirer  de  cette  même  équation  [^)  la  valeur  de  la  troisième  incon- 
nue. Si,  par  exemple,  nous  voulons  obtenir  la  valeur  de  x,  nous 
poserons 

\hSr\'b'=b%  (5)  ).c-|-Vc'=  c";  (6) 

l’équation  ( 4 ) nous  donnera 

lfl-\-Vd'- d”  , . 

Xc-f-Vc'-c"’ 

et  il  ne  restera  plus  qu’à  substituer,  dans  cette  formule,  les  va- 
leurs de  > et  de  À',  tirées  des  équations  (5),  (6). 

Or,  la  règle  connue  donne 

. c"b'-  b"c'  ,,  cb"-bc\ 

cb' — bc'  ’ cb' — bc' ' 

donc 

_ dib'c”-  c'b")  -1-  d'  (b"c  - c”b)  -f-  d“(be'-  cb') 

a[b'c"- c'b")-\-a'{b’‘c  - c"6)  4-  a"{bc’-  cb')' 
ou 

__  db'c"-  dc'b"-^  cd'b"-  bd'c”-\-  bc'd"-  cb'd" 
ab'c"-  ac' b"  A-  ca' b"-  ba'e”  -|-  bc' a"  - etPh"’ 

A cause  de  la  symétrie  des  équations  (i),  (2),  (3),  les  valeurs 
de  Y et  de  3 se  déduisent  de  la  valeur  de  x par  une  simple  permu- 
tation tournante',  en  sorte  que  les  formules  cherchées  sont 

• _d[b'cJ'-c’b")-^d'{b''c-c''b)^d''{be'-cb')  \ 

- a [b'c"—  c'b")  -1-  a' \b"c  - c" b)  4- «"  [bc’ - cb')'  i 

_d[c'a" — a'c")  -\-d'[c"a  — a"c)-hd"[ca' — ac’)  f , . 
“ b [c'a"- a'c")  4-  b'  (c"a  — a"c)  4-  b"[ca'  - ac')  ’ ( 

_ d{n'b"- b' a")  -1-  d'{a"b-b”a]+d"[ab'-  ba')  \ 

“ “ <■  [a'b"- b' a")  -4  c'  [a" b - b"a)  4-  c”(ab'-  ba')'  I 
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ou 

dh'c"  - (k'b”+  al' h"- hd’r''-V-hc'd"- vb' d"  , 
ab'c"-  ac’  b"  + ai'  b"  - bu'  c"  + bc'  a"  - cb' « " ’ j 
. _ od'c"  - ac'd"+ai'd^-  da'c"-^  de' a"  - cd'a"  [ , , , ^ , 

^ “ ab'  c"  — ne'  b"  + en'  b"  - bn'  c"  + bc'  a"  - cb'  a"  ’ / ^ ' 

ah'd"-  ad'b"^  dn'b"- bn'd"-^  bd' a"-  db' a"  \ 

^ - nb'  c"  - ac'  b"  + en'  b"  - bn'  <■"-(-  bc'  n"  - cb'  a"  ' ' 


Ses  déterminants. 

15.  Avant  de  passer  au  cas  d’un  nombre  quelconque  d’équations, 
nous  donnerons  quelques  notions  sur  les  fonctions  alternées  ou 
déterminants. 

i".  Avec  les  lettres  «,  A,  formons  les  deux  permutations  [**) 
ab,  ba , et  interposons  le  signe  — , nous  aurons 

ab  — ba. 

Dans  chacun  des  termes  du  binôme  ah  — ba , introduisons  la 
lettre  c à toutes  les  places , en  commençant  par  la  troisième , et  en 
ayant  soin  d’effectuer  un  changement  de  signe  chaque  fois  que  la 
lettre  c change  de  place  dans  un  tenue  ; nous  formerons  ainsi  le 
polynôme 

abc  — acb  + cab  — bac  -1-  ben  — cba. 

Dans  chacun  des  termes  de  ce  polynôme,  introduisons  la  lettre  d 
à toutes  les  places,  en  commençant  par  la  quatrième,  et  en  opérant 
un  changement  de  signe  chaque  fois  que  cette  lettre  change  do 
place  dans  un  terme;  nous  obtiendrons  le  polynôme  suivant,  formé 
de  vingt-quatre  termes  ; 

abcd  — nbdc  + adbc  — dahc  — achd  aedh  — adbc  4-. . . . 

Dans  chacun  des  termes  de  ce  nouveau  polynôme , introduisons 
la  lettre  e , etc. 

2°.  Quel  que  soit  le  nombre  des  termes  du  polynôme  auquel  noys 
nous  arrêtons , mettons  un  à chaque  deuxième  lettre,  deux 

(*)  Les  formules  (8)  se  prêtent  aux  applications  numériques  mieux 
que  les  formules  (9).  En  clfct,  celles-ci  nécessitent  4t  multiplications, 
elles  autres,  seulement  Qi. 

(**)  Voir  plus  loin  la  théorie  des  arrangements , des  permutations  et 
des  combinaisons. 
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accents  a chaque  troisième  lettre,  et  ainsi  de  suite;  nous  obtien- 
drons les  quantités  suivantes  : 

ab' — bd\ 

nb'c"—  ac'b"-{-  en' b"—  ba'c”-^-  bc'a"—  cb'a", 
ab’c”tr-ab'd''c"'->rad'b''c"’-(Ûi'b’'c'”-ac'b''d”-^ac'd”b"'-... 


première  est  le  déterminant  des  quatre,  quantités 

fl,  &, 

fl', 

la  deuxième  est  le  déterminant  des  acm/ quantités 

fl,  b,  c, 

fl',  //,  c\ 

b",  C; 


16.  Le  déterminant  A des  quantités 


«I , />, , <7| , . . . , 

bji  • • • ) 


donne  lieu  aux  remarques  suivantes  ; 

i“.  Si  F un  fait  abstraction  des  indices  et  des  signes,  les  termes 
de  A sont  les  permutations  que  Pon  peut  former  avec  les  lettres  a, 
b,  c,...,  A,  /(**). 

2".  Un  terme  rpielconque  a le  signe  -f-  ou  le  signe  — suivant 
que  ce  terme  contient  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  d’i.\- 
VERSIO.NS  ALPHABÉTIQUES. 

Cette  propriété  se  vérifiant  sur  les  déterminants  développés  plus 
haut,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  elle  a lieu  pour  un  déterminant 


(*)  Pour  plus  do  régularité,  nous  remplaçons  les  accents  par  des  in- 
dices. 

(*•)  On  peut  conclure  de  là  que  le  déterminant  do  n*  quantités  con- 
tient un  nombre  de  termes  égal  à i.a.3...(n  — i)n.  D’ailleurs,  chaque 
terme  est  un  produit  de  n facteurs;  donc  le  calcul  de  ce  déterminant 
exigerait  i.e.3. . .{n  — i)n.(n  — 1)  multiplications. 
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dont  les  termes  renferment  chacun  n — i lettres , elle  subsiste 
pour  le  déterminant  formé  de  celui-là. 

Or,  quand  on  introduit  la  lettre  / à la  n'‘”“  place,  dans  un  terme 
contenant  n — i lettres,  on  n’altère  pas  le  nombre  des  inversions 
alphabétiques,  mais  on  conserve  le  signe  de  ce  terme  (15,  i°). 

Quand  on  fait  passer  la  lettre  / à la  («  — i)'*""  place,  on  introduit 
une  inversion.  En  même  temps,  on  change  le  signe (15,  i“),  de 
façon  que  si  le  terme  avait  d’abord  le  signe  -f-,  c'est-à-dire  s’il 
présentait  un  nombre  yWr  d’inversions , il  a ensuite  le  signe  — , et 
il  contient  un  nombre  impair  d’inversions , etc. 

3°.  Si,  en  faisant  abstraction  des  indices,  deux  termes  de  A dif- 
fèrent seulement  par  un  simple  échange  entre  deux  lettres,  ces 
deux  termes  sont  de  signes  contraires. 

Pour  fixer  les  idées , considérons  deux  termes  qui  ne  diffèrent 
que  par  l’ordre  des  lettres/,  r;  dans  l’un,  la  lettre  c occupe  le 
j/cme  avant  la  lettre  f ; dans  l’autre , c occupe  le  rang 
après  f.  Pour  passer  du  premier  terme  au  second , il  suffit  de  faire 
reculer  la  lettre  / en  lui  faisant  occuper  successivement  p places, 
et  de  faire  avancer  ensuite  de  (/>  — i)  rangs  la  lettre  c.  Chaque 
déplacement  introduit  ou  fait  disparaître  une  inversion  ; et  comme 
le  nombre  total  de  ces  déplacements  est  -xp  — \,  c’est-à-dire  un 
nombre  impair,  les  deux  termes  considérés  présentent , l’un  un 
nombre  pair  et  l’autre  un  nombre  impair  d’inversions,  lis  ont  donc 
des  signes  contraires  (2°). 

4“.  Si,  dans  tous  les  termes  de  A,  on  remplace  une  lettre  par  une 
autre,  sans  faire  le  changement  inverse,  le  polynôme  S s'annule. 

Changeons,  par  exemple,  c en/,  sans  changer/  en  c.  Avant  ce 
changement,  le  pohmôme  A était  composé  de  binômes  différant 
seulement  par  l’ordre  des  lettres  c,  / ; donc , après  le  changement, 
les  deux  termes  de  chaque  binôme  sont  égaux.  De  plus,  ils  ont 
des  signes  contraires  (3“);  donc  A=  o. 

17.  Dans  le  déterminant  A,  groupons  tous  les  termes  qui  ren- 
ferment tous  les  termes  qui  renferment  enfin  tous  les 

termes  qui  renferment  a^.  Nous  pourrons  écrire 

A=yi,A,-  c/,A,-4-«,A3—  ...  ±r/„A„,  (10) 

en  représentant  par  A,  un  polynôme  ipd  ne  renferme  ni  la  lettre  a 
ni  l’indice  i,  par  A.^  un  polynôme  cpii  ne  renferme  ni  la  lettre  rt 
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ni  t indice  a , etc.  Semblablement 

A = - (i.B.  - /.,B,+  ^3B,-  . . . ± /.„B„),  . 

A= +(c,C,- CjC^+c^Cj— ...  ±c-„C„),  ( 

i 

A=±(/,L.-/3M-/3L3-...±  /„L„):  I 

B,  est  un  polynôme  qui  ne  contient  ni  la  lettre  b ni  Pin- 
dice  I,  etc.  (*), 

18.  On  conclut  de  ces  valeurs,  et  de  la  dernière  propriété  dé- 
montrée ci-dessus  (16,  4”), 

o = + ... 

O = c,A,- CjAj-f-CjAj-  ...±c„A,, 


O = fl, B,  — fl^Bj^  fl3B3 - . . . ± fl„B„, 
o = c,  B,  — 036,-4-  C3B3  - . . . ± c„B„ , 


Règ;Iet  de  Cramer. 

19.  Soit  actuellement  un  système  quelconque  d’équations  du 
premier  degré , en  nombre  égal  à celui  des  inconnues.  Nous  pour- 
rons le  représenter  par 

«,x,-l-è,r3-l-c,X3-l-...-l-4vr„_,-)-/,x„=  \ 

a^x^-hb^x^+c^x,+ ...  + k^x„_^  + l,x^=  u^,  I 

a^x,  -1-  b„x,+  c„X3-f-  . . . -t-  A„x^,  -4-  l„x„  = «„ . ) 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x^ , multiplions  la  première  équation 
par  A,,  la  deuxième  par  — A,,  la  troisième  par  A,,  etc.,  et  ajou- 
tons membre  à membre.  Nous  aurons,  à cause  des  relations  (la), 

27  — ^^3^3  ' • * ^ ^11  , ( I 4 ) 

fl,  A,  tl^k^  fl3  A3  • . • i 


(•)  U est  facile  de  voir  que  tous  ces  polynômes  sont  des  déterminnnls; 
mais  cette  propriété  est  étrangère  à noire  objet.  I.e  lecteur  pourra  con- 
sulter des  Recherches  sur  les  déterminants , insérées  dans  le  Rullriin  de 
l’Académie  de  Relgiifue , tome  XIII. 
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' C.c,— c,C,+  ...  ±C„C, 


(15) 

(16) 


20.  Ces  valeurs  mettent  en  évidence  les  deux  règles  suivantes, 
découvertes  par  Cramer,  et  démontrées  par  Laplace. 

Première  règle.  — Les  valeurs  qui  vérifient  un  système  qucl- 
eonque  (V équations  du  premier  degré,  entre  un  pareil  nombre 
d’inconnues , ont  pour  dénominateur  commun  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  dans  ces  équations  (*). 

Seconde  règle.  — Le  numérateur  de  la  valeur  de  chaque  in- 
connue se  déduit  du  dénominateur  commun,  en  remplaçant  le 
coefficient  de  cette  inconnue  par  le  terme  connu  correspondant. 

EXERCICES. 

I.  Étant  donné  le  système 

X,  -f-  X,  -j-  . . . -|-  X^  = , 

Æ-j  -|-  X,  + + . . . -t-  X^^^=  «J  , 


• . • + '^p-1— 

trouver  dans  quel  cas  il  est  déterminé,  indéterminé,  ou  impos- 
sible. Quand  il  est  déterminé,  quel  en  est  le  déterminant,  et 
quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues? 

II.  Partager  une  somme  « en  « parties,  de  manière  que  la  pre- 
mière égale  une  somme  inconnue  è,  plus  ~ du  reste,  que  la 

deuxième  égale  b plus  ^ du  deuxième  reste,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu’à la  dernière  partie , qui  devra  être  égale  à b. 

III.  n personnes  jouant  ensemble,  les  conditions  du  jeu  sont 
qu’à  chaque  partie  le  perdant  doublera  l’argent  de  chacun  des 

(*)  Cet  énoncé  exprime  un  théorème  plutôt  qu’une  la  véritable 

règle,  colle  qui  sert  h former  le  déterminant,  n été  donnée  ci-dessus  (18). 
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gagnants.  Après  n parties,  perdues  successivement  par  la  pre- 
mière, la  deuxième,...,  la  personne,  il  reste  à chacune 
d’elles  une  mémo  somme  a.  Quelles  étaient  les  mises? 

Réponse  : La  mise  du  joueur  qui  a perdu  la  yy™"  partie  est 

1 + 

,r  = ;; a. 

P 

IV.  Deux  vases  A et  B,  dont  les  capacités  sont  a et  6,  con- 
tiennent chacun  de  l’eau  et  du  vin  en  quantité  déterminée.  On  a 
deux  mesures  égales  c que  l’on  plonge  en  même  temps,  pour  les 
remplir,  l’une  dans  le  vase  A,  l’autre  dans  le  vase  B;  après  quoi 
l’on  verse  dans  B ce  qu’on  a tiré  de  A,  et  dans  A ce  qu’on  a tiré 
de  B.  On  répète  cette  opération  n fois,  et  l’on  demande  quelles 
sont  alors  les  proportions  de  l’eau  et  du  vin  dans  chaque  vase? 

V.  D’après  le  Code  civil  (art.  767)  « le  droit  de  l’enfant  naturel 
est  d’un  tiers  de  la  portion  héréditaire  qu’il  aurait  eue , s’il  eût 
été  légitime  ».  Si  une  personne  laisse  l enfants  légitimes  et  n en- 
fants naturels,  comment  devra-t-on  partager  sa  succession? 

Réponse  :'iai  part  d’un  enfant  légitime  est,  en  prenant  pour 
unité  l’héritage, 

1 n rt(rt-4-i) 

7 (7-+-2) 

n[n  — 1) ...  3.2. 1 
3^(/  + !)...(/  -f«)’ 

VL  Résoudre  les  équations 


1 

1 zl 

1 

z’ 

.r* 

j 

h 

T^~ 

,r’ 
1 

1 

V 

^ 2 



v' 

c’  ~ 

lû  = -1-  z’. 

VH.  Résoudre 


.r,  -4-  rtJTj  ■+-  (é  .r,  -1-  . , 

Z/", 

-f-  bx\  -t-  . , 

, . + b’'-' 

7.7', -4-  7’.r, . 

. . + X"  ' 
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Vin.  Résoudre 


4-  . 

••  4-j:„ 

= I, 

.r,  + ax. 

4-. 

• • 4-  lx„ 

= 0, 

.r,+  «’.r. 

4-  b’ ^ 

3 + • 

..  + Px^ 

= 0, 

X34-  • 

. . 4-  .a 

0. 

IX.  Étant  donnée  la  suite 

a-\-b-\-c,  ap-\-  hq  + cr,  ap^-\-  hq'‘-\-  . . . , cr", . . . , 

on  demande  trois  nombres  j,  z tels,  qu’un  terme  quelconque 
de  cette  suite  soit  égal  à la  somme  des  trois  termes  précédents, 
respectivement  multipliés  par  .r,  y et  z. 


CHAPITRE  III. 

NOTIONS  SUR  LES  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 


21.  Lorsque  deux  grandeurs  n’ont  aucune  commune  mesure, 
on  dit  qu’elles  sont  incommensurables.  Par 
exemple,  la  diagonale  AC  et  le  côté  AB  d'un 
carré  sont  deux  droites  incommensurables  en- 
tre elles. 

En  effet,  si  AC  et  AB  avaient  une  plus  grande 
commune  mesure , contenue  m fois  dans  AC 
et  n fois  dans  AB,  il  en  résulterait 


AC  = AB-^  ou  AC’=AB'^^'y- 


Mais,  dans  le  triangle  rectangle  isocèle  ABC,  AC’ = 2AB^;  donc,, 
par  l’égalité  précédente. 


Cette  égalité,  dans  laquelle  m et  n sont  deux  nombres  premiers 
entre  eux,  est  absurde , car  une  puissance  <ptclcompte  d’une  frac- 
tion irréductible  est  une  fraction  irréductible  [II.,  .irith.,  128); 
donc,  Ole. 
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La  diagonale  AC  étant  incommensurable  avec  le  côté  AB,  il  s’en- 
suit que,  si  l’on  prend  cette  dernière  droite  pour  unité  do  lon- 
gueur, la  ligne  AC  ne  pourra  être  exprimée  ni  par  un  nombre 
entier,  ni  par  un  nombre  fractionnaire  : à cause  de  AC’=  ^AB’, 
on  convient  de  représenter  la  diagonale  par  le  symbole  \fi. 

±2.  Toutes  les  expressions  numériques  non  réductibles  à des 
nombres  entiers  ou  fractionnaires,  peuvent  toujours  être  regardées 
comme  représentant  des  grandeurs  incommensurables  avec  la 


grandeur  prise  pour  unité  : telles  sont  v^, 


- V 5 — \J% 


V^3  + v^ 


Par 


une  extension  de  l’idée  attachée  au  mot  nombre,  on  dit  que  ces 
expressions  sont  des  nombres  incommensurables  ou  irrationnels. 

23.  Comme  il  serait  souvent  très-difiieile  do  construire  les  droites 
représentées  i>ar  des  nombres  incommensurables  donnés  (*),  il 
est  important  de  définir  ceux-ci  d’une  manière  purement  arithmé- 
tique. Nous  prendrons  pour  exemple  V irrationnelle  très-simple 
■ mais  nos  raisonnements  s’appliquent  à des  incommensurables 
quelconques. 

Remarquons,  avant  tout,  que  si  l’on  disait  : on  appelle  racine 
carrée  de  2 un  nombre  qui,  multiplié  par  lui-méme,  reproduit  2, 
on  commettrait  un  cercle  vicieux;  car  la  définition  do  la  multi- 


plication par  v/â  exige,  préalablement,  la  définition  de  Pour 
arriver  à cette  dernière  définition,  multiplions  et  divisons  le  nom- 
bre 2 par  les  puissances  successives  de  loo  (**),  en  y comprenant 
l’unité;  nous  obtiendrons  cette  suite  indéfinie  de  fractions,  toutes 
égales  à 2, 


2.1  2.100  2.100’  2.100’  2.100* 

1 î T"’ î"  ’ ’ 

1 100  100  lOO'’  100* 


Prenons,  par  défaut  et  par  excès,  la  racine  carrée  do  chaque 
numérateur,  et  divisons-la  par  la  racine  carrée  du  dénominateur 


(*)  Vo^es,  sur  ce  point,  la  Géométrie  analytique. 

(•*)  Au  lieu  dos  puissances  successives  de  100,  on  pourrait  prendre  les 
puissances  successives  d’un  carré  quelconque,  ou  luônic  les  carrés  des 
nombres  naturels.  Los  raisoniieineuts  et  les  calculs  sont  plus  simples 
quand  on  adopte  la  inarclic  indiquée  dans  le  texte. 
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correspoiulanl  ; nous  formerons  ces  deux  nouvelles  suites 
I,  1,4,  i,4i,  i,4i4,  i,4i4u,...,  (A) 

a,  1,5,  i,4a,  i,4i5,  i,4i43,....  (B) 

Or,  évidemment: 

i".  Les  termes  de  la  suite  (A)  vont  en  augmentant; 
a“.  Les  termes  de  la  suite  (B)  vont  en  diminuant; 

3".  Les  différences  entre  tes  termes  correspondants  des  deux 
suites  diminuent  indéfiniment,  de  manière  à pouvoir  devenir 
moindres  que  tout  nombre  donné. 

Puisqu’il  en  est  ainsi , et  que  d’ailleurs  les  carres  des  termes 
contenus  dans  la  ligne  (A)  ou  dans  la  ligne  (B)  ont  {xyur  limite 
commune  le  nombre  a (*),  ces  termes  ont  eux-mêmes  une  limite, 
comprise  entre  i et  a,  entre  i,4  et  i,5,  entre  i,4i  et  i,42,-.-; 
celte  limite  est  ce  qu’on  appelle  racine  carrée  de  a.  Ainsi,  la  ra- 
cine carrée  de  a est  la  limite  des  nombres  dont  les  carrés  ont  pour 
limite  a (**). 

Les  raisonnements  précédents  peuvent  être  rendus  plus 
clairs  encore  jwir  la  construction  suivante  : 


A" 

IL 


. J 

1. 

i à 

X 

ô 

T 

A 

B 

r 

B 

V 

Sur  une  droite  sny  prenons,  à partir  d’un  point  fixe  O,  les  dis- 
tances OA,  OA',  OA",...,  proportionnelles  aux  nombres  i;  i,4; 
1 ,4i;. . .;  et  les  distances  OB,  OB',  OB",. . .,  proportionnelles  aux 
nombres  a;  i,5;  i,4a;...:  lesdistances  AB,  A'B',  A"B",...,  pro- 

( * ) On  a effectivement 

2 — (1,4)’  <(l,5)’  — (l,4)‘.  ou  2-(i,4)‘  <0,1. 2,}), 

2 — (1,40*  <(1,42)*  -(1,40*.  ou  a — (i,40’  <0,01.2,83, 

2— (l,4'4)*<  (l,4'0*— («,4l4)*,  ou  2 — (l,4l4)’<0,00l.2,82y, 
etc.; 

et,  à plus  forte  raison , 

2 — (l,4)’<0,3,  2 — (l  ,40*  < o,o3,  2 — (i,4i4)’<o,oo3,  etc. 

("*)  Nous  avons  proposé,  il  y a déjà  bien  des  .aiinccs,  cctlc définition  ; 
repoussée  d’.ibord  , elle  a été  adoptée  depuis. 
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portionnelles  elles-mêmes  à i;o,i;o,oi,...,  auront  zéro  pour 
limite.  Par  conséquent,  les  points  A,  A',  A",...,  d’une  part,  et 
les  points  B,  B',  B",..,,  de  l’autre,  s’approchent  indéfiniment  d’un 
certain  point-limite  L,  situé  entre  A et  B,  entre  A'  et  B',  entre 

A"  et  B", Autrement  dit,  les  grandeurs  OA,  OA',  OA",. et 

les  grandeurs  OB,  OB',  OB",. . .,  mesurées  par  des  nombres  dont 
li-s  carrés  ont  pour  limite  2,  ont  elles-mêmes  jwur  limite  une  gran- 
deur OL  que  Von  représente  par  y/a. 

23.  La  considération  des  limites,  qui  vient  de  nous  conduire  à 
la  définition  du  symbole  y/a,  permet  également  de  définir  toutes 
les  expressions  renfermant  des  incommensurables.  Ainsi , y/  5 est 
la  limite  des  nombres  dont  les  cubes  ont  pour  limite  5 ( * );  3 — y/â 
est  la  limite  des  restes  qu’on  obtiendrait  en  retranchant  de  3 les 
nombres  dont  la  limite  est  y/â,  etc.  En  particulier  : 

Le  produit  d’un  nombre  A par  un  nombre  incommensurable  B 
est  la  limite  des  produits  que  Von  obtiendrait  en  multipliant  A par 
les  nombres  dont  la  limite  est  B. 

Ainsi  l’expression  3 x y'^a  représente  la  limite  vers  lacpielle 
tendent  les  produits 

3X1,  3x1,4,  3xi,4i,  3xi,4i4, 

On  s’assurerait  de  l’existence  de  cette  limite,  en  répétant  les  rai- 
sonnements employés  ci-dessus. 

26.  Cette  considération  des  limites  prouve  encore  simplement 
que  les  théorèmes  démontrés  pour  des  nombres  commensurables 
quelconques,  subsistent  pour  les  nombres  incommensurables  limites 
des  premiers. 

Par  exemple , le  produit  de  deux  facteurs  incommensurables,  A, 
B,  ne  change  pas  quand  on  intervertit  Vordre  de  ces  facteurs. 

Soient , en  effet , a,  a',  a", . . . des  nombres  commensurables 
ayant  pour  limite  A,  et  b,  b\  b",. . . des  nombres  commensurables 
ayant  pour  limite  B.  On  a 

a X b = b X a,  a'x  b'=  b'  X a',  a" x b"  = b" x (V , 

(*)  D’après  le  numéro  précédent,  il  serait  encore  plus  exact  de  dire  : 
^5  représente  la  limite  des  grandeurs  mesurées  par  des  nombres  dont  les 
cubes  ont  pour  limite  5. 
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Mais,  par  définition,  la  limite  des  premiers  membres  est  A x B, 
et  la  limite  des  seconds  membres  est  B x A.  D’ailleurs,  une  même 
variable  ne  peut  avoir  qu’une  limite  ; donc 

.4  X B = B X 


CHAPITRE  IV. 

COMPLÉMENT  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND 

DEGRÉ. 


SisottMÎon  de  l'équation  ax*-{-bx-^c  — o. 

27.  Les  racines  de  cette  équation  sont  données  par  la  formule 

— b àz  \Jb'‘  — \ac 

X — ; 

2rt 

elles  sont  réelles  et  inégales,  réelles  et  égales,  ou  imaginaires , 
suivant  que  le  binôme  b'^  — ^ac  est  positif,  nul  ou  négatif. 

28.  Si , dans  la  formule  générale , on  suppose  « = o , on  trouve 

— b±b 
.r  = , 

O 

c’est-à-dire 

, — h -\-b  O . — xb 

.V  = = - ) JT  = = 00  . 

O O O 

.4insi , des  deu.\  valeurs  de  x , qui  sont  finies  et  déterminées 
tant  que  le  coefficient  a diffère  de  zéro , l’une  prend  la  forme 
indéterminée,  et  l’autre  la  forme  infinie,  quand  on  suppose  « = o. 
Il  est  facile  de  rendre  raison  de  ces  deux  circonstances , et  de 
trouver,  non-seulement  la  vraie  valeur  de  x',  mais  encore  le  signe 
de  .r". 

Remarquons  d’abord  que  la  discussion  dont  il  s’agit  n’aurait  pas 
de  sens  si  elle  n’était  entendue  ainsi  : examiner  comment  varient 
les  racines  de  Féquation 

ax^  bx  -\-c  = O,  { i) 

quand  le.  eoeffieient  a,  d’abord  supposé  très-petit,  tend  vers  zéro  (*) . 
(*)  Si,  dans  l’équation  (i) , on  faisait  a = o,  on  supposant  x fui,  on 
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Or,  les  valeurs  générales  des  deux  racines  sont 

ac  —h—\'b^—^ac 


a3 


X 


— b+  4 


•la 


ia 


i“.  Le  numérateur  de  x"  se  réduit  à — ih  quand  a = o\  donc, 
quand  ce  coefficient  a est  fort  petit , x”  a pour  valeur  approchée 

— ^ ou  — - • Cette  fraction , qui  augmente  indéfiniment  ( en 

— ma  -1  O V 

valeur  absolue  ) si  a s’approche  de  zéro , a le  signe  de  h ou  le 
signe  contraire,  suivant  que  a est  négatif  ou  positif.  D’ailleurs, 
avant  d’attribuer  à la  variable  a sa  valeur  limite  zéro , on  a pu , 
conformément  à l’usage , supposer  cette  variable  jjositwc.  Donc , 
quand  le  coefficient  a,  tT abord  supposé  positif  et  très-petit,  di- 
minue indéfiniment , la  seconde  racine  de  réquation  (i)  croit  au 
delà  de  toute  limite,  en  conser%<ant  un  signe  contraire  h celui  de  b 
(à  partir  d’une  certaine  valeur  de  a).  C’est  ce  qu’on  exprime  en 
disant  que  pour  a — o,  cette  seconde  racine  est  infinie,  et  de  signe- 
contraire  à b {*). 

’ O 

2".  Quant  à la  racine  x\  qui  se  présente  sous  la  forme  - lors- 
qu’on suppose  « = O , une  remarque  bien  simple  permet  d’en  obte- 
nir la  vraie  valeur  ; le  numérateur  de  la  fraction  — 

2.  a 

s’annulant  avec  a,  si  Von  transforme  la  fraction  de  manière  h 
rendre  ce  numérateur  rationnel,  il  deviendra  divisible  para  (12); 
conséquemment,  avant  d’annuler  a,  on  pourra  simplifier  la  valeur 

générale  de  x\  de  telle  sorte  qu’elle  ne  prenne  plus  la  forme  ^ 
qiiand  a = o. 


C 

obtiendrait  l’équation  ix  -t-  c = o,  dont  la  racine  est  — cetlo  quan- 
tité est  la  limite  de  x".  Quant  à x',  il  n’en  reste  plus  de  trace. 

(*)  Si,  avant  de  faire  <i  = o,  on  avait  supposé  cette  variable  négative, 
on  devrait  dire  que  la  valeur  iiifinie  de  x a le  signe  de  b.  Mais,  comme  une 
quantité  ne  peut  être  positive  et  négative  en  mémo  temps,  il  serait  absurde 
de  prétendre  que  l’équation  (i)  a trois  racines  dans  le  cas  particulier  où 
le  coellicicnt  de  x'  s'annule. 
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Pour  fondre  lalionncd  le  numérateur,  il  suffît  de  le  multiplicu’ 
par  h + \'ü'^  — 4 dc  (* )• 

Donc 

, _ — 4 — Ir  _ 4 dc 

~ ‘ia{b  + ^>¥^  ^dc)  2«  (^4-V^  4 

__  *2  C 

b }J  U‘  — \dc 

telle  est  la  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre  la  valeur  générdlc 
de  x'.  Supposant  d = o,  on  obtient,  pour  la  vraie  valeur  de  la 
racine  qui  semblait  indéterminée. 


29.  Remarque.  — lorsque  les  coeffîcients  «,  /.>,  c sont  des  fonc- 
tions d’une  variable  r,  et  que  a s’annule  pour  r — le  moyen 
le  plus  simple  de  délerminer  la  vraie  valeur  de  .r'  consiste  à rem- 
placer > par  l dans  l’équation  proposée.  Par  exemple, 

(/— ï = O 

donne  

, t-^d-J-l- I — V^rT— .>'‘+.>^-4- 3/^4- 4r  4- a). 

•r  - , 

et  cette  fraction  devient  ^ quand  r = ± i.  Pour  éviter  une  trans- 


(*)  En  effet,  la  différence  des  quantités  yfh* — t^ac  et  h,  multipliée  par 
leur  somme , donne  pour  produit  la  différence  de  leurs  carres. 

f r 4T  ^ 

(**)  Généralement,  si  une  fraction  algébrit/ue  dont  les  deux 

termfes  ne  sont  pas  rationnels  et  entiers  par  rapport  à la  variable  x,  de- 
▼ient  ^ quand  on  attribue  à x une  valeur  particulière  b,  on  essaxera  de 

P _ r 

mettre  cette  fraction  sous  la  forme  P et  Q désignant  des  poly- 

Q ^ ) 

nOmesqui  s'annulent  pour  x=b,  c’est-à-dire  des  polynômes  divisible» 
par  X — b (12).  Supprimant  ce  facteur  commun  autant  de  fois  que  pos- 
sible, et  faisant  x=b  dans  la  fraction  résultante,  on  aura  la  vraie  va— 

F ( } 

leur  de  > Pf*ur 
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formation  assez  longue,  remplaçons  ) suceessivcmcnt  par  ces 
deux  valeurs  dans  l’équation  ; nous  trouverons 

pour  J- = 4-1,  x'=o; 
pour  r = — I,  x'  = — I. 


Calcul  de»  racines  de  l’équation  ax* -f- ix  H- c = o , lorsque  a est 

très-petit. 

HO.  La  formule  générale 

— b ± J — \ac 

X = 

art 


est  évidemment  peu  propre  aux  applications,  dans  le  cas  où  le 
coeRicient  a est  fort  petit  par  rapport  à b et  c.  Pour  calculer  ap- 
proximativement la  valeur  do  la  racine  x'  qui  diffère  peu  de 

— ^ (i28),  on  peut  employer  le  procédé  suivant  : l’autre  racine  • 

sera  donnée  i>ar  la  formule 


rt 


31.  L’équation 

ax"-  bx  -k-c  = O { I ) 

donne  x = — % (a) 

b b 


et,  comme  première  approximation. 


X 


c 

V 


(3) 


Dans  le  second  membre  de  l’équation  (a),  remplaçons  j' par  sa 
valeur  approchée  x^\  nous  aurons,  comme  deuxième  approxi- 
mation , 


(4) 


Substituons  cotte  nouvelle  valeur  dans  le  second  membre  do 
l’équation  (a),  et  négligeons  les  puissances  de  a supérieures  à la 
deuxième;  nous  aurons,  comme  troisième  approximation. 


I. 


c ac^  n‘c  , 
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On  trouve , semblablement , 


ac‘ 


— 2 


a‘  c’ 


- 5 


a=>c‘ 

b’’ 


+ ....  (6) 


Et  ainsi  de  suite  ( * ). 

32.  Application.  — Calculer,  ai'cc  20  décimales  exactes,  les 
racines  de  P équation  aP  — io347i.i’4-20i  = o. 

Dans  cet  exemple,  a = i,  b = — 103471,  c = 201.  Par  suite, 

C*  200* 

1?  ^"ïô^  valeur  absolue).  Il  suffira  donc,  pour  obtenir  l’ap- 
proximation demandée,  d’employer  la  formule  (5).  En  effectuant, 
on  trouve 


201 


b 103471 


= 0,001  942  573  281  402  5i8  58o. . . , 


lie*  2,0 1 * 

-j3  = ~3"7~p  = 0,000  000  000  279  039  081  568. . . , 


471 

(éc^  _ 2.201^ 
^ b’'  ~ io3  471* 


= 0,000  000  000  000  000  010  477 


La  valeur  de  la  première  racine  est  donc , avec  20  décimales 
exactes , 

x'  = 0,001  942  573  56o  441  610  Gîi- 


C)  Ce  procédé,  connu  sous  le  nom  de  méthode  des  approximations 
successives,  est  à peu  près  le  seul  que  l'on  puisse  employer  pour  résoudre 
certains  problèmes  d’astronomie.  Dans  la  question  actuelle , il  serait 
avantageusement  remplacé  par  le  calcul  suivant: 

La  formule  du  binôme  (voir  plus  loin),  étendue  au  cas  où  l’exposant 
est  fractionnaire,  donne 

,r  1 Uac  i l.3/4ac\*  "l 

= -T+ôl-F-j  -■•■J 

, ac  a'c'  , a‘c’  a*c* 

= 4_ ,0— 

Donc,  en  prenant  le  radical  positivement, 

, c ae'  a^c’  . a‘c* 
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On  a ensuite , avec  le  mémo  degré  d’approximation , 

x"  = io3  470,998  057  426  439  558  389  38. 

Équations  réductibles  au  second  degré. 

33.  Certaines  équations , d’un  degré  supérieur  au  deu.\ième , 
peuvent , par  un  changement  d’inconnue , être  ramenées  au  second 
degré.  Telle  est , par  exemple , l’équation  bicarrée 

</ = O.  (i) 

Si  l’on  fait 

(2) 

on  a,  pour  déterminer  cette  nouvelle  inconnue,  l’équation 

(3) 

d’où 

y = (4) 

D’ailleurs,  à chacune  des  valeurs  de  j correspondent,  à cause  de 
l’équation  {2),  deux  valeurs  de  x,  égales  et  de  signes  contraires. 
Par  conséquent,  l’équation  (i)  a quatre  racines,  données  par  la 
formule 

x = ±y^lp±  (5) 

34.  Si,  par  exemple,  p — — 5,  y = 6,  on  aura 


c’est-à-dire , en  prenant  successivement  les  différentes  combinai- 
sons do  signes , 

.r,  = + = — V^,  X3  = -I-  v/2,  .r,  = — ^/3j 

De  même,  l’équation 

.r‘  — lox’  4- 1 = O 

donne 

a:,  = 4-  V^5  4-  2 \/6 , .r,  = — ■ V^5  4-  2 y/ff , 

•r,  = -4-  V^5  — 2 v/6 , .r,  =r  — s/a  — 2 y/6. 
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Simplification  des  radicaux  doubles. 

35.  La  résolution  de  l’équation  bicarrée  conduit  quelquefois, 
comme  on  vient  de  le  voir  par  le  dernier  exemple,  à des  expres- 
sions de  la  forme  V^A  ± On  peut  se  proposer  de  remplacer 
cer  radicaux  doubles  par  des  sommes  ou  des  différences  de  radi- 
caux simples;  c’est-à-dire  que  .V,  B,  a et  b représentant  des  quan- 
tités rationnelles,  on  peut  essayer  de  déterminer  les  deux  dernières 
de  manière  qu’elles  satisfassent  à la  relation 

n/a  ± v'^  = v""  ^ (')  (*) 

Élevant  au  carré  les  deux  membres , on  obtient  d’abord 
A ± — a -\-b  ±Li  \rôï).  ( 2) 

Cette  nouvelle  équation  se  partage  nécessairement  en  fieux; 
c’est-à-dire  que 

A = a b,  = 2 

Pour  le  faire  voir,  isolons  l’un  des  radicaux  entrant  dans  l’éiiua- 
lion  (2),  par  exemple  v^,  et  élevons  encore  au  carré;  nous  aurons 
B = (<ï  -p  Z»  — A)’-+-  4 «i»  ± 4 ^ — A)  \'âb.  (3) 

Le  premier  membre  est  rationnel , et  le  second  membre  no  l’est 
pas , tant  que  la  quantité  a-\-  b — A est  différente  de  zéro  : on 
doit  donc,  pour  satisfaire  à l’équation  (3),  prendre 

a b = A;  ( 4 ) 

et,  par  suite,  ab  = \l&.  (5) 

4 

Remarquons  à présent  que  les  solutions  des  dernières  équations 
sont 

_ « = 1 (A  -1-  ^ ^ ( A - v/Â^l) . 

(*)  On  peut  s’assurer,  à priori,  que  le  problème  est  possible  datis 
certains  cas.  En  eflet,  soit 

X = ^3  -t-  \[S- 

Si  l'on  élève  au  carré , et  qu'on  extraie  ensuite  la  racine , on  trouve 
JT  = 8 H v^.  Donc  V^8 -J- yTiô  = yiï -f- 
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Coiiséqueainient , Iti  réduction  dcmmidéc  n'cst  jwssihlc  (/ne  si 
A»  — B est  un  carré  CL  Quand  ccUo  condition  sera  vériliéo,  on 
aura,  en  prenant  les  radicaux  positivement  : 

= (6) 

36.  Remarque.  — Si  A’  — B n’est  pas  un  carré,  on  a encore 

= y/''  * y/— (7) 

Mais  le  second  membre  étant  plus  compliqué  que  le  premier , la 
transformation  est  rarement  utile. 

37.  Applications. — i".  Soit  jc=  V 5 ± 2 \/6.  On  aura 

A = 5,  B = 24,  A’  — B = i,  C=i; 
puis,  par  la  formule  (6), 

si 5 àz  a /g  = \^i. 

Les  racines  de  l’équation  traitée  ci-dessus  (3i)  ont  donc  pour  va- 
leurs : 

+ (\/3  + v a), 

V^,  = — (y/3  — v/a). 

a".  L’équation 

2t‘  2 [a{i  + a‘)  (i  + - PY]  (a  - pr  = O 

donne  x = ± s/a*  ± 

en  posant 

A=.a{i  + a’)(i4-f.’)  — (ot  — ^)>,  B = 4(i  + afi)Mi  + «’){i+^^)- 
Or  A’-B  = 

(«  — P)‘+  -1{H-  + — (a  — 

= (a-p)‘; 

donc  C = (a— = (i  4- a’)  (i  + fi’), 

et  .r  = rfc  [ v'^(  I -f-  2’  ) ( I + fi’  ) ^ ( ' + ^^  !^  ) ] • 


Digitized  by  Google 


3o 


ALGÈBRE. 


Exemples  de  problèmes  que  l’on  résout  par  des  équations  du 
second  degré  | au  moyen  d'inconnues  auxiliaires. 

38.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  et  la  somme 
de  leurs  cubes. 

Les  équations  du  problème  sont 

,r+j=rt,  (i)  (a) 

Elles  donnent 

ou  3.rr(.r  4- j)  = — h, 

ou  encore,  à cause  de  l’équation  (i), 


La  somme  et  le  produit  des  deux  nombres  cherchés  étant  con- 
nus, le  problème  peut  être  regardé  comme  résolu. 

39.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  et  la  somme 
de  leurs  quatrièmes  puissances. 

Si  nous  prenons  pour  inconnue  auxiliaire  le  produit  des  deux 
nombres,  nous  aurons  à résoudre  le  système  suivant  : 

x-t-j  = rtT,  (i)  (a)  xy^z.  (3) 

On  conclut,  des  équations  (i)  et  (3)  : 

x’^-\-y‘  = a'  — a 2 ; 

puis,  de  cette  dernière,  combinée  avec  l’équation  (a)  ; 
a z’  = (a’  — a z’  )’  — b, 

ou  a z’  — 4 Z + ^ = O.  ( 4 ) 


Cette  équation  donne 


v/‘ 


aè-\-b 


Le  produit  z ayant  deux  valeurs , on  peut  satisfaire  aux  équa- 
tions (i)  et  (a)  par  les  deux  systèmes  distincts  : 


V --  - a 
a 
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1 

X = - a -\- 

2 

1 

C 

>■  1 es 
11 

/'T-  ] 

3i 


40.  Remarque.  — Do  ces  deux  systèmes  de  valeurs,  le  second 
seul  pourra  être  réel. 

a.  Trouver  quatre  nombres,  connaissant  leur  somme,  leur 
produit,  la  somme  des  inverses  des  deux  premiers,  et  la  somme 
des  inverses  des  deux  derniers. 

Les  équations  du  problème  étant 


X -i- x'+jr = a,  xx'ry=b,  \ 

X X y f ) 

prenons,  pour  inconnues  auxiliaires, 

x + x'—u,  y-i-y=v,  xx'=p,  }j'=q-,  (a) 

nous  aurons,  au  lieu  du  système  (i), 

u-\-v  — a,  pq  = b,  u — cp,  V z=  dq.  ( 3 ) 


On  conclut,  des  trois  dernières  équations, 

uv  = bcd. 


Donc , à cause  de  u -h  v = a. 


K = — — bcd, 

2 V 4 

On  trouve  ensuite  très-aisément , 

X = i --  ’ 

2^  V 4 c 

^ = ï"+V4  S’ 


Ses  expressions  imaginaires. 

42.  Généralisant  ce  qui  a été  dit  à propos  do  l’écpiation 
.r’ 4- /;.r -I- 7 = O {R.,  dlf;.,  110,  132),  nn  appelle  expression 
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imaginaire  (*),  ou  simplement  imaginaire,  toute  expression  delà 
forme  a ± \/—  dans  laquelle  le  radical  porte  sur  une 
essentiellement  nègatire  ( — fi’  ). 

Si  l’on  convient  d’étendre  aux  imaginaires  les  règles  démontrées 
jK)ur  les  quantités  réelles  {**),  on  aura 

X xp=p  v^~, 

et  a ± ^ — f;’  = a ± j3  ^ — I ; 

c’est  à cette  dernière  forme  que  l'on  essaye  toujours  de  ramener 

toute  expression  qui  ne  représente  pas  une  quantité  réelle. 

43.  Si , dans  l’expression  a -f-  {5  i , on  suppose  ^ = o,  elle  se 
réduit  à a (***).  Par  conséquent,  les  imaginaires  comprennent , 
comme  cas  particulier,  les  quantités  réelles, 

4i.  Deux  imaginaires  sont  dites  conjuguées  lorsqu’elles  dif- 
fèrent seulement  par  le  signe  du  coefficient  de  : telles  sont 
X -h  P yj — I et  a — P )/ — I . La  somme  de  deux  imaginaires  con- 
juguées est  toujours  réelle. 

45.  On  appelle  module  d’une  expression  imaginaire  lu  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  de  la  partie  réelle  et  du  coejfficicnt 

de  yj—\,  cette  racine  étant  prise  positivement.  Par  exemple,  le 

module  de  5 4-  y/— i est  w = -t-  \/5’  -f-  la’  = i3.  Deux  ima- 

ginaires conjuguées  ont  même  module. 

46.  Lemmb.  — L’équation  a -l-  [i  y/ — i = o se  décompose  en 
a = O et  ^ = O. 

En  effet,  il  ne  peut  s’opérer  aucune  réduction  entre  la  qiuxntité  x 
et  le  symbole 

47.  Théorème.  — Pour  qu’une  expression  imaginaire  soit  mdle, 
il  faut  et  il  suffit  que  son  module  soit  nul.  i".  Si  l’imaginaire 

(*)  Nous  n’avons  pas  cru  devoir  adopter  la  dénomination  de  quantité 
imaginaire,  bien  qu’elle  soit  employée  dans  des  ouvrages  jfttement  esti- 
més. il  nous  semble  qu’une  expression  purement  symbolique,  qui  ne  peut 
représenter  aucune  grandeur,  n’est  pas  une  quantité. 

(**)  D’après  la  note  précédente,  il  suffirait  de  dire  : les  règles  démon- 
trées pour  les  quantités. 

(f**)  d’après  la  convention  précédente,  p j — > =■  j — /?’;  et 

— ;V  s’annule  en  même  temps  que  /2, 
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a 4-  & yj—  1 est  nulle , on  a 

a = O,  (5  = O ( iC)  ; (Jonc  ni‘  = a’+  o,  cl  m — o. 

c 

a".  Si  le  module  est  nul,  a’+  o;  donc  a = o et  [5  = o. 
-48.  Addition  et  soustrm  tinn  des  imaginaires.  — En  ojaîrant  sur 
les  imaginaires  comme  sur  de  véritables  quantités,  on  obtient 

(a-4-j5v/=^)  + (=‘'+^V-=T)  = (a4-a')4-(^  + f/)v/~,  (>) 

(a  + p - (.'4-|i'  V^~i)  = (a  - Ji')  v'— . {■,)  (*) 

49.  Remarque.  — Si  la  soustraction  conduit  à un  reste  nul , 
on  a,  d’après  J’égalité  (2)  et  le  lemme  (40)  : « = a',  S = p'.  On 
voit  donc,  ou  plutôt  on  vérifie,  que  toute  équation  de  la  forme 
A -I-  B )/  — I = A'-|-  B'  y/ — I se  partage  en  A = A'  et  B = B'  ( **  ). 

50.  Multiplication  des  imaginaires.  — Continuons  à étendre 
aux  imaginaires  les  règles  ordinaires  du  calcul , et  rappelons-nous 
tlue  (v'—  i )*  = — I ; nous  trouverons 

51.  Remarque.  — pfvduit  de  dense  imaginaires  conjuguées 
est  égal  au  carré  de  leur  module. 

52.  Théobkme.  — module  d'un  produit  est  égal  ait  jnvduit 
des  modules  des  facteurs. 

Soient 

m = -H  , «/  = + + ' 

M = -J-  y/î^'- fifi'y  + ( xp'A-  : 

il  faut  prouver  que  mm' ~ M.  Or,  en  effectuant  et  réduisant,  on 
trouve 


(='’+ (a'*  pp'Y+  K^'4- 


donc,  etc. 

Au  moyen  d’un  raisonnement  bien  connu , on  étend  la  proposi- 
tion au  cas  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs. 


(*)  Les  égalités  (1)  et  (2)  pourraient  être  regardées  comme  des  défini- 
tions. 

(**)  Cette  proposition,  qui  ne  dill’èro  j>as  csscnlicllemcnt  de  la  propo- 
sition (-40),  peut  aussi  se  démontrer  comme  cette  dernière. 
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33.  Théorème.  — Pour  qu’un  produit  de  facteurs  imaginaires 
soit  nul,  il  faut  et  il  suffît  qu’un  de  ses  facteurs  soit  nul. 
Considérons , pour  fixer,  les  idées , le  produit 

(a  + ^ v/3T)  (a'+  P'  v/ZIT)  («"4- 


Soient  m , m\  m"  les  modules  des  facteurs , M étant  le  module 
du  produit.  Si  ce  produit  est  nul,  M = o (47);  ou,  par  le  théo- 
rème précédent,  mm'm"=  o.  Cette  dernière  égalité,  dans  laquelle 
m,  m',  m",  sont  des  facteurs  réels,  exige  qu’un  d’eux  au  moins 
soit  nul.  Soit  m ce  facteur  nul;  alors  a-f-Sv/— i = o(47). 
C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

54.  Division  des  imaginaires.  — Soit  à diviser  a -f-  ^ — i 

par  : il  s’agit  de  trouver  une  imaginaire  .r-t-jy/— i, 

qui , multipliée  par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende. 

L’équation 

u+p  = (a'-i- P'y/^) 
se  décompose  (49)  en 

a = x' JC  — i>'  Xi 

P = P'  .T  x' y. 


Ces  deux  équations  du  premier  degré  donnent 

xx!-\-pp<  Px'-xp' 

Donc 

1}EL-  xx'-h  PP'  8x'—  xp’  ^ 


55.  Remorque.  — On  arrive  plus  rapidement  à ce  résultat  en 

multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  - ' ^ par  l’ima- 

a'-l-  P'  y/^ 

ginaire  a'—  p'  y/— i,  conjuguée  du  dénominateur. 

56.  Racine  carrée  d’une  imaginaire.  — Pour  ramener  l’expres- 
sion sjcf.àzp\/—\  à la  forme  a'±  p'y/— i,  il  suffit  d’employer  la 
relation  générale 


\fk±7^  ^ ± y/- 


- y/A’  - B 
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obtenue  dans  le  n°  36,  et  d’y  supposer  A = x , B = — On  ob- 
tient ainsi 


v^=\/- 


Va^^ 


\/ 


— g -I-  v/g-+  f- 


/-!• 


37.  Remarque.  — La  somme  des  racines  carrées  de  deux  ima- 
ginaires conjuguées  est  toujours  réelle. 

38.  Application  aux  équations  bicarrées.  — On  a m , dans  le 
n°  33 , que  les  racines  de  l’équation 

x^-{- px^-J(- q — O,  (i) 
sont  données  par  la  formule 


.r'=  ± 


(M 


Si  le  binôme  iP^  — q est  négatif,  les  deux  valeurs  de  x'  deve- 
4 


nant  imaginaires,  il  y a lieu  d’appliquer  la  transformation  donnée 
ci-dessus  (56).  Faisant 


on  obtient,  au  lieu  des  valeurs  (a)  : 

g:  = ±^(\/ — p-\-l\/q±\lp->r%  y/7[.\f^).  (3) 

Par  exemple,  l’équation 


a pour  racines 


X*  + 2 x‘‘ 3 = O 


X = ±~{)/ — 2-\-2\/3-±1^2-\-2^^  — l). 


De  même,  les  racines  de  l’équation 

x‘  + 1 = O , 

c’est-à-dire  les  quatre  valeurs  de  ^ — ij  sont  données  par  la  for 
mule 

.r  = ± i ± — I ) ) 
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que  l'on  peut  réduire  à 

i)9.  llcmarquc.  — La  formule  (3)  étant  assez  compliquée,  il 
serait  utile , pour  soulager  la  mémoire , de  pouvoir  la  retrouver 
rapidement,  dans  chaque  cas  particulier.  C’est  à quoi  l’on  parvient 
par  la  méthode  suivante  : 

Après  avoir  transposé  le  terme  ajoutons  aux  deux  membres 
de  l’équation  (i)  la  quantité  •i.v‘  \Jq  ; le  premier  membre  devien- 
dra /</)*;  en  sorte  que  nous  aurons 

o\i , en  extrayant  les  racines  des  deux  membres , 
x’  4-  = ± .r  ^ — P \ 

L'équation  proposée  est  donc  remplacée  par  les  deux  équations 
du  second  degré  : 

x‘— x\!~  -\-\/q=  O,  (5) 

.r’  + ,r  4-  2 v''(/  -f-  = O.  ( 6 ) 

La  formule  ordinaire,  appliquée  à ces  deux  équations,  reproduit 
les  valeurs  (3). 

GO.  Rcmanpœ.  — En  multipliant  membre  à membre  ces  der- 
nières équations,  on  retombe  sur  la  proposée  (i),  c’est-à-dire  que 

X*  -+-  px^  -+-  q 

= (.r’—  X \/— p4-2  4-  V^)  (x’4-x  /?  4-  a 

Il  est  donc  facile  de  décomposer  le  trinôme  x‘  -+-  px^  4-  q en 
deux  facteurs  réels  du  second  degré  (*).  Par  exemple, 

X*  4-  I = (x’  — xy/24-i)  [x^-\-  X i)- 

EXERCICES. 

I.  Ekms  quel  cas  les  racines  de  l’équation  x'-^-px^+q  = o 


(*)  A cause  de  — 9 <o,  on  a 7 > o et  — ^ -H  2 s/?  > o. 
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sont-elles  réductibles  à la  forme  \'a-\-\  b,  /;,  </.  a et  b étant  ra- 
tionnels? 

Réponse  : Lorsque  //  est  un  carré. 

II.  Dans  quel  cas  l’équation 

VA  4-  a v/B  + V-'a' 4-  x'  v/B  = V'A"+ 

est-elle  possible?  ** 

RéjM>nse  : Quand  on  a,  en  même  temps, 

{Y-X’-  À)  (a’-  sc'-a)-2(Aa'4-.Va)  = o, 

(.A"-  A'-  AV-  4. AA' 4- [(  =t"-  a'-  *V-  4 aa']B  = o. 

III.  Réduire,  à un  radical  double,  l’expression 

4 V^34  4-  2 v'Tÿ  — V^iyo  — \fvi  (*).’ 

Résultat  : V^i  70  4-  38 

IV.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  somme  et  la  somme 
de  leurs  cinquièmes  puissances. 

y.  Trouver  quatre  nombres  en  progression  par  quotient,  con- 
naissant leur  somme  et  la  somme  de  leurs  carrés. 

VI.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  connaissant  leur 
•'Stçnme , la  somme  de  leurs  cubes,  et  la  somme  de  leurs  cinquièmes 
puissances. 

VU,  Trouver  cinq  nombres  en  progression  par  différence,  con- 
nai.ssant  leur  somme  et  la  somme  de  leurs  inverses. 

VIII.  Déterminer  une  proportion,  connaissant  la  somme  des 
moyens,  la  somme  des  extrêmes,  et  la  somme  des  carrés  d#^  quatre 
termes. 

IX.  Résoudre  les  équations 

(,r4-/)  (i  4-.rj  = a, 

x/(x4-r)  (.r  4-  y4-.r>-)  (.r-f- r4-.J^j'4-x’jr-l-.ïy'’)  = b. 

X.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imaginaires 
est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  de  leurs  modules. 


(•)  On  rencontre  cette  valeur  quand  on  cherche  h inscrire,  dans  un 
cercle  donné,  un  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés.  (Voret  les  Théo- 

rèmes et  Problèmes  de  Géométrie  élémentaire.) 
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XI.  Le  produit  do  plusieurs  iioinbros  égaux  ohaoun  à la  somme 
de  deux  carrés  est  égal  à la  somme  de  deux  carrés. 

XII.  Décomposer  le  produit  i3.37.Gi  en  deux  carrés,  de  r/w/rm- 
manières  différentes. 


CHAPITRE  V. 

PUISSANCES  ET  RACINES. 

Calcul  de«  valeurs  arithmétiques  des  radicaux. 

Gl.  On  sait  {B.,  H9)  que  la  racine  carrée  d’une  quantité 

quelconque  a toujours  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Plus  généralement  ; i”  F expression  y B a m valeurs  (lijfêrentes  (*)  ; 
2"  si  A est  une  (ptantité  positive,  une  de  ces  r>aleurs  est  réelle  et 
/x>sitii’e. 

Celte  valeur  arithmétique  de  y A est  celle  dont  il  a été  question 
dans  le  chapitre  III  (2ri),  c’est-à-dire  que  la  valeur  arithmétique 
de  la  racine  m'"”'‘  cFun  nombre  A est  la  limite  des  nombres  dont  les 
puissances  ni'”""  ont  pour  limite  A. 

Avant  de  passer  en  revue  les  règles  de  calcul  relatives  aux  rà^ 
dicaux  considérés  de  cette  manière,  nous  allons  établir  quelques 
propositions  sur  les  puissances  et  les  racines. 

62.  Théorème.  — Une  puissance  quelconque  d’un  produit  est 
égale  au  produit  des  mêmes  puissances  des  facteurs. 

Par  exèmple , ( abedf  = a’ . // . (é . rf’.  ÿ 

En  effet',  d’après  la  règle  de  la  multiplication  des  monômes 

[abedy  = 1 ^i+i+i  _ félp(^d^. 

C3.  Remarques.  — I.  Dans  le  cas  particulier  ofi  les  facteurs 
a,  b c.,  d seraient  égaux  entre  eux,  on  aurait 

, • ( )*  = rt*.  a' . (â  = a'"  ^*  = ; 

et,  en  général , (o"’)p= 

11.  {rt")"*. 

(*)  \oir  le  ch.ipilre  XV. 
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64.  Corollaire.  — Pour  clcrcr  un  produit  n une  puissance,  on 
multiplie,  par  l’exposant  de  cette  puissance , les  exposants  des 
facteurs. 

Par  exemple,  [%d^ b- c'f  = aGi'V/’cL 

63.  Addition  et  soustraction  des  radicaux  semblables.  — Deux 
radicaïur  semblables  sont  ceux  qui  diffèrent  seulement  par  leurs 
coeflicienls  [B.,  Alg.,  9).  Do  cetle  définition  on  conclut  immé- 
diatement que,  pour  ajouter  ou  retrancher  des  radicaiu:  sem- 
blables, un  les  réduit  en  un  seul,  dont  le  coefficient  est  égal  à la 
somme  ou  à la  différence  de  leurs  coefficients  (*).  Ainsi 

a’’  b — 5^0^  b — — a ^a^  b , 

m y ab'  -i-  « ^ ab^  — /y  ^ ab'  = [ni  n — p)  y ab' ; etc. 

66.  Multiplication  des  radicaux  de  meme  indice.  — La  réi^le 
de  la  multiplication  des  radicaux  de  même  indice  consiste  dans  la 
relation  suivante  : 

’v"'Â.  v'b.7c...  = 7âbc...,  (.) 
que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

La  racine  d'un  produit  est  égale  au  ptxtduH  des  racines  des 
facteurs. 

Pour  démontrer  l’égalité  (1),  élevons  les  deux  membres  à la 
puissance^»/  ; nous  aurons  ■ 

CÿA.';/B.7c...r  = ADC.... 

Mais,  par  le  lliéorème  ci-dessus  (62),  cpn  subsiste  pour  les  ipian- 
tités  incommensurables  ( 26  ) : 

(7â  . 7B . 7C  ...)■=  (7â  )"'  (;b)"  ["sizr . . . = ATIC. . . . 

Les  puissances  m“”'"  des  nombres  (jui  forment  les  deux  membres 
lie  la  relation  (1)  étant  égales,  ces  deux:  nombres  sont  égau.r  (**). 
C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 


(*)  On  verra  tout  à l'heure  comment  on  peut,  dans  certains  cas, 
rendre  semblables  des  radicaux  de  formes  difl'erentes. 

(**)  En  effet,  ces  nombres  sont  les  limites  de  nombres  c{;aux.  Si,  au 
lieu  des  valeurs  arithmétiques,  on  considérait  les  valeurs  algébrii/acs 
des  radicaux,  on  ne  pourrait  plus  rien  conclure.  Par  exemple, 
(-+-  'j)‘  = ( — 2)*,  quoique  -t-  2 et  — 2 soient  des  quantités  inégales. 
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67.  Division  des  rtidicuux  de  même  indice.  — Do  l’ideiitité 

B X ô = A , on  conclut , par  la  règle  précédente , 

D 


et,  par  la  définition  de  la  division, 


Ainsi , pour  diviser  deux  radicaux  de  même  indice , on  divise  les 
quantités  placées  sous  les  radicaux , et  on  ajfecte  leur  quotient 
du  radical  commun  ; ou  encore  ; la  racine  m'™‘  d’une  fraction 
est  égale  au  quotient  des  racines  m'’"‘“  des  deux  termes, 

68.  Puissances  des  radicaux-.  — Si,  dans  la  relation  (i),  on  sup- 
pose A = B = C. . on  trouve  , p étant  le  nombre  des  facteurs 
égaux, 

(3)  . 

Donc,  pour  élever  un  radical  à une  puissance,  on  élève  à cette 
puissance  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

69.  Racines  des  radicaux.  — En  renversant  la  règle  précédente , 

on  conclut  que  

v'7Â=VvÂ.  (4) 

Ainsi,  pour  extraire  la  racine  d’un  radical , on  e.vtrait  la  racine 
de  la  quantité  placée  sous  le  radical. 

Par  exemple, 

V ^ (ê  b”  c'  ■ = V \j b’' c'’  = \J a lê  c*. 

70.  Remarque.  — Si  l’on  élève  à la  puissance  mp  les  deux 
membres  de  l’égalité  (4) , on  obtient  l’identité  A = A.  Donc 

= (^) 

Par  conséquent , on  peut  e.ttraire  lu  racine  d’un  radical  en  mul- 
tipliant r indice  de  ce  radical  par  F indice  de  la  racine  h extraire. 

71.  Simplification  des  radicaux.  — I.  Si,  dans  la  formule  (i), 
on  réduit  à deux  le  nombre  dos  facteurs,  et  (pi’on  remplace  A par 
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A”',  on  aura 


Ce  résultat  s’énonce  ainsi  : Lorsque  In  quantité  soumise  nu  rndi- 
enl  peut  être  déromposée  en  deux  facteurs , dont  P un  soit  une 
puissance  ayant  pour  degré  P indice  du  radical , on  extrait  la  ra- 
cine de  ce  facteur,  et  on  la  multiplie  par  la  racine  (indiquée)  de 
P autre  facteur. 

On  peut  dire  encore  avec  plus  de  concision  ; Vour  faire  sortir 
un  facteur  de  dessous  un  radical,  on  en  extrait  la  racine. 

Par  exemple, 


On  peut  donc  diviser  (ou  multiplier),  par  un  même  nombre , 
P indice  (P un  radical  et  Pexposant  de  la  quantité  placée  sous  le 
radical. 

72.  Au  moyen  de  la  première  simplification , on  peut  quelque- 
fois rendre  semblables  des  radicaux  de  formes  différentes.  Soit 
liroposé , par  exemple , de  réduire 


Appliquant  la  formule  (G),  on  aura 
^ a^bc  = a\j  a^bc,  a^  b^  c = b^  ip  bc,  ^a^  bc*  = c ^ a‘ bc; 


73.  Réduction  à un  indice  commun.  — I,a  relation  ( 7 ) [lerinet 
de  réduire  à un  même  indice  plusieuis  radicau.r.  Soient , pour 
tixer  les  idées,  les  trois  quantités 


lin  appliquant  à chacune  d’elles  la  transformation  dont  il  s'agit, 
on  obtient 


^ b" c'  z=\j [‘i.(é b'‘  c')  — ‘j.ab^  ^ -la^  b'‘c'. 

11.  De  = \/y/A  (5),  on  conclut,  en  remplaçant  A par  A"'’, 


ou 


(7) 


= 3 V bc  ~\~  5^  a'‘  té  c — 1 \J  a‘‘  bc'. 


donc 


,c  = ( 3 -i-  5 — 7.c)^a^ bc. 


r 
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74.  llcDuiniuc.  — Co  calcul  est  tout  à fait  semblable  à celui 
que  l’on  eft'ectiie  pour  réduire  à un  meme  dénmnifuUcur plusieurs 
fractions  données..  Par  suite  de  cette  analogie,  si,  après  avoir 
simplifié  chaque  radical,  on  cherche  le  plus  petit  multiple  des 
nouveaux  indices,  ce  plus  petit  multiple  sera  le  plus  petit  indice 
commun  [jérith.,  114). 

75.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  réduire  au  plus  petit  in- 
dice commun  les  radicaux  suivants  : 


3 0 /- 

V'- 


C = 


’v 


dz= 


V -1" 


c — 


Divisant  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  l’indice  de  chaque 
radical  et  l’exposant  corresi)ondant,  nous  aurons  d’abord 


y/s 


'•'T 

V'2% 


V'2’ 


Le  plus  petit  multiple  des  nombres  8,  5 , 9,  4o  et  i8 , est  36o  ; 
donc 


ac  o/~ 
a :=  y îi 


/ s fi  0/  2lfi 

b z=z  y 2^", 


3 6 0/  20^ 

C = V 2^^^  , 


■ 360/“TT  SfiO/~r 

d = 


76.  Apjdication  à la  multiplication  et  à la  division  des  radicaux. 
— Après  que  les  radicaux  donnés  ont  été  réduits  à un  mémo 
indice,  on  peut  leur  appliquer  les  règles  do  la  multiplication  ou 
de  la  division  (66,  67).  Par  exemple,  si  P désigne  le  produit 
des  quantités  a,  b,  r,  d,  c,  considérées  tout  à l’heure,  nous 
aurons 


Ainsi 

VV.  y'?.  ’v?.  = 4 


Quelques  exemples  de  réductions. 

77.  L’identité  [a  h)  (a  — b)  = — //  peut  souvent  servir 

à simplilier  les  expressions  fractionnaires  qui  renferment,  en  dé- 
nominateur , des  sommes  de  radicaux  du  second  degré , simples 
ou  composés.  Les  exemples  suivants  suffiront  pour  montrer  com- 
ment s’opèrent  ces  réductions  ; 

■ /Â  — v 'B  _ y/Â  - yli 

y/X  P-  y/B  ( v'.A  I ) ( \ 'Â  - y B)  ^ 
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^ + V ^ (A+  v'b)  V^A  4- 

V^A  ~ V « ~ 

( A+v/n)  v/(A+v'njTÂ^n) 

~ A’  - B 


3“.  Dans  l’exemple  précédent,  si  A et  B sont  donnés  en  nom- 
bres, il  peut  être  utile  de  /mrr?  passer  le  facteur  (A  + sous 
le  grand  radical.  Dévelop()ant  (A  + \/b)*,  on  obtient 


A 4-  V B V^[A^-1-  3 AB  +-  (3A’-f-  B)  ^\i]  (A’-  B) 

A'-  B 


\/a  - v1 

Lci  même  transformation  donne,  par  le  changement  de  \^B 
en  — vî , 

A - y/B  _ ^[.V+  3AB  - (3AM-  B)  y/B]  (A’~  B) 


A^-  B 


5".*  Soit  .r  la  somme  des  expressions  conjuguées  ^ , 


Va  + V iî 

t 

A - y'B 


Va  - y/B 


Va  4-  y/B 


On  aura 


, a(A’4-3AB)  , /( A^ 4-  3 .AB )’ - ( 3 A=  + B)’ B 

X _ —jrzTB  ^ ;\’~B : 

_ A’-|-3AB  + y/(A“-  Bf 
“ A’  - B ’ 

et , conséquemment , 

A + yli  A— yÜ  /“7~  ' AB  -—\ 

V ’•  r + ^ - ■’)■ 

Par  exemple, 

3 4"  y/B  3 — y^  . / » ' ^ 

—J=-  4-  -y—  ■■  — : = V54  + '2  y/3. 

V3  - v'6  V3  + y/6 

78.  Quand  une  expression  fractionnaire  renferme,  en  déno- 
minateur, des  radicaux  de  degré  supérieur  au  second,  il  devient 
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qiielqiiofois  difficile  de  la  transformer  en  une  autre  dont  le  déno- 
minateur soit  rationnel.  Voici  deux  cas  simples. 

i".  .r  = — - ’ Si  l'on  se  rappelle  (pie 

y/ A — v'B 

f~  — (i  -j—  ttu  -7— 

a — b 


et  si  l'on  suppose  a = \ A,  b = y B,  on  aura 


ou 


_(Î/a)’+v'A.C/B  + (vB)’ 

■ ‘ A“-  B 

^ Â - l/\i  A - B 


2“.  Pour  transformer  X = - on  réduit  d’abord  les 

^A-y/B 

deux  radicaux  au  plus  petit  indice  commun  (73);  ce  qui  donne 
.V  = —= — — Posant  ensuite  a = \ , />  = v B‘,  et  multi- 

pliant  les  deux  termes  de  .r  par  + a'  />  + . . . + //  {B.  Alg.,  43), 
on  obtient,  après  quelques  réductions, 

I A V A y 4-  AB  + B y B’  y Â4-  B-  y/B 

^I-y/B~  ■ A>-B> 

Malheureusement , la  seconde  expression  est  plus  compliquée  que 
la  première. 

79.  Soit  proposé  de  réduire 

.r  = V A 4- y/B  + V A — v^B.  (i) 

A cause  de  [a  -|-^)^  = «^4-  b^  'i(ib[a  -q-  b) , on  aura 

x=‘=  2A-I-  3v'A’-  B (V  A q-y/ïj  + \ A - y U ) ; 
c’est-à-dire 

.r’  ==  2 A -1-  3 y^  A^  — B . .r. 

Ainsi  l’expression  (i)  est  racine  de  l’équation 

3J/A’-  ÿ.4  - 2A^t^  O (•*).  (2) 


(')  (æUi:  simple  rctnarq\ic,  développée,  donne  la  résoliMion  des  é((na- 
tioiis  du  troisième  degré. 
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Réciproquomenl , quand  on  saura  délorniinor  les  racines  de  cette 
équation,  on  aura  résolu  la  tjuesUon  proposée. 

Soient,  par  exemple,  X~  io,  B = 39V..  L’équation  (7.),  (pii 
devient 

.r'  — 6 a'  — 4o  = O, 
a pour  racine  réelle  le  nombre  4 i donc 

3 7 3 

V 20  + V 392  + S 20  — Y 392  = 4- 
80.  Un  calcul  semblable  au  précédent  montre  que  la  quantité 

ï±vJ  + t/^ZÏ| 

A - v^B  V A -H  v 'B 


est  racine  de  l’équation 

— 3x  — 


A=-f-B 
""A*- B 


= O. 


En  particulier. 


I — V 


1 + v'  >n 
1 + ni 

= O. 

1 — m 


vérifie  l’équation 


EXERCICES. 


I.  Transformer  l'e.\pression  (ui  une  autre  dont 

V'2  -I-  v'A  — V 5 

le  dénominateur  soit  rationnel. 

II.  Même  reclierche  pour  l’expression  7:= 7^ j-::- 

v'  2 4-  y/  3 — )/  5 

III.  Plus  généralement,  transformer  les  expressions 

I ] 

~-\/a^b  \J a + ^J)  ~y [a b) 
en  deux  autres  dont  les  dénominateurs  soient  rationnels. 


IV.  Simplifier  la  quantité 


y rt*  + y a- /P  4-  y // 

v'  ^ «■’/>  — ^ ab^  — ^ b' 


3 . — , 

V.  Dans  quel  cas  l’expression  V A + \'B  est-elle  réductible  a la 
forme 
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IicjM)iL\c  : l,ors(iiie  A’  — B est  iin  cube  l?,  et  qu'en  môme  temps 
l’équation 

— 3 C.r  — ï A — O 


a une  racine  commensurable  i 
VI.  Vérilier  la  relation 


v/^ 


3 .r  -f-  ( .r’  — I ) \'x‘  — 4 


— 3.r  - [x^  - i)  \^x‘  — 


= X, 


dans  laquelle  on  suppose  x ^ i. 


VII.  Connaissant  A,  = 2\/2,  A,  = 2’  V'i  — v^vs,  calculer  A_,,  A^, 


Aj, . . . au  moyen  de  la  formule 


i\  V = 2 . J Y. — 

a„_,-pa„_, 


A,=  2’  y/2  — -f-  v/2,  Aj  = 2*  \/2  — ^-1  4-  V^2  + V'^,- 


{•*). 


Exposant»  négatifs,  fractionnaires,  etc. 

81.  Exjmsant  zèr-o.  — D’après  la  règle  de  la  divjsion  des  mo- 
nômes (1),  le  quotient  de  par  d"  serait  r/"'*'"  ou  d.  Si  l’on 
part  de  la  définition  arithmétique  des  exposants,  on  ne  peut  atta- 
cher aucun  sens  à cette  expression  d.  Mais  comme,  d’un  autre 

. . 

cote,  "jp,—  ï)  on  peut  convenir  que  représcntcni  l’ uni  té.  C/ïttc 

convention  permet  do  consener,  jus(ju’à  la  fin  d’un  calcul,  la  trace 
d'une  lettre  qui  aurait  disparu  par  les  réductions. 

82.  Exposants  négatifs.  — Si  l'on  avait  à diviser  té"  par  r/"'  '', 
1a  règle  ordinaire  (1)  donnerait,  pour  expression  du  quotient, 

ou  cr''.  Ce  qui  vient  d’èire  dit  do  l’exposant  zéro  s’ap- 


(*)  Voir  le  chapitre  XVI. 

(**)  Les  (|uaii(itcs  A,,  A,,  A, représcntenl  les  aires  des  polygones 

réguliers  «le  4,8,  i(i,  . . côtés,  inscrils  au  cercle  ilc  rayon  i.  (Théo- 
rèmes et  prohlèrni's  de  Géométrie , liage  700.  ) 
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pliqiio,  à plus  lorlo  raison  , à V exposant  nef^atij  ( — p)  '■  jniori, 

I 

il  n’a  pas  do  signification.  Mais  — — = • Donc  nous  iioin  ons 

admettre  que  or''  représentera  —• 

83.  Exposants  frnrtionnaircs.  — Le  calcul  des  radicaux  con- 
duit à cette  nouvelle  espèce  d’exposants,  absolument  comme  la 
division  des  monômes  a donné  naissance  à l’exposant  zéro  et  aux 
exposants  négatifs.  En  effet,  lorsque  p = /«y,  on  a (G9) 


= rt’  = a"'. 

Si  l’exposant  p de  la  quantité  placée  sous  le  radical  n’est  pas 

divisible  par  l’indice  m du  radical,  l’expression  (é"  n’a  plus  de  si- 
gnilication  : on  peutdonc  convenir  qu’elle  continuera  de  représenter 

^ 

s'a’’,  ou  que  les  deux  expressions  (P‘  g^^t  équivalentes. 

8i.  Exposants  inconunensvrables,  — .4tin  d’abréger,  nous  nous 
bornerons,  quant  à présent,  à la  définition  suivante,  qui  s’ac- 
corde avec  les  considérations  générales  relatives  aux  incommensu- 
rables (23)  : l’expression  a^,  dans  laepielle  a est  an  nombre  et  X 
une  quantité  incommensurable , positii'C  ou  né^atiee , est  la  limite 
des  nombres  (f , (f\  cd’ , . . . que  l’on  obtient  en  remplaçant  X par 
les  quantités  commensurablcs  x,x',  x",.,.,  dont  X est  la  limite. 
Par  exemple,  3 est  la  limite  des  quantités 

Tl  01,1  qi,*i  qi,«l« 

J,  ^>5  , yJ 

c’est-à-dire  la  limite  des  nombres 


3,  '73'*,  '*^3'“, 

83.  Remarque. — Bien  que  ces  derniers  nombres  ( 3 excepté), 
soient  incommensurables , leur  limite  3'^’  est  peut-etre  commen- 
surable. 

Calcul  dea  exposants. 


8G.  Les  théorèmes  principaux  sur  la  multiplioation,  la  division, 
la  formation  des  puissances  et  l’extraction  des  racines,  sont  com- 
pris dans  les  quatre  formules  : 


(r.a"‘'  = a”‘"“',  —.^a" 


= (r"\  sja’”—a" 
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•jue  nous  |>ou\ons  regarder  comme  démontrées  dans  les  cas  où  ni 
et  m'  sont  entiers  positifs.  Nous  allons  \oir  que  cette,  restriction 
est  inutile. 

Remplaçant  d’abord , dans  les  trois  premières  formules,  m et  m' 

par  des  fractions.positives on  aura,  en  remontant  à ladé- 

H H 

finition  des  exposants  fractionnai ou  négatifs,  et  en  employant 
les  règk's  du  calcul  des  radicaux  ; 


al  . rt’’  = . V 


ou 


Donc 


= =n 


PÇ'+Pf!' 


= a’* 


P I P' 


il  ?L  P j p!_ 


f/'f  yV/^' 


a'i  ’ 


ni'.' 

_V 

ni 


nnr 
= V " 


r 

an 

~p^ 

an 


fi’-p’n  on 


vn'—p'n 


O*"''  _ î-y'/rt'"'' 

“ V 


- = a 


ou  = 


P n—rn 
a nn' 


, al  I 

c’est-à-dire  — r = «''  ’ ou 

£ 
an' 


r V 


P 

an'  n 


Mais  cette  dernière  expression  peut  être  remplacée  par 

f_c!. 

a n!  = an  n'"' 

(*)  On  prend  la  première  forme  ou  la  seconde,  suivant  que  l’on  a 

Pn'  ~^P'  9 • dans  le  cas  de  p<y'=  p'  q,  — ^ = i = a”. 

a ^ 
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al' 


4®.  Dans  la  <iuatrièmc  formule,  supposons  w = ^ , nous  aurons 


ou 


Il  resterait  à considérer  les  cas  où  m et  iii'  seraient  ncgtitifs, 
entiers  o\x  fractionnaires,  et  encore  le  cas  des  exposants  incom- 
mensurables : pour  abréger,  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
faire  celte  vérification,  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

87.  L’emploi  des  exposants  fractionnaires,  négatifs,  incommen- 
surables, simplifie  ou  supprime,  pour  ainsi  dire,  le  calcul  des 
radicaux , en  le  remplaçant  par  un  calcul  dont  les  règles  sont  les 
mêmes  que  celles  du  calcul  des  exposants  entiers  positifs. 


CHAPITRE  VI. 

NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES. 

Préliminaires . 

88.  On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  termes  procédant  sui- 
vant une  loi  déterminée,  de  telle  sorte  que  le  mng  d’un  terme 
étant  donné,  on  puisse  calculer  ce  terme.  Autrement  dit,  si  les 
termes  d’une  série  sont  généralement  désignés  [lar 

Je  terme  général  m,  est  \me  fonction  de  n. 
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89.  Diverses  es])èees  rie  séries.  — Désii^nons  par  la  sniiiiiie  des 
n jm-miers  termes  d’uuc  série;  Siivoir  : 

(Ictto  somme,  aussi  bien  que  est  une  fonction  de  n.  Cela  posé, 
trois  cas  peuvent  se  présenter  ; 

i“.  Si  la  somme  S„  des  n pftîmiers  termes  terni  vers  utre  limite 
finie  et  déterminée,  lorsque  le  nombre  n croît  indéfiniment,  la 
série  est  dite  convergente. 

2".  Dans  le  cas  contraire,  c’est-à-dire  quand  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série  peut  croître  (en  valeur  absolue)  au 
delà  de  toute  limite,  on  dit  que  la  série  est  divergente. 

3®.  Enfin , s’il  arrive  que  la  somme  S„,  sans  croître  au  delà  de 
toute  limite,  n’ait  pas  de  limite  déterminée,  la  série  n’est  ni 
convergente  ni  divergente  [*). 

D’après  ces  définitions,  une  progression  par  quotient,  illimitée 
et  décroissante,  est  une  série  convergente  ; une  pmgression  par 
quotient,  illimitée  et  croissante,  est  une  série  divergente  ; enfin,  la 
série 

-+-I,  — I,  -l-i,  — I,  +1,..., 

dont  le  terme  général  est  (—  i)"*’,  n’est  ni  convergente  ni  diver- 
gente ; car  S„  égale  o ou  i , suivant  que  n est  pair  ou  impair. 

Les  séries  convergentes  sont  les  seules  qu’il  soit  utile  de  consi- 
dérer. En  conséquence , nous  allons  indiquer  quelques-uns  des  ca- 
ractères au  moyen  desquels  on  peut , dans  certains  cas,  recon- 
naître qu’une  série  proposée  est  ou  n’est  pas  convergente. 

Théorèmes  sur  la  convergence. 

90.  TiiÉoiiÈME  I.  — Dans  toute  série  convr-rgente , le  terme 
général  a pour  limite  zéro. 

Considérons  une  série  convergente 

et  désignons  par  S la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  S„  dos  n 


(*)  La  plupart  des  a’uleurs  font  rentrer  cette  troisième  espèce  de  série 
dans  la  caté{;orie  des  séries  divergentes.  Cette  classification  nous  parait 
contraire  h l’étymologie  et  à la  signification  habituelle  du  mot  divergent. 
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premiers  termes;  en  sorte  que 

S = limS„.  (.) 

Changeant  n en  « — i,  nous  aurons  pareillement 

S=limS„_,;  {-i) 

ear  S„_, , aussi  bien  que  S„ , est  la  somme  nnuihrc  (/iict- 
cn/ujue  de  termes,  pris  à partir  (lu  premiei'. 

La  comparaison  des  égalités  (i)  et  (2)  donne 

O = lim  S„  - lim  S„_,  ==  lim  (S„  - S„_,  ) = lim  u„  (*). 

91.  Théorème  U.  — Dans  tonte  série  convergente,  la  somme 
d’an  nombre  (jnelconque  de  termes  conséculijs  a qnntr  limite  zéro. 

En  conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  et  en  re- 
présentant par  la  somme  des  n-\~p  premiers  termes , nous 
aurons 

S = limS„,  S = limS,^^; 
donc  O = lim  ( -b ...  -I-  ). 

92.  Remarques.  — I.  L’énoncé  et  la  démonstration  du  dernier 
théorème  supposent  que  le  nombre  p des  termes  consécutifs  con- 
sidérés est  constant  : il  peut  d’ailleurs  être  aussi  grand  qu’on  le 
veut. 

II.  Les  deux  théorèmes  précédents  expriment  deux  conditions 
auxquelles  satisfont  toutes  les  séries  convergentes.  Conséquem- 
ment, toute  série  qui  n’y  satisfait  pas  ne  saurait  être  conver- 
gente. Ajoutons  que  ces  deux  conditions,  nécessaires , sont  loin 
d’ètre  suffisantes  : on  verra  tout  à l’heure  qu’une  série  dont  tous 
les  termes,  supposés  de  même  signe,  décroissent  indéfiniment, 
peut  être  divergente. 

III.  Le  second  théorème  est  une  conséquence  nécessaire  du 
premier  ; c;ar  si  des  quantités,  en  nombre  limité,  tendent  chacune 

(')  Il  est  bon  do  remarquer,  à propos  de  cette  proposition  fondamen- 
tale , que  la  convprftence  ne  dépend  jamais  des  premiers  termes  ; la  série 

10  100  1000  10000 

' ~ T ~ m t.i.iJ,  “ • • ’ 

dont  les  10  premiers  termes  augmentent  rapidement  en  valeur  absolue, 
est  convergente. 
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2><>/-,v  zr/v,  leur  somme  a pour  limite  zi-ro.  Il  réïiulte  de  là  que  si 
les  termes  d'une  série,  eoneerge/Ue  ou  dieer^ente , ont  zé-m  pour 
limite,  on  peut  toujours  trouver p termes  consécutifs  dont  la  somme 
soit  in  férieure  à un  nombre  donné  9. 

Fn  effet,  pour  satisfaire  à l’inégalité 

"-i  + l + "h,!”!"-  • •+  ".H,,  < 

dans  laquelle  on  s\q>pose 


O, 


il  suffit  de  prendre  w, 


= 0 
"+'  < Tj' 


1\’.  11  y a cette  différence  entre  les  séries  convergentes  et  les 
séries  divergentes , que , dans  toute  série  convergente,  la  somme 
de  P termes  consécutifs  tend  vers  une  limite  (jiutnd  le  nombre  p 
augmente  indéfiniment,  et  que , dans  les  séries  divergentes,  cette 
meme  somme  mut  indéfiniment  avec  p,  <piel  (pie  soit  le  rang  du 
premier  des  termes  considérés.  Ces  deux  propriétés,  que  l’on  pour- 
rait regarder  comme  évidentes,  résultent  très-simplement  des 
principes  ci-dessus.  En  effet , si  la  série  est  convergente , nous  au- 
rons , en  supposant  n constant  et  p variable , 


d’où 


SJ  = S 


Si,  au  contraire,  la  série  est  divergente,  la  somme  peut 
dépasser  toute  limite,  et  il  en  est  évidemment  de  même  pour 


S... 


Se  la  série  harmonique. 


93.  (’elte  série  a pour  termes  les  inverses  des  nombres  naturels, 
c’est-à-dire 


I 

- î 
•X 


I 

— ) 
n 


On  lui  donne  le  nom  de  série  harmonupie,  parce  que  trois  termes 
consécutifs  quelconques,  ou,  plus  généralement,  trois  termes  équi- 
distants quelcon([ues  sont  en  proportion  harmonique  (*). 


(*}  Trois  nomhres  n,  h,  c sont  en  proportion  hannnniijue,  quand  l’excès 
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Il  est  Irés-faeile  de  proiuer  que  eetle  série,  dont  les  termes  di- 
niiniient  indélinimeni , est  divergente.  En  effet,  groujxjiis  ces 
termes,  à partir  du  troisième,  de  la  manière  suivante  : 


I 

3 


I I I I 

« H F’  - 

6789 


a*-'  4 


I I 

I '/■'  4-  '>■ 


•~l — » ’ 
'2* 


nous  aurons 


I I '2  I I t I 4 

34-^4  5^  G 7^8'  8 


T , I I y.*'* 

2*  ‘ 4-  I 2*"'  4-  '2  ‘2*  -2*  ’ 


c’est-à  dire 


I 1^1  1,1  1 II 

o4“7  4'~i  

342  5G782 


4-  1 


•2'‘'''4-‘2 


Donc,  on  supposant  u ~ 2* 


A 

S.,>|+--  (I 


du  premier  sur  le  deuxième  est  à l'excès  du  deuxième  sur  le  troisième, 

I .•!  .1..  ® — ha 

comme  le  premier  est  au  troisième,  c cst-a-dire  lorsque 


b — c 


Il  est  aisé  do  reconnaître  que  les  fractions 


satisfont 


n — /i  n n ■+-  k 

il  cette  relation. 

l.a  dénomination  de  proportion  barnioniiiue  se  rattache  à un  jihcno- 
inènc  d’acoustique  : quand  on  veut  faire  rendre  à une  corde  les  sons 
composant  l’accord  parfait  majeur,  on  fait  vilircr  la  corde  entière,  pui.s 

I . 2 .11 

SOS  - , puis  ses  Or  = -• 

1 .1  I 7 


5 
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L'exi)ression  ^ pouvant  croître  au  delà  do  toute  limite,  il  en  est 

de  même , à plus  forte  raison , pour  S„. 

9t.  La  série  dont  nous  nous  occupons  est  excessivement  peu 
divergente;  c’est-à-dire  que  la  somme  S„  croît  très-lentement 
avec  n.  Pour  le  faire  voir,  groupons  ainsi  les  ■■i”  premiers  termes  : 


Il  I I I I 


I 

-f- 1 


I 


I 


nous  aurons 


ou 


•1 

■X 


4 

4 


iü7  + 


I 


<C  •+■ 


I 


et  môme , dès  que  l’exposant  / surpasse  2 { * ) , 

S„<X-.  (2) 


Ainsi , la  somme  des  n premiers  termes  de  lu  série  hurmnnUpie 
est  infé  rieure  à Vexj>osant  de  la  puissance  de  2 égale  n n. 

Si,  par  exemple,  /■=  12,  on  aura  n = 4<>9d, 

^«09S  » 

et,  en  môme  temps, 

7 ) 

de  sorte  que  la  somme  des  4096  premiers  termes  est  comprise 
entre  7 et  12  (**). 


Suite  des  théorèmes  sur  la  convergence. 

95.  Théorème  III.  — Dans  toute  série  convergente , composée 
de  termes  positifs , le  pivduit  du  terme  général  par  le  rang  de  ce 
terme  a pour  limite  zéro. 

(*)  A > 2 donne  - ^ -t-  -r  < i . 

2 a 2‘ 

(*')  Par  d’autres  considerntions , ou  trouve  = 8,89.  . . . 
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Ji,  à partir  d’une  certaine  valeur  de  //.  on  avait  conslaminent 

y.  étant  une  constante  positive,  on  aurait  aussi 


«,MP> 


puis 


« -f-  2 " ' ^ n 

^»+p  ^'i  ^ + 1 « 4-  -2  +y^ 


La  quantité  entre  parenthèses  est  la  somme  de/-»  termes  consé- 
cutifs de  la  série  harmonique;  en  jirenant p suflisamment  grand, 
on  rendra  cette  somme,  ou  son  produit  [>ar  a,  plus  grand  (ju'un 
nombre  donné  quelconque.  La  série  considérée  serait  donc  diver- 
gente. 

96.  Théohkme  IV.  — l hic  série  composée  de  ternies  positifs  est 
convergente  si , à partir  d’un  certain  rang,  le  rapport  iCun  terme 
au  terme  précédent  est  constamment  in  férieur  à un  nombre  donné 
moindre  ijue  run{té. 

Supposons 


< « » 


U-i  p — i 


y.  étant  une  constante  positive,  moindre  que  l'imité.  Les  inégali- 
tés précédentes  donnent 


'h,-, 

Ainsi  les  termes 


yit„ 


^h+ïi  '^n+3T''<  "«J,  P 

sont  respectivement  moindres  que  les  termes  de  la  progression 
par  quotient  décroissante 

et  comme  cette  progression,  prolongée  indéliniment,  est  une  série 
convergente , il  en  est  de  môme , à plus  forte  raison , pour  la 
série  proposée. 

97.  Remarfjues.  — I.  Le  théorème  précédent  peut  être  énoncé 
ainsi:  Une  série  composée  de  termes  positifs  est  convergente,  site 
rapport  d'un  terme  au  terme  précédent  a une  limite  moindre  <ptc 
r unité.  .• 


Digitized  by  Google 


5G  ALGiiBlU-:. 

II.  Si  le  nij>jH>rt  (l'an  terme  nu  terme  i>rèeètlent , constnmmenl 
inférieur  à f unité , n pour  limite  V unité , lu  série  peut  être  dieer- 
fiente.  C’est  ce  qui  a lieu  pour  la  série  harmonique. 

III.  On  peut  compléter  la  démonstration  du  dernier  théorème 
en  montrant  (|ue  lu  somme 

"n+x  + "«,.2  +■  • •+ 

tend  vers  une  limite , f/unnd  le  no/nbre  p nup^mente  indéjînimertt 
(02,  IV).  Kn  effet,  par  ce  qui  précède, 


X ?/„  ( 1 4-  a + x*  4- ...  -1-  a'' 


ou 

ou 


S 

• «-/» 
à plus^forto  mison, 


a II, 


«1 P 


i — a 


La  somme  S„,  qui  croît  avecy^,  étant  constamment  infé- 

rieure à «„ — - — 7 a donc  une  limite. 

" I X 

08.  Tiiéouèjie  V.  — Si  les  termes  (P une  série  déeroissent  indé- 
finiment, et  qu’ils  soient  nlternntieement  jtositifs  et  négatifs,  lu 
série  est  convergente. 

Considérons  la  série 


"i  - .-4-  4- 

dans  laquelle  nous  supposons 

//,  > U,  > > . . . > > . . . > O ( * ), 

et  dans  laquelle,  en  outre, 

lim//„  = O. 


(*)  Si  les  premiers  termes  de  la  série  ne  salisfaisaicnl  pas  à ces  con- 
ditions, on  rcprcscnlcrail  par  le  terme  à partir  duquel,  /<r  série  deve^ 
nant  rr'^itltère,  elles  sont  vériliées.  Par  exemple,  pour  la  série 
1 

!Ü 


lO*'^ 

i .‘i  . 


10* 

10* 

}0* 

> 1.2 

r\  I 

1 . 2 . a 1 . 

7.3./, 

-Il  tèniit 

1 ‘ 

10 

1 .7 

. H ...  I O 1 1 

7.  "" 
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Si  nous  continuons  h ici>résentcr  par  S„  la  somme  dos  rt  pre- 
miers fermes,  nous  aurons,  en  supposant  n pair,  pour  fixer  les 
idées , 

S,  = , 

S^=  'G, 

S3  = (»,  - «,)  4-  «3  = - ('G  - «3  ) , 

— "i)  + {«3—  «1)  = ('G—  "1)  — 'G' 

(«,  - 'G)  -4  («3-  ".)  H--  ••-+-(«„_,  - ti„) 

= «.  - ('G  - ) - ('G  - 'G)  -•  • •-  l'G-,  - 'G-,^  - 'G.; 

donc  S,>  S3>  S,>. . .>  S,,., , 

et  S3<S,<S,<...<S„. 

Ainsi , les  sommes  de  rang  impair  vont  on  diminuant  et  les 
autres  vont  en  augmentant.  D’ailleurs  la  difl'érence  S„—  S,_,  = //„ 
a pour  limite  zéro;  donc  ces  diverses  sommes  ont  une  limite 
commune  S,  comprise  entre  deux  sommes  consécutives  quel- 
conques (23)  (*). 

99.  Théorème  VI.  — Ixs  memes  choses  étant  posées  que  dans 
le  théorème  V,  PciTCur  z commise  en  prenant  la  somme  S^  au 
lieu  de  sa  limite  S,  est  inférieure  au  terme  u^^^  qui  suit  celui 
auquel  on  s'arrête.  * 

En  effet,  si  n est  pair, 

s„  < S < s„  , d’où  S - S„  < S„^.,  - S„ , 


ou 


e < U 


n+l  ' 


(*)  Si  les  termes,  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  décroissants, 
avaient  une  limite  a différente  de  zéro,  la  série  ne  serait  ni  convergente, 
ni  divergente.  En  eilét,  les  sommes  S, , S,,  S, , . . . , S„_,  iraient  encore  en 
diminuant,  et  les  sommes  S,,  S,,  S,,.  . .,  S„,  reipvclivcmenl  inoiiidrvs  iiuc 
les  premières,  iraient  encore  en  augmentant,  en  sorte  que.  les  unes  et  les 
autres  auraient  des  limites;  mais,  à cause  de 

t 

lim  u„  = lim  ( S„_,  — S„)  = a , 

on  aurait 

lim  S„_,  — lim  S„  = e.. 


Ainsi,  la  limite  des  sommes  de  >an^  pair  serait  égale  à la  limite  des 
sommes  lie  rang  impair,  diminuée  de  a. 
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et,  si  n est  impair, 

s„  > S > s,,^, , s„  - s < s„  - s„^, , 

ou  s < 

100.  Remarque.  — La  différence  s = S — S„,  entre  la  somme  S„ 
des  n premiers  termes  d’une  série  convergente  et  la  limite  S de 
cette  somme,  est  ce  qu’on  appelle  le  reste  do  la  série.  La  limite  S 
est  quelquefois  appelée,  par  abré\iation,  *)/wwcde  la  série.  Dans 
le  cas  d’une  série  non  convergente,  les  expressions  somme  et  reste 
n’ont  aucun  sens , et  on  doit  se  garder  de  les  employer. 


Exemples  de  séries. 

101.  Considérons  d’abord  la  série 

I 


I , 1 

I _j 1 1 

I 1.2  I .2.3 


qui  a pour  terme  général 
u_  = 


I . 2 . 3 . . . ( « — I ) 


{*)• 


Elle  est  convergente;  car  lim  = Hm  - = o (97,  I).  On  dé- 

n ' ’ ' 

signe  ordinairement  par  la  lettre  e la  limite  do  la  somme  de  ses 
termes;  en  sorté  que 


e = I+-- 
I 


.2  1.2.3 


•l  r»  / 

I .2.3. . .(«  — 1) 

102.  1°.  Le  nombre  c est  compris  entre  2 et  3.  La  première 
partie  de  la  proposition  est  évidente.  Pour  démontrer  la  seconde, 
observons  que  les  fractions 


1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 1 .2.3. . .(«  — i) 

.sont  (la  première  exceptée)  respectivement  moindres  que  les 
termes  de  la  progression 

III  1 


(*)  Lo  premier  terme  échappe  à cette  loi. 


Digitized  by  Google 


ALGÈBRE.  • % 

La  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression  est  l’unité  ; 
donc  e < 3. 

■i°.  Lv  nombre  c est  ineommenstirable . — S’il  était  égal  à une 

fraction  irréductible  - 1 on  aurait,  en  mettant  en  évidence  le  terme 
H 

dont  le  dénominateur  se  termine  par  le  facteur  q : 

/J  I I , I I 

— — I -j 1 h-  • -H .J  — H 5 , ; — \~l“.  • • ; 

q I 1.2  1.2. 3... 7 1 .2.3.  . . 7(7  A- I) 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  i .2.3. . . 7 : 

I l I 


E = E'- 


(7+0  ('/+0('/  + 2)  ('7  + i)(7  + 2)(7  + 3) 

E et  E'  désignant  des  nombres  entiers. 

Cette  dernière  égalité  est  impossible  ; car  elle  donne 

(vrïT)- + • • ’ 


ou 


E<E'+ 


ce  qui  est  absurde. 

i03.  Calcul  de  e.  Limite  de  V erreur  commise.  — La  méthode 
au  moyen  de  laquelle  nous  venons  de  prouver  l’incommensurabilité 
du  nombre  e donne  aussi  la  limite  de  l’erreur  s que  l’on  commet 
quand  on  limite  le  développement  de  c à ses  n premiers  termes. 
En  effet,  de 

I I 


~ 1 . 2 . 3 . . . « ~ 1 . 2 . 3 I ) 

on  conclut,  par  le  calcul  précédent, 

1 r I I 

* ^ I .».3. . .«  L + I («  + i)’ 


ou 


ou  encore 


« + i 

I .2.3. . . ( « — i) 

£ î—  «... 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  et  en  observant  que  les  termes 
(le  la  série  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  des  divisions  suc- 


Digitized  by  Google 


Th.  ALGÈBIU-:. 

cessives  Irés-simiilos , on  pont  calculer  ra[nilenient , avec  une 
graiifle  ai»i>roximalion,  la  valeur  de  c.  Par  exemple,  si  Ton  se 
borne  à 9 décimales , on  aura 


l + I 
1 

7. 

I 

I 

7.. 

I 

3.4 

7.3. 

4.5 

I 

..6 

1 

2.3. 

• *7 

I 

2.3. 

778 

2.3. 

• -9 

1 

7.3.. 

I 

. lo 

2.3. . 

. 1 1 

1 

2.3.. 

. 1 2 

■=  0 , 1 60  666  606 

= 0 , 04 1 666  666 
= 0,008  333  333 
= 0,001  388  888 


= 0,000002755 

= 0,000000270 

— 0,000  000  025 

= 0,000000002 
2,718  281  823 

Si  nous  n avions  pas  négligé  les  décimales  qui  devraient  suivre 
la  neuvième,  nous  aurions,  d’après  la  formule  précédente, 


s 0 , 000  000  002  • , 


«4 

i3’ 


et,  a plus  forte  raison,  s •<  0,000000000.2.  Ainsi  les  neuf  déci- 
males obtenues  seraient  exactes.  Pour  tenir  compte  des  retenues, 
calculons  une  décimale  de  plus  ; en  la  prenant  i>ar  défaut , nous 
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(louons  ajuuler,  au  résultat  pr(k:édonl. 

6 '4*  G 4^ 3 4 8^  !”(}  “{ '5 “t~ 7 o o ~4"  o4“  ï uiu  tes  du  i u urd  ri'  dco imal  ^ 

ou  O , ooü  ooo  oo4  7- 

En  prt'uant  par  excès  la  lo”  décimale,  on  aura,  pour  nouvelle 
somme , 

0,000  ooooo5  8. 

Par  suite , la  valeur  do  r est  comprise  entre 

■>.,7187.8189,77  et  2,718781  878  (). 

En  effet, 

0 = 7,718281878459045...  (*). 

104.  Les  details  dans  lesquels  nous  venons  d’entrer  à propos  de 
rincominensurablc  e.  sont  justifiés  par  l'importance  de  ce  nombre, 
(pic  l'on  rencontre  dans  une  foule  de  reclierclies  ; nous  verrons 
bientfil  (pi'il  sert  de  base  au  système  des  loi^arithmes  uêpcrivns. 
10').  Gomme  second  exemple,  nous  prendrons  la  série 
I > I , 1 

1 . 7 7 . 3 3 . 4 + I ) ’ 

dans  laquelle 

I 

U = — , • 

" «(«  + 1) 

H est  évident  que  limH„=  o et  que  lim //</„=  o.  Ainsi,  la  série 
est  peut-être  convergente. 

Pour  reconnaître  si  elle  l’est  réellement , cborclions  la  limite  du 

, f'n 

rapport  — 2-- 


n + I 


n 

, 

I - 

n 


donc  lim — 2- = i. 


D’après  l’une  des  remarques  du  n"  97,  on  no  peut  encore  rien 
conclure  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série  proposée. 
Mais,  si  l’on  fait  attention  que 

111  III 


I 1 

1.7  7’ 


2.3  7 3’ 


3.4  3 4’ 


(*)  On  peut  remarquer  qu’en  écrivant  1828  <Icux  fois  de  suite  à la 
droite  de  27,  on  a la  valeur  de  e avec  9 décimales. 
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on  aura , pour  la  somme  des  n premiers  termes , 


1 1 

— I — 

•X  X 


— I — ' 
n n 


ou 


S„  = I 


n + I 

et,  conséquemment,  limS„  = S = i. 

La  série  proposée  est  donc  convergente , et  la  somme  de  ses  n 

I 


premiers  termes,  égale  à i — 


« + I 


a pour  limite  l’unité. 


106.  Remarque.  — Le  procédé  que  nous  venons  d’employer  est 
souvent  applicable. 


I.  La  série  p;  + ^ -i-  ^ -4- 


EXERCICES. 

est  convergente , quand  m sur- 


passe l’unité. 

II.  La  série  4-  h,  4-  . . . -1-  «„  + . . . , dans  laquelle  les 

termes  sont  positifs,  est  convergente  si  a une  limite  moindre 
que  l’unité. 

. . est 


III.  La  série  i 4--4-  — 4- . • • 4 

I 1.2  1 .2.3.  . . (/2  — l) 


convergente,  quel  que  soit  x.  • ■> 

IV.  En  représentant  par  m un  nombre  plus  grand  que  l’unité , 
on  a 


1.2 


I .2.3 


«4-1  («  4- i)  ("*  + 2) 

m 

~ m — i 

V.  Les  séries 


(«4-  i)  {«4-2) («4- 3) 


I 


I 


’~^3  2"*"6“^7  6"*"i3"'"i5  8 


I I I 

‘ + 3 + 5~2' 


I * _i_  • I ^ * * 

4"^7~^9  II  6“"8 


i4-^4-^-^-^4---l---l-— -5--!--  — 4-. 
2 3 5 4 6 7 9 II  8 10  12 
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déduites  de  la  série  convergente 

1 I I I I I 1 

I f-~  — T'G'r  — 

2345678 

sont-elles  convergentes?  Si  elles  le  sont,  ont-elles  même  somme 
que  cette  dernière  série? 

VI.  Sommer  la  série  dont  le  terme  général  est 

— « -t-  I 

~ //(/i  + 2)  («  4-  3)  («  4-4) 

VIL  Théorème  de  Goldbach.  — I..a  somme  des  fractions  de  la 
forme  * 


(w-t-i)" 


^ 1 a pour  limite  l’unité. 


CHAPITRE  VIL 

ARRANGEMENTS  ET  COMBINAISONS. 


]>éfioitions. 

107.  1°.  On  appelle  arrangements  de  n lettres  p à p,  les  mots 
composés  de  p lettres  prises  parmi  les  n lettres  données  (*). 

D’après  cette  définition , deux  arrangements  quelconques  dif- 
fèrent, soit  par  les  lettres  qui  y entrent , soit  par  tordre  de  ces 
lettres. 

Ainsi  les  arrangements  trois  à trois  des  cinq  lettres  a,  b,  c,  d, 
e,  sont 

abc,  bac,  bca,  bde,  eda,  dbe.... 

2°.  Les  pernwtations  de  n lettres  sont  les  arrangements  formés 
avec  ces  lettres  prises  toutes  ensemble  {**).  Par  exemple,  les 
lettres  a,  b,  c donnent  les  six  permutations 

abc,  acb,  bac,  bca,  cab,  cba. 

(*)  Cette  définition,  assez  difTérentc  des  définitions  ordinaires,  nous  a 
semblé  propre  à empêcher  les  élèves  de  confondre  les  arrangements  et 
les  combinaisons.  J1  est  peut-être  superflu  d’ajouter  que  les  assemblages 
de  lettres,  auxquels  nous  donnons  le  nom  de  mots,  peuvent  n’avoir  au- 
cune signification  ; ils  peuvent  même  11 'être  pas  prononçables. 

(’*)  Les  permutations  sont  donc  un  cas  particulier  des  arrangements. 


Digitized  by  Google 


f)4  ALüi:iUlK. 

3".  Enfin,  on  apiiollc  comliinaisons , ttw  tu iiiii^ciucuts  dont  ht 
composition  est  di(férente,  o’est-à-diiv  les  airangemenls  lois,  (ine 
(leux  quelconques  (rentre  eux  (iill'èrent  au  moins  par  une  lettre. 

Les  combinaisons  des  lettres  n ^ h.  r,  d,  e,  |)riscs  ti^oisù  trois, 
sont  donc 

fihc,  nbd,  nhc,  ncd,  me,  nde,  bal,  bce,  bde,  ale. 

108.  Ixem/mjites. — 1.  L’ordre  des  lettres,  dans  une  combinai- 
son donnée,  est  complètement  indilTérent;  pour  plus  de  simplicité, 
on  choisit  ordinairement,  comme  nous  venons  de  le  faire,  l’ordre 
alphabétique. 

n.  Tant  de  lettres  que  l’on  voudra,  prises  toutes  ensemble, 
donnent  lieu  à une  seule  combinaison. 

III.  Pour  effectuer  les  arrangements  p à p de  n lettres,  on 
peut  combiner  d’abord  ces  lettn's  p à p,  et  permuter  ensuite  les 
p lettres  entrant  dans  cluujue  combinaison.  Il  est  évident,  en  eflet, 
que  si  l’on  opère  ainsi,  il  n’y  aura  ni  nnnngement  omis,  ni 
arrangement  répété. 

Les  combinaisons  écrites  ci-dessus  donneraient,  de  cette  ma- 
nière, les  Go  arrangements  trois  à trois  des  ciiu]  leltix's  a,  b,  c, 
d,  c ; savoir  ; 


nhc, 

abd. 

abc , 

. . ede. 

aeb , 

adb , 

aeb, 

ced. 

bac , 

bad, 

bae, 

. . dcc  , 

bca , 

bda , 

bea. 

dee. 

cal) , 

liai) , 

eab , 

. . nui . 

cba, 

dba, 

eba, 

nl<\ 

ProbIcni(»  principaux. 

101).  PuüBLEME  1.  — Trouver  le  nombre  des  arrangements  tic 
n lettres  p à p.  Soit  A„  ^ ce  nombre.  Pour  le  déterminer,  remar- 
quons (pie  si  l’on  connaissait  les  arrangements  p — ^ à />  — i 
des  n lettres  données , arrangements  dont  le  nombre  sera  désigné 
par  A„  p_|,  il  serait  très-facile  de  former  les  arrangements  des 
mêmes  lettres  prises  p à p.  En  effet , à la  droite  de  ehaeun  des 
arrangements  eomposés  de  p — i lettres,  inscrivons  sueeessivenient 
chacune  des  n — [p  — i)  lettres  tpii  tér  entrent  pas;  nous  obtien- 
drons, sans  omission  et  sans  réj/étitnm , les  arrangements  cbei  ' 
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chos.  D'ailleurs,  rluuiuo  arrangt'iiiciU  do  p — i loi  très  a donné 
ri  — Z-*  -H  1 arrangomeiUs  do  p loüros  ; dono 

Cotte  relation  générale  donne,  par  le  cliangeniont  do  p on 
/^  — C/^ 3,  O.  : 

-V -Z^-1- 2) 

ï — \ /•*  + 3)  A„  p_3 , I 

> 

A„.3=  ("  - C'A„,,. 

IVaillenrs,  A„  ,,  ou  le  nombre  des  arrangements  de  n lettres  ]>rises 
I à J,  est  évidemment  ii.  Par  suite. 


A,,p=  + (A’j 

Telle  est  la  formule  cliorohée,  Plie  exjtrime  que  /o  nombre  des 
arrnngcments  de  n lettres  p h p,  est  égal  au  produit  de  ]>  nombres 
entier^,  consécutifs  et  décroissants , dont  le  premier  est  n. 

HO.  Problème  II.  — Trouver  le  nombre  P„  des  permutations 
de.  n lettres. 

Si,  dans  la  formvde  (A  ),  on  suppose  p — n,  ou  trouve 

A„,„^=  //(//-i)...  I, 

ou  P,,  = I .'2.3.  . . t ü ) 

-\insi,  le  nombre  des  permutations  de  n lettres  est  égal  au  pro- 
duit des  n premiers  nombres  naturels. 

TH.  Problème  111.  — Trouver  le  nombre  des  combinaisons  de 
n lettres,  p à p.  D’après  la  remarque  III  (H>8),  chacune  de  cos 
combinaisons  donne  autant  d’arrangements  que  l’indique  le  nombre 
Pp  des  permutations  de  p lettres;  donc  le  nombre  ^ des  arran- 
gements rie  n lettres  p à p,  est  égal,  au  nombre  ^ des  combi- 

naisons de  ces  n lettres , multiplié  jmr  le  nombre  P^  des  permuta- 
tions de  p lettres  ; donc  aussi 


Hi.  Ta  formule  ; C.  i peut  être  écrite  do  dilféronb'S  manières. 
D'abord,  si  l'oi\  remplace  le  iiumoratour  et  le  dénominateur  par 

f) 
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leurs  valeurs  tirées  des  formules  (A)  el  (B),  on  aura 

ou,  en  observant  que  les  deux  termes  contiennent  le  même 
nombre  de  facteurs , 


G 


it,p 


n n — I n — a 
12  3 


n— 

P 


(E) 


Ainsi , te  nombre  des  combinaisons  de  n lettres , php,  est  égal 

r n n — i n — a n — !>  -‘rt 

an  p/ndiat  des  p tractions  - 1 ? — - — , • • • r • 

12  3 P 

Enfin  , si  l’on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  (D) 
par  1 .2.3. . .(«  — p),  on  obtient 


P _ 1.2.3...» 

1.2.3..  .p.  1 .2.3.  . .(/? 


■p) 


(F) 


113.  Remarepuis.  — I.  Les  combinaisons  de  n lettres  sont  né- 
cessairement en  nombre  entier;  donc  la  fraction  (D)  doit  être 
réductible  à un  nombre  entier,  ou,  ce  qui  est  équivalent, 

Le  produit  de  p nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  le 
produit  des  p premiers  nombres  naturels  (*  ). 

II.  Le  second  membre  de  la  formule  (F)  ne  change  pas  quand 
on  y remplace  p par  n — p\  par  conséquent , 

C„,p=  (G) 

ou , en  d’autres  termes , 

Le  nombre  des  combinaisons  de  n lettres , prises  p h p,  est  égal 
au  nombre  des  combinaisons  de  ces  lettres  prises  n — p à 
n-p{**). 

114.  Applications.  — I.  Combien  les  lo  lettres  du  mot  loga- 
rithme, prises  i à i,  2 «2,  ...,  lo  à lo,  jieuvent-elles  former 
iF arrangements  ? 


(•)  On  peut  démontrer  ce  théorème  par  des  considérations  purement 
arithmétiques. 

(*’*)  Cette  propriété  est  presque  évidente,  car,  a chaijue  comhinaisoH 
renfermant  p des  n lettres  données,  correspond  une  comhinaison  formée  des 
n — p autres  lettres;  donc  le  nombre  des  premières  combinaisons  est 
épal  au  nombre  des  dernières. 
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La  formule  (A)  donne,  successivement  : 

A,o,,  = io,  A,„_,=  10.9  = 90,  A„,  = 90.8  = 720, 

A,„ , = 720.7  = 5 040,  A|,  J = 5 040.6  = 3o24o, 

A|„  „ = 30240.5  = i5i  200,  A„  , = 1 5i  200.4  = 604  800 , 

A,„  g = 604  800.3  = 1814  400, 

A,o,9=  = P„  = 1 814400.2  = 3628800. 

Ainsi,  avec  les  10  lettres  données,  on  peut  former  10  mois 
d'une  lettre,  90  mots  de  dcuj:  lettres,. . .,  3628  800  mots  de  dix 
lettres  : en  tout,  9864  100  mots.  Il  est  évident  que  ces  nombres 
seraient  considérablement  réduits  si  l’on  rejetait,  par  exemple, 
tous  les  mots  renfermant  /roix  consonnes  consécutives  (*),  tous 
ceux  qui  ne  contiennent  pas  do  voyelles^  etc. 

II.  De  combien  de  manières  12  personnes  peuvent-elles  se  pla- 
cer autour  d'une  table  de  12  couverts? 

Ce  nombre  est 


P„  = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12=  479001  600  (**). 


III.  De  combien  de  manières  peut-on  choisir  5 cartes  dans  un 
jeu  de  piquet  ? 

L’ordre  dans  lequel  les  5 cartes  choisies  ou  tirées  étant  indiffé- 
rent, le  nombre  cherché  est  celui  des  combinaisons  de  32  lettres 
5 à 5,  c’est-à-dire 


32. 3i .30.29.28 

— - 32.31.29.7  = 201376. 


Permutations  avec  répétition. 

H 5.  Dans  ce  qui  précède,  les  lettres  arrangées  ou  combinées 
étaient  essentiellement  diiférentes.  Quand  cette  condition  est  sup- 
primée, on  a des  arrangements  ou  des  combinaisons  avec  répéti- 
tion. Par  exemple , on  peut  se  proposer  la  question  suivante  : 

Quel  est  le  nombre  N des  permutations  de  n lettres,  parmi  Ics- 

(*)  Ordinairement,  ces  mots  ne  sont  p.is  prononçables:  le  mot  loga- 
rithme fait  exception. 

(*’*)  Si  les  12  personnes  effectuaient  une  permutation  par  minute,  et  si 
elles  consacraient  à ce  travail  12  heures  par  jour  et  3fio  jours  par  an- 
pée,  il  leur  faudrait  184'^^  ans  pour  venir  à bout  de  leur  lâche! 
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f/uellcx  SC  trnin'cnt  ol  fois  fa  lettre  a , h Jais  fa  lettre  h,  . . Ofois 
fa  lettre  t? 

l’our  effectuer  ces  permutations,  il  suflirail  de  faire  occuper, 
par  les  n lettres,  n places  données.  T)e  ces  n places,  a peuvent 
être  occupées  par  les  « lettres  r/,  d’autant  de  manières  que  l’in- 
di([ue  le  nombre  des  combinaisons  de  n lettres  a à st.  De 
môme,  ^ des  //  — a places  restantes,  penvent  être  remplies  par 
les  |i  lettres  /»,  d’un  nombre  de  manières  égal  à ^3,  etc. 

Enfin  , quand  toutes  les  lettres  autres  que  t auront  été  employées, 
il  restera  0 places,  dont  la  répartition  entre  les  0 lettres  t se  fera 
d’une  seule  manière,  ou  d'un  nombre  de  manières  égal  à Cÿ^  g. 
Par  suite. 


ou 


N 


^ K • — V.,  Il  — a — s,  6,  0 > 

I .'2.3 a 

~ 1 . 9. . 3 ...  a X 1 . 2 . 3 . . . S X . . . X 1 . 2 . 3 . . - 0 


(H) 


116.  Remarques.  — 1.  La  formule  (11)  est  la  généralisation  de 

la  formule  (F).  Elle  montre  ipic  si  un  nombre  entier  n est  c^al 
à la  somme  des  nombres  entiers  a , fi , , . . . , 0 , le  produit 

1 . 'jt . 3. . . w est  divisible  par  le  produit  i . 2. . . a . i . 2 . . . . . . i . a . . . 0. 

117.  Application . — De  combien  de  manières  peut-on  permu- 
ter les  9.1  lettres  du  mot  constitutionnellement  ? 

(le  mot  contient  -i  fois  la  lettre 4 fois  la  lettre  «,  etc.;  donc 

_ 1 . 2 . 3 . 4 • 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . . . 9. 1 

~ 1 .2. 1 . a . 3 . 4 . 1 .2 . 3 . 4 . 1 . 2 . 1 . 2 . 3 . 1 . 2 
= 5.7.9.10.11.7.15.16.17.18.19.20.21, 


ou 


N = 142  146718  5()Oooo  (*). 


Triangle  arithmétique. 


1 18.  La  formule 


r — " . (L 


yj  4-  ) 


P 


Duaiul  une  pcrin\itiilioii  otïrc  un  siuis,  cite  |>rend  le  nom  iVuna- 
i^rnmmc.  (Quelques  iuiagraiumcs  sont  nlolii-es  : dans  frire  Jiicijucs  Clé- 
meiil,  on  trouva  : eV.o  l'rnfn  tjui  ni'n  ace. 
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l>ciil  être  écrite  ainsi  : 


Mais, 

donc 


c c . 'LtJJjïlL  = ’1±1  c _ i:  . 

'•a.  P ^ « //-l  «,  )J-l 

C - ('  • 

'<  P-l  « +!,(>’ 


(’  — C -I-  c 

ou,  en  remplaçant  //  par  « — i, 


C„,;,  — ( ' )• 

Ainsi , à'  nombre  des  combinaisons  de  n lettres,  p à p,  est  éf^nl 
à la  somme  du  nombre  des  combinaisons  de  n — i lettres,  p — i à 
P — 1,  et  du  nombre  des  combinaisons  de  n — i lettres,  ])  h p. 

Ce  théorème,  cpii  permet  évidemment  d’obtenir  les  nombres  de 
combinaisons,  par  des  additions  successives,  parait  en  défaut 
dans  le  cas  de  p — \.  Mais  comme  la  relation  C„ 
vient,  si  l’on  suppose  p = o,  C,,  „=  C„  „=  i,  on  peut  co/ieenir 
ipie  l'expression  C„„  é^alc  l'unité. 

Cela  posé , si  l’on  [lart  de  C,  „ --  i et  de  C,_,  — i , et  que  l’on 
applique  la  formtde  (1),  on  formera  le  tableau  suivant , connu 
sous  le  nom  de  Trianp;le  arithmétirpie  de  Pa>!cal.  Dans  ce  tableau, 
le  p'“'“  terme  d'une  ligne  horizontale  de  rang  //,  égal  à C„  s'ob- 
tient en  ajoutant  le  terme  de  meme  ran^  dans  la  ligne  précédente 
avec  le  terme  ipii  précède  celui-ci. 

1 I 


I i 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 
1 5 lo  lo  5 I 

I 6 1 5 ‘io  1 5 G I 

1 7 il  35  35  zi  7 i 


ill).  Hemanpies.  — D’après  la  manière  dont  le  triangle  arith- 
métique est  formé  : 

i".  Dans  une  ligne  horizontale  quelcomjue,  les  termes  à égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux  ; et , consécpiemment , la  somme 
des  lerni(‘S  de  rang  pair  est  égale  à la  somme  des  t(>rmes  ih'  rang 
impair; 
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a".  Chacune  de  ces  sommes  égale  la  somme  des  termes  con- 
tenus dans  la  colonne  précédente  ; 

3®.  La  somme  des  terçies  de  la  colonne  est  a". 

4°.  Le  p'^  terme  rie  la  colonne  est  égal  à la  somme  des 
termes  de  rang  p — i dans  tontes  les  colonnes  précédentes  ; 

5®.  D’après  cela , la  somme  des  nombres  de  combinaisons  p à p 
de  P lettres,  de  p-\- y lettres,. . de  n lettres,  égale  le  nombre 
des  combinaisons  de  « -+-  i lettres,  p -\-  \ h p -\-\  (*). 

Par  exemple , 

= C,,j  4-  C,  3 -t-  Cj  J -4-  Cj_3  -t-  3 + Cj  3 , 

ou 

9. 8. 7. 6 _ 8.7.6  7.6.5  6.5.4  I ^-4  I , , ■ 

i.a.3.4  i.a.3~^i.a.3”^i.a.3  i.a  ’ 

ou  ia6  = 56 -I- 35  4- ao -I- 10 -4- 4 -I- I. 

EXERCICES. 

l.  Quelle  serait  la  hauteur  occupée  par  le  papier  nécessaire 
pour  écrire  toutes  les  permutations  des  lettres  composant  ce  vers  : 

Qui  n’a  pas  ce  qu’il  veut,  doit  vouloir  ce  qu’il  a? 

L’épaisseur  des  rames  empilées  les  unes  sur  les  autres  est  de 
5 centimètres  ; chaque  rame  contient  600  feuilles  ; chaque  feuille 
4 pages  ; chaque  page,  45  lignes  ; et  chaque  ligne,  deux  permuta- 
tions. 

Réponse:  10 549548 739409 3i5 3o3  1 16 800  mètres  (**). 

II.  Combien  y a-t-il  de  parties  de  domino  essentiellement  diffé- 
rentes? Le  jeu  se  compose  de  a8  dés,  et  chacun  des  deux  joueurs 
en  prend  7. 

Réponse  : 187  680 1 7 1 aoo. 

m.  Combien  y ^i-t-il  de  parties  d’écarté  essentiellement  diffé- 
rentes? 

Réponse  : 354  883  858  56o. 


(*)  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ces  propriétés  inté- 
ressantes. 

{’**)  Ltt  colonne  de  papier  irait  68g3o  120  1^33  a.'io  fois  aussi  loin  que  le 
so  Icil! 
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IV.  Combien  y a-t-il  de  mots  formés  de  trois  voyelles  et  de  six 
consonnes'? 

Réponse  : 98  456 6ui  600. 

V.  Les  deux  faces  d’un  jeton  de  forme  hexagonale  sont  parta- 
gées chacune,  par  trois  diamètres,  en  six  triangles  équilatéraux 
égaux  entre  eux.  On  applique,  sur  chaque  triangle,  une  des  sept 
couleurs  primitives,  de  manière  que  deux  triangles  appartenant 
à la  même  face  ne  soient  pas  de  la  même  couleur.  Combien  pourra- 
t-on  former  de  jetons  essentiellement  inégaux  satisfaisant  à ces 
conditions? 

Réponse  : 2116  800. 

VI.  De  combien  de  manière  peut-on  appliquer  quatre  des  sept 
couleurs  primitives  sur  les  quatre  faces  d’un  tétraèdre  régulier? 

Réponse  : 70. 

VII.  Ayant  pris  sur  un  plan  n points  «,  r,...,  tels,  que  trois 

d’entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite,  on  les  joint  deux  à deux 
par  des  droites  ac,  6c,. . .,  qui  se  coupent  en  de  nouveaux 
points  A,  B,  C, Quel  est  le  nombre  N de  ces  points? 

Réponse  : N = — i)  [n  — 2)  («  — 3). 

O ' 


CHAPITRE  VIII. 

FORMULE  DU  BINOME. 


d20.  Pour  trouver  la  formule  qui  donne  le  développement  de  la 
puissance  m'““  d’un  binôme  x -4-  a,  m étant  supposé  entier  et 
positif,  cherchons  d’abord  à ordonner,  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  le  produit  P des  m binômes 

j:  -f-  fl,  X -f-  6,  X -f-  c, . . . , X -1-  X-,  X -\-l. 

A cet  effet,  observons  que  si  l’on  multipliait  x -{-  « par  x -\-b, 
puis  le  produit  par  x + c,  etc.,  et  qu’on  ne  fù  aucune  réduction, 
un  ternie  quelconque  de  P serait  égal  au  produit  de  m fiicteurs, 
pris  respectivement  dans  les  m binômes  donnés.  ' 
Conséquemment  : 

1°.  Le  premier  terme  de  P est  x"*; 

2°.  Pour  obtenir  un  terme  contenant  x-"'"’,  on  doit,  dans  ni  — i 
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(les  i>itiùinos,  pivniirc  le  premier  lerme.r';  et,  dans  le  binôme 
resUinl,  prendre  le  second  ternie  : le  coellicieiU  de  .r'"*'  sera  donc 
la  somme  S,  des-  seconds  termes  des  binômes; 

3".  Pour  olitenir  im  terme  contenant  on  doit , dans  n/  — 2 
des  binômes,  prendre  le  premier  terme  .r;  et,  dans  les  deux  bi- 
nômes restants,  jircndre  le  second  terme  ; le  coeflicient  de 
sera  donc  la  somme  des  produits  deux  à deux  des  seconds 
termes  des  binômes;  etc. 

li**.  lin  général , /c  cnrj/irirnt  de  .v'"'*'  est  é^(d  h hi  soimiie 
des  pnidiiits  p à ]>  des  seemtds  ternies  ; 

5”.  Enfin,  le  dernier  terme  de  P égale  le  produit  abc. . .4/  des 
seconds  termes,  produit  ipie  nous  représenterons  par  S„,. 

On  a donc 

(.f -i- rt)  {.r -4- 4 ) (.r -h  c). . .(.1- + 4)  (a- -i- /)  | 

1^1 . Dans  ta  formule  ( i) , supposons  h c — a : 

le  premier  membre  deviendra  En  même  temps: 

i“.  S,  = (-/-+-  4 -4-  c -H . . .-f-  4 + / se  réduit  au  [u’oduit  de  a par 

le  nombre  iit  des  seconds  termes  : S,  = — <7  ; 

I 

2".  = nb  -f-  ac  -f-.  - .-\-bc-\-. . 4/  se  réduit  au  produit  de 

(d  par  le  nombre  des  produits  deux  à deux  ou  des  combinaisons 

, , , , , , , ni  { l/l  — I ) , 

deux  a deux  des  lettres  a,  4,  c,. . 4,  / ; b.^  = — — ’-fd  ; etc. 

3".  En  général,  se  réduit  au  produit  de  r/''  par  le  nombre  des 
pioduits  j>  à ]>  ou  des  combinaisons  ]>  à p des  lettres  a,  b,  e^. . 

4°.  Enfin,  S„,  = a”'. 

Par  suite  : 

(.r  -4-  (/)•”  = y + ja.1-”-'  4- ...  4-  + . .,+  eT.  (2) 

Telle  est  la /w/v//«/c  du  binôme,  due  à Newton. 

122.  Benni/ffics.  — I.  Le  développement  de  (à'-f-rr)"*  est  ho- 
mogène et  du  degré  m : ce  résultat  est  dû  à ce  que  le  binôme 
(a- -H  Cl)  est  homogène  (*). 

(*1  11  n'y  a pas  lieu  d’.ajoiitor,  comme  on  le  fuit  (piclquefois,  que  les 
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II.  Le  développement  contient  m -t-  i termes. 

III.  Le  terme  qui  en  a p avant  lui,  que  l’on  appelle  terme  gé- 
néral, a pour  expression 


T ,=  C 

p+l  m,p 


/«(/«  — l)(/W  — 2). 


1.2.3. 


’P 


{2) 


rV.  Les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  égaux. 

Le  nombre  des  termes  étant  w 4- 1 , le  terme  qui  en  a p après 
lui  en  a m — p avant  lui  ; son  coefficient  a donc  pour  valeur 

Or,  „ „ = C„ 

1 m,  tn—p  p 

V.  Pour  les  applications,  il  est  commode  de  rendre  le  premier 
terme  du  binôme  égal  à l’unité.  Or 


;.r  + «f=  .r«  4-^^  =x'"(i4-3)", 


pourvu  que  ^ = -• 


D’ailleurs,  comme  une  puissance  quelconque  de  l’unité  est  égale 
à l’unité, 


1.2 


Cette  nouvelle  formule  subsiste  quel  que  soit  m,  pounni  que  la 
variable  z soit  comprise  entre  + i <7  — i.  Cette  proposition,  dont 
nous  devons  omettre  1§.  démonstration,  doit  être  entendue  ainsi  : 
Le  second  membre  de  l’équation  (K),  composé  d’un  nombre  li- 
mité de  termes  quand  m est  entier  positif,  devient  une  série  dans 
tous  les  autres  cas.  Si  z est  compris  entre  + 1 et  — i,  cette  série 
est  convergente  et  a pour  somme  ( i 4-  z )'". 

123.  Formation  des  termes.  — La  formule  {2)  donne 


■j,+i 


m[m  — i)..  .[m  — p) 
1.2.3.  . .(/>  + 1) 


^ .p  m — ^ ,3, 

p l X ^ ' 


Par  conséquent , pour  passer  eVun  terme  au  terme  suivant,  on 
multiplie  le  coefficient  par  l’exposant  de  x;  on  le  divise  part’ex- 


exposanis  de  x vont  en  diminuant,  et  ceux  de  a,  en  augmentant;  caron  s'était 
proposé  de  développer  (j-t-zi)'*  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  r. 

I.  7 
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posunt  de  (i  (iK^mcnlt"  d'unr  iiidld;  an  ait^»ic/Ht'  d'une  unité 
l'caposunt  de  a et  l'on  diminue,  il' une  unité  l'e.rposunt  de  .r. 

Ap|)liquons  cotto  rè.nlc  an  développement  de  (,i ' -(-«f.  Nous 
aurons,  successivement, 


çp  — té  .v'  — 36  té  .V' , 


36  • ^ té  =r  84  .r“ , 


84  • J té  x''  — 1 ■a6  té  .r’,  etc.  ; 


et  enfin , 

( ,c  -4-  rt  )"  — .r'  + 9 « .r“  -4-  36  ré  .v’’  84  té  .e'*  + 1 26  té  x’ 

4-  1 26  ré  ,r‘  4-  84  ré  .r*  4-  36  ré  x‘‘  4-  9 té  x 4-  té. 

12i.  Rang  du  terme  tpii  a le  plus  grttnrl  eoeffieient.  — Repré- 
sentons par  C^,^,  le  coefiieient  du  terme  de  rang  y.»  4-  i;  nous  au- 
rons, à cause  de  la  formule  ( 3 ), 


P 4-  I 


,1  _i_  I '^p-i '■ 


Pour  de  petites  valeurs  de  p,  la  fraction 
nité;  doneC  j > les  coefficients  vont  tVuhord en  nugmentrint. 


Cette  augmentation  cesse  dès  que  le  facteur 


m — P 


devient  égal 


ou  inférieur  à l’unité.  Par  conséquent,  ^ rang  du  plus  grand 
coefficient  est  égal  ii  la  plus  petite  valeur  de  p 4-  i tpd  vérifie  la 


, . m — p ~ 

relation ; ^ i . 

r p-\-\  < ■ 

Elle  doni\e 


y^4-i 


= «i  4-  ï 


Donc,  i"  si  m est  impair,  le  rang  du  plus  grand  eoeffieient  sera 


, m + 1 

= - - i 


oé  si  m est  pair,  le  rang  du  plus  grand  coeffiieient  sera 


ni 

/^4-i  = j-i. 

•1 


Dans  le  premier  cas,  le  développement  a un  nombre  pair  de 
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ni  4-  I 


7 » 


donne 


w 


r _ 


— 1 , Y U ilviu: 


•2  P 4-  l 

termes  du  niitieu,  dont  les  coefficients,  plus  grands  que  tous  les 
autres,  sont  égaux  entre  eux. 

Dans  le  second  cas,  le  terme  du  milieu,  de  rang  p f- 1 = ^ 4- 1 , 
a le  plus  grand  coefficient . 

12o.  Développement  de  (.r  — a)'”.  — Si , dans  la  formule  (i),  on 
change  a en  — a,  on  obtient 

( .c  - a f = 2-"'  - a.c"‘-' + l'f  C,„  '’4-...  ) ^ ^ , 

4- ( — ; 

12(î.  Remanptes.  — 1.  Dans  les  formides  (0  'd  (^),  f.iisons 
,r  a — \ \ lions  aurons 


m m m 


1 4 4-' 


I 1.2 

_ m m [m  — i ) 


+ • • • ■+  • - 4-  1, 


0=1  — 


1 .2 


Par  conséquent, 

i".  Lu  somme  des  roeffiirients  du  développement  de  ( x 4- <■')'“ 
égaler”-, 

2°.  Ixi  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  égale  à la  somme 
tics  coefficients  de  rang  impair  [*). 

II.  Si  1 ’on  représente  par  P la  somme  des  nombres  de  combi- 
naisons de  m lettres  prises  en  nombre  pair,  et  par  1 la  somme  des 
nombres  de  combinaisons  de  ces  m lettres  prises  en  nombre  impair, 
on  aura,  en  se  rappelant  queO,,„,  = i n’est  pas  un  nombre  de 
combinaisons, 

P 4-1=^  a'"-!,  I_P=:I, 

1 = 2'“-',  P = 2'“-'  — 1 (**). 

127.  Développement  de  (//4-  b \/ — i )”*.  — Les  puissances  suc- 


(*)  Le  triai)(;le  arilhmctiquc  con<liiit  aux  uicnu'.s  consé(|ucnccs. 

{**)  ('.CS  «Icniicrcs  valeurs  donnent  lieu  à une  remari|up  assez  curieuse  : 
au  jeu  fie  finir  ou  non,  il  y a avantage  à parier  pour  impair. 
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sives  do  i «ont  i,  — i,  — y/— i,+i;  donc 


(rt  -f-  b \J — I )”'  = ^ a'"-'  b\/  — 1 


'1  ‘!LZl  b- 
1 % 


m m 

1 


I m 


O 


De  même. 


m m — 1 m—im  — 3 


b'+ 


{a  — b \> — 1 )”‘  = rt™  — — b [/—  i 


m m — I 
I '1 


m m — I m — -a 


Par  conséquent  si  l’on  pose,  pour  abréger, 

A = rt"'  — C,„ , a"-  ’ -h  C„ , Z»‘  — . . . , 

B = C„,.  a'"  'b  - C„,3  «"•-’  b^  + C„.3  b^-..., 

on  aura  («  4- è v^— i)”  = A -f-  B i, 

{a  — b y/— 1.)"‘  = A — B y/' — i. 

128.  Rcnitin/uc.  — En  multipliant  membre  à membre  les  deux 
dernières  égalités , on  obtient 

+ = A’4-B’; 

de  là,  ce  théorème  d’arithmétique  : 

Les  puissances  successives  d un  nombre  égal  h la  somme  de  deux 
carrés  sont  égales,  cluwune,  à la  somme  de  deux  carrés  (p.  38). 

Par  exemple , 

(4  4-  9)’=  46*4-9’- 


exercices. 

I.  Quelle  est  l’expression  du  coefficient  de  x*  dans  le  dévelop- 
pement de  ( I 4-  4-  x’  4- ...  4-  j4*“‘  )''  ? En  conclure  le  nombre 

de  manières  de  former  une  somme  s,  par  le  jet  de  p dés  à m faces. 
(On  admettra  la  formule  du  binôme  pour  le  cas  de  l’exposant  en- 
tier négatif.  ) 

II.  Quel  bst  le  nombre  des  solutions  entières  positives  de  l’éiiuation 

-+-  ■■'’j  -H  -l-  -»■»  4-  -f  .Cj  = 37  ? 

Réponse  : 377  992. 
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111.  DcinonücT  la  formule 


l,n 


dans  laquelle  i est  une  variable  qui  reçoit  les  valeurs  o,  i , 2 , 
3, ( ). 

IV.  Démontrer  la  double  inégalité 


{p  — i){u- 


{p-i]ré'' 


V.  Quel  est  le  a5'  ternie  du  développement  de  (i  — 

VI.  Développer,  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  j:,  la  fonction 


æ 2 a’’ 

1 J 

I — X I — x^ 


3.r^ 


4.r‘ 


T + 


X 


Quel  sera  le  coefficient  dex"?  La  série  sera- t-elle  convergente*? 
(l  > X > o). 


CHAPITRE  IX. 


APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME.  >/ 

? ->  . 


Ziimite  de 


129.  Si,  dans  l’expression  4-^^  5 on  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  ni , la  quantité  1 -H  ^ diminue  et  tend  vers  l’u- 
nité. On  ne  peut  donc,  à priori , savoir  si  sa  puissance  m"""’  aug- 
mente ou  diminue.  Nous  allons  voir  que  cci/c  puissance,  c’est-à- 

dire  -H  ^ ) a pour  liniite  le  nombre  inconnncnsitrablc  c (101  ). 
En  supposant  d’abord  ni  entier  positif,  nous  aurons,  par  la 

(")  La  tctlrc  S indique  une  somme. 

7- 
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l'omuilc  du  binonio  i!21), 

m I m [m  — i) 


(-i)' 


' ^ m ] ' ^ 1 I . U m"  ^ 

///(/«  — I I. w/ — /^+i)  1 I 

' \ . i.  . .p  /H‘‘ 


ou 


(,  +jl)"=  +...  l 

\ lit  / I \ .‘X  1 . J> . i ' , 


> (') 


Faisons  "randir  ni  indéfmimeiU  : les  facteurs  i — i — —,  . . . 
^ m m 

tendront  vers  i;  en  même  tein[»s,  le  (Icrnier  tinnc  coin  er- 

l'era  vers  zéro  et  s'éloignera  indéfiniment  du  premier  terme  de  l;i 
série;  donc,  en  admettant  pour  un  instant  que 


ons 

lira(,+i) 


lim 

nous  aurons 


»,  (2) 


I 1 I 

1 H 1- i 

1 1 . -Z  1 . 7. . i 


1.7.3.../; 


ou 


ii„.(,+^y 


130.  L’égalité  (7).  que  nous  venons  d’admettre  pour  ne  pas 
scinder  ta  démonstration , e.vige  quelques  explications  ; *- 

1°.  Si  l’on  suppose  le  nombre  entier  p assez  petit,  la  fraction 

aura  évidemment  pour  limite  zéro,  et  la  limite  du  produit 


m 


1 — ) sera  l’unité. 

lit 


7".  Si  le  nombre  /;  est  tres-grarul , mais  roiisldiit , la  fraction 

Il  - \ 

aura  encore  pour  limite  zéro.  Fn  eifet , on  peut  toujours 


assigner  une  valeur  de  ni  vériliaiit  l'inégalité 


^lL:zl 


-'-l 'i- 


lit 
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1\\ 

,,,,,,  I I ^ 

i . kt's  tiU'UMirs  1 1 1 >••••,  I - avaiil  tous 

m III  III 

l»uur  limite  l’unité , on  j)Oiiri<iit  admettre  ([ue  leur  |tiudnil  tend 
é.lialcmeni  vers  cctto  limite,  en  vertu  de  ce  [(rincipe  : la  limita 
(Pan  jmidiiit  est  à^iile  ait  jiruiluit  des  limites  des  facteurs.  Mais  la 
démonstration  sera  pins  satisfaisante  et  plus  complète  si  nous  résol- 
vons le  problème  suivant  : 

Jssigucr  une  valeur  de  m qui  vérifie  C iiiéf^alité 

tiaiis  laquelle  p est  un  numlire  entier  donné  et  y.  une  quantité  don- 
née, positive  et  très-petite  [*). 

Il  est  facile  de  voir  que  l’on  peut  remi)lacer  la  condition  [S)  [>ar 
les  iné;,:alités  suivantes  : 


Si  l’on  connaissait  une  fraction  s supérieure  à 'y/  i — x,  on  j)Our- 
rait  encore  remplacer  la  dernière  inégalité  par 


on  st)rte  que  la  question  serait  résolue. 
Or  la  formule  du  binôme  donne 


(*)  Pour  plus  de  régularité,  ou  a écrit/;  au  lieu  de/; — i. 
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On  peut  donc  prendre  » = i ■ — ; et , par  suite  , 

P 

~ P‘ 
m ^ 

> a 

Par  exemple,  pour  rendre  le  produit  des  looo  facteurs  i — 


2 

I 5 

ni 


■1  I 


lOOO 


m 


•1 


plus  grand  que  0,999,  oï'  = 1000^. 


Puisqu’on  peut  toujours  assigner  une  valeur  de  m qui  rende  la 
différence  entre  l’unité  et  le  produit  . 

inférieure  à une  quantité  donnée  quelconque,  cc  produit  a jxiur 
limite  Punité.  C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

131.  Les  termes  du  développement  de  ’ évidemment 

inférieurs  à ceux  qui  leur  correspondent  dans  le  développement 
de  e,  ont  donc  pour  limites  respectives  cos  derniers  termes. 

En  admettant  cette  proposition,  nous  avons  conclu,  immédiate- 
ment, 

La  démonstration  que  nous  avons  employée  pouvant  donner  lieu 
à quelques  objections,  nous  la  compléterons  comme  il  suit. 

Représentons  parS^,^,  la  somme  des^  -H  i premiers  termes  de  c, 
et  par  R le  reste.  De  même , soit  la  somme  des  p -+- 1 pre- 
miers termes  do  ( i + — | > R'  étant  le  reste.  Nous  aurons 

\ J 

('+^)  <«'.  S',».i<S„,,  R'<»i 

puis,  par  la  démonstration  ci-dessus  (129), 

lim  = S,,,. 

Ces  diverses  relations  donnent 


— lim^if-^^  — R—  lim  R'. 
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Dan5  colle  nouvelle  égaillé , qui  a son  setootl  membre  indé- 
pendant de  ni,  faisons  croître  p.  Le  resle  U diminuera  indélini- 
menl,  el  il  en  sera  de  mémo,  à plus  forte  raison,  pour  la  quantité 
lim  R',  qui  ne  peut  surpasser  R.  D’ailleurs,  le  premier  membre  est 
une  constante;  donc  cette  constante  est  nulle,  etc.  (*). 

132.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  m entier  posi- 
tif. Si  ce  nombre  est  fractionnaire  positif,  il  sera  compris  entre 
deux  entiers  consécutifs  « , « 4- 1 ; et  l’on  aura 


ou 


Mais, 


lim 


n I 


ï ï)]  “ ï)'  ■ j)  “ ' ' 

donc  lim  1 1 4-  — ) = e. 

\ 

Enfin,  si  /«  = — /«',•  ni'  étant  positif,  entier  ou  fractionnaire , 

(■+^) 


(*)  Théorème.  — L’ègalilé  \ — B = a — ji,  dans  laquelle  A , R sont  des 
constantes,  et  et.,  ji  des  variahles  ayant  pour  limite  tero,  se  décompose  en 
A = B et  a.  = ji. 
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Sommation  des  puissances  semblables  des  termes  d'une 
progression  par  différence. 

IBB.  Soient  nombres  en  progression  par  différence: 
a,  b,  c,...,  kj. 

En  désignant  par  ô la  raison , on  aura 

//"  z=  (^/  _|_  '-j-  (iV ,j  — - -n‘‘~'  'J-  + . . . 

I 12 

,.;h  • = (/;  -4-  rî)p^  ' = }>’•  ' '-4-  iU-L  S + b^~  ' O-'  + . . . 

1 12 

T 


/'■■■=(/+  'î)''"  ' ^ ' -(-  /"ô  + - k”-'  o’-  4- . . . 

' 1 12 

I 

( / -4-  ^ )p+>  = /P.  > + JL^  ip  d + 11  /p->  S-+... 


puis,  en  faisant  la  somme  des  seconds  membres  et  ayant  égard  à 
quelques  réductions, 


{/+ S r'  ==  P,»--'  + /-i±^  rî  -4-  Il  s^,_,  r?  -4- . . . j 

4- ^■^S/ÎP-4-//^p'-'.  j 


•>) 


Dans  cette  relation  générale,  représente  la  somme  des  puis- 
sances ])  des  termes  de  la  progression.  De  même,  S^_,  est  la  somme 
des  puissances  y.»  ~ i de  ces  termes,  etc.  Il  est  évident  que  la  for- 
mule donne  S^,  quand  on  connait  S^,_, , . . .,  S,. 

IBi.  Considérons  le  cas  ])articulier  où  les  termes  de  la  progres- 
sion sont  les  nombres  naturels  i,  2,  B,. . .,  n.  Alors  la  relation  (1) 
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se  i ciluil  a 

(//  i i)  [(  « -i-i  i'’-  i] 


-S 


r -1- 1 


Si  l'on  suppose  successivement  />  = t,  a , 3 , 4 , fn  trouve 


s,  = 11^1,  (3) 

7. 

^ _ //  {«  + l)  ('2«  4- 1) 

b,  - g ; 


(4) 


(//  -P  i;- 


(5) 


fi(n  4-  0 (-2//  4-  i)  (3«’4-  3//  — i) 
lo  ' 

13o.  Rf/mrqiirx.  — I.  La  formule  ( 3 ),  (|ui  donne  la  somme  des 
/I  premiers  nombres  entiers,  est  connue  ]>ar  les  éléments  d'al- 
gèbre lo7  ).  . 

II.  Dans  la  formule  (4).  donne  In  smiwir  des  carnés  des 
nombres  naturels,  le.  troisième  faeteur  est  è^al  h la  somme  des  deux 


premiers. 

III.  La  formule  (5)  nous  apprend  que  la  somme  des  cubes  des 
n premiers  nombres  entiers  est  égale  au  carré  de  la  somme  de 
ces  nombres. 


Sommation  des  piles  de  boulets. 

136.  Pile  à base  carrée.  — C('ttc  pile  a la  forme  d'une  pyramide 
quadrangulairc  régulière.  La  base  de  la  pyramide , ou  la  première 
couche  àe  la  pile,  est  formée  par  des  boule Ls  rangés  en  carré.  Si  n 
est  le  nombre  des  boulets  formant  le  cété  du  carré,  cette  première 

(*)  Les  c.alculs  sc  compliquent  si  rapidement,  qu’il  est  déjà  difficile 
de  déterminer,  par  cette  voie,  la  valeur  de  S,.  Par  d’autres  considéra- 
tions , on  trouve  la  formule  générale 

I RC. 

P J ''«ti.p ' I ''«  ! i,p  “*■  7 ^«1 1. r-i  • • • 

L I 

*+■  3 *n+t,  J 7 » ’ 

dans  laquelle  , f-,,  sont  des  coefficients  qui  suivent  une  loi 

fort  simple,  {youi'cllcs  Aitnalts  ih;  MathéninlUjiirs , juin  iK.iô.) 
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couche  contiendra  «’  boulets.  Il  est  facile  de  voir  que  les  couches 
suivantes  renferment  («  — i)’  boulots,  («  — a)’  boulets,  etc.  Enfin, 
le  sommet  de  la  pyramide  est  formé  par  un  seul  boulet.  Consé- 
quemment , le  nombre  des  boulets  contenus  dans  la  pile  est 

« (rt  -1-  i)  (art  -}-  i) 


N 


' -H  ( rt  — i)’ . -1- 9.’ -b  i’ = 


6 


437.  Pile  triangulaire . — Sa  forme  est  colle  d’un  tétraèdre  ré- 
gulier. Les  couches  successives  sont  des  triangles  équilatéraux 
dont  les  côtés  renferment  n boulets,  « — i boulets , , . . , et  enfin 
un  seul  boulet.  Cela  posé,  le  nombre  des  boulets  contenus  dans 
la  première  couche  étant 

, , ( rt  -f- 1 ) « 

rt-f-frt  — i)-l-...4-a-|-i  — ^ 1 
' ' I .a 

le  nombre  des  boulets  de  la  pile  sera 

(rt-|-i)«  , rt(rt  — O 3.a  a.i 

N ^ l-.-..-i 1 , 


i .a 


.a 


I .a 


.a 


or,  d’apn»s  le  théorème  du  n“  449  (5"), 

' " i.a.3 

438.  Remarque.  — On  peut  arriver  à ce  résultat  au  moyen  des 
formules  trouvées  tout  à l'heure  (434).  Remarquons  d’abord  que 
l’on  peut  écrire 

N=y 

le  signe  'i  désignant  une  somme,  et  i recevant  les  v'aleurs 
I , a,  3 . . . ( rt  H-  I );  D’un  autre  côté,  jwur  obtenir  la  somme  de  plu- 
sieurs ixdynômes,  on  peut  ajouter  les  termes  de  meme  degré,  et 
réunir  les  sommes  partielles  ; donc 


_ 2 ^(rt-f-i)(rt-|-a)(art-f-3)  _ (rt  -H  i)(rt  4-  a) 


] 


ou,  en  réduisant, 


_ rt(rt  + i)(rt  - a) 
G 
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139.  Pile  à base  rectangulaire.  — Los  couclu'S  do  colle  pile, 
(}ui  a la  forme  (P un  comble  à quatre  pentes,  sont  formées  par  des 
boulets  rangés  en  rectangle.  Si  /?  et  « -I-  /.<  sont  les  nombres  des 
boulets  contenus  dans  les  côtés  de  la  base , le  nombre  total  des 
boulets  qui  la  composent  sera  « («  +/j).  La  deuxième  couclie  ren- 
fermera ( « — I ) («  — I 4-/'')  boulets  ; et  ainsi  de  suite.  Enfin , 
la  couche  sera  une  simple  fik  contenant  p 1 boulets. 

Par  conséquent , 

N = rt(/z  4-/j)  -l-(«  — i)(rt  — 1 -l-/.»)  . .-1-  I (i  +/j) 

= «’  + {«  — if  4-.  [«  -t-  {«  — H-  i], 

ou  enfin  N = [in  Zp  4- 1]- 


l iO.  Remarques.  — I.  Cette  dernière  formule  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  la  pile  pnqxisèe  est  décomposable  en  une  pile  h 
base  carrée  et  en  un  prisme  triangulaire. 

IL  La  méthode  employée  dans  le  n"  138  est  applicable  à beau- 
coup de  cas.  Proposons-nous,  par  exemple , de  trouver  la  somme  S 
des  valeurs  de  la  fonction  i[i  — i)  (2  j -|-  i),  i devenant  successi- 
vement I,  2,  3,. . n.  Nous  aurons 


S = 2 + = '’~2 


ou,  par  les  formules  ci-dessus  (134), 


/r(rt-i-i)’  «(« -I- i)(2«  4- 1)  «(«-t-i) 

= i 1 

2 0 2 


OU  encore 


S = ^(«  — i)«(«  -1-  i)(3rt  4-  4). 


IIL  En  obser\'ant  que 

/(/ — i)(2/4-  l)  = 2(ï-t-l)/(f  — l)  — <(|  — l)=  I2C(^,  2C(  „ 

on  aurait,  plus  rapidement. 


n n 

S=  12^ 

1 1 

(«  4-  2)(«  4-  0 

■ J. 2. 3. 4 


«4-i)«(«  — 1) 

■>- -1  etc. 

1.2.3 

8 
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EXERCICES. 

I.  (Jiiollo  est  la  sunimo  S des  [iroduils  ([ue  l'on  oblienl  en  mul- 
tiplianl  terme  à lermc  les  deux  progressions 

rt,  (I  '1,  « + U 0,  . . . , r/ -1-  ( « — 1)0, 

c/',  (l'-t-  rî',  a'+  2 ô', , a'-{-  (//  — I ) O ? 

II.  A (pioi  se  réduit  celte  somme,  lorsque  les  deux  progressions 
sont 

I , 7,  3,  . . . , //, 


Rrponsi' 


//,  //  - 1 , n — 7, . 

( « + 7. ) («4-1  ) « 

' . s — — V 

1.7.3 


III.  Trouver  la  somme  des  produits  deux  à deux  et  la  somme 
des  produits  tn,is  à trois  des  « premiers  nombres  naturels. 

IV.  Kn  admettant  la  formule  du  binôme  pour  le  cas  il'un  expo- 
sant (pielconquo,  démontrer  la  série  c.Tpt)neiUidlc 

A 

, X X-  X 

~ I -i 1 1-  — — --  -4- . . . . 

1 1.7.  1.7.3 

V.  r.alculer,  au  moyen  de  cette  série,  la  valeur  de  e % à moins 
de  0,01. 

VI.  A (pioi  est  égal  le  terme  général  ii^  de  la  série  rérurre/Uc 

1,  7,  3,  .'i,  8,  i3, , 

dans  laquelle 


-b 


Réponse  : 


'‘“““L  “t:3~+'^ (^374:5 

vil.  Même  question  pour  la  série 

7,  0,  II,  7.3,  47)  • • • ) 

dans  laquelle 


//  — 3 


Réponse  : — 3 . 7"  ' 
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CHAPITRE  X. 

THÉORIE  DES  LOGARITHMES. 


Ses  fonctions. 

Til.  Si  deux  quantités  .r,  y sont  liées  par  une  équation , la  pre- 
mière, à laquelle  on  donne  des  valeurs  arbitraires,  est  appelée 
vni  iablc  indépendante  : l'autre  variable  est  dite/o«r/w//  de  ,r. 
Gette  fonction  est  explicite  ou  implicite,  suivant  que  l’éipiation 
donnée  a la  forme  Y=  f{x)  ou  la  forme  F(.r,  > ) = o,  c’est-à-dire 
suivant  que  cette  équation  est  ou  n’est  pas  résolue  [>ar  rapport  à y. 

1-42.  On  donne  le  nom  de  fonction  algél>ri(/ne  à foute  fonction 
explicite  dans  laquelle  les  o[)érations  à etfectiu'r  sur  la  variable  .r 
sont  des  additions,  soustractions,  multiplications,  divisions,  éléva- 
tions a des  puissances  et  extractions  tic  racines,  en  nombre  limité. 
Par  exemple , 

, a 3- 
j = X — x ' -t-  - — V 

est  une  fonction  algébrique. 

143.  Toute  fonction  explicite  qui  n’est  [)as  algébrique,  est 
transcendante.  Les  fonctions  transcendantes  les  plus  simples  sont 
les  fonctions  trigonométriques  ou  circulaires,  et  la  fonction  expo- 
nentielle (d. 

14-4.  Une  variable  x est  continue  lorsqu’elle  ne  peut  passer  d’une 
valeur  quelconque  a à une  autre  valeur  quelconque  ô sans  passer 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires.  Une  fonction  jr  est  continue 
depuis  X = y.  jusqu’à  x = p,  qüand  elle  est  réelle  et  finie  pour 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  et  que,  dans  cet 
intervalle , elle  peut  varier  par  degrés  aussi  petits  ipéon  le  imut  (*). 


(*)  S’il  est  possible  de  rendre  raccroissenieiit  de  x assez  petit  j>our  que 
l’accroissement  correspondant  de.?  soit,  en  valeur  absolue,  Inférieur  à 
une  quantité  quelconque  0,  X passera  par  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  celles  qui  répondent  au.v  valeurs  extrêmes  de  .r  : ta  se- 
conde définition  ne  dilTèrc  donc  pas  csscnlicllemcnl  de  la  première. 
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Sifcustion  de  la  fonction  exponentielle. 

145.  Dans  l’équation  exponentielle  supposons  d’abord 

la  constante  a plus  grande  que  i;  faisons  varier  x de  — oo  à -I-  <»  , 
et  cherchons  comment  variera  y. 

i".  En  donnant  à x les  valeurs  entières  o,  i,  2,3,. . .,  nous  pour- 
rons former  le  tableau  suivant  ; 

.r  = O,  X = 1,  X = 2,  x = 3,...,  X = -4- <»  , 
y — 1 , r = y — u’,  V = r = 4-  ao  . 

En  effet,  «"=  i (81),  et  les  puissances  successives  d’un  nombre 
supérieur  à l'unité  peuvent  dépenser  toute  limite. 

2°.  A toute  valeur  de  x correspond  une  valeur  de  Y.  Il  Suffit 

(le  considérer  le  cas  ou  x est  de  la  forme  È.  Or  a~i  = Va''  a une 

î 

valeur  réelle  et  jMsitive  (61  ):  cette  valeur  est  ce  que  nous  appe- 
lons y. 

3".  Quand  x augmente,  y augmente.  Soient  a , x-\-h  deux 
valeurs  attribuées  à x,  a et  h étant  des  quantités  positives;  on  aura 

+ * 

En  effet,  cette  inégalité  équivaut  à o*>  i,  relation  évidente  en 
vertu  de  ce  principe  : les  puissances  et  les  racines  d'un  nombre 
plus  grand  que  i sont  plus  grandes  que  i . 

4“.  La  fonction  «f  est  continue.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit,  en 
conservant  les  notations  précédentes , d'assigner  une  valeur  de  h 
vérifiant  l’inégalité 

(,) 

L’accroissement  h étant  nécessairement  fort  petit,  si,  comme 

on  le  suppose,  J est  une  fraction , on  peut  lo  représenter  par  ^ y 

n étant  un  nombre  entier  inconnu.  Db  cette  manière,  l’inéga- 
lilé(i)  deviendra,  successivement. 


[fja  — i)  < J, 

fl/—  O 

v < I -1 — , 
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Or,  pour  satisfaire  à ccttc  dernière  relation,  il  suffit  -tlg; 
i(>9)  de  prendre 


n 


= S ’ 


d’ou 


S 

[a  — 


(*)• 


5".  Il  résulte,  de  cette  discussion,  que  j-  vuriant  iVunc  manière 
continue,  de  o « + 00 , y ^ a*  varie  d'une  manière  continue, 
de  I a -f-  00  . 

146.  Donnons  maintenant  à x des  valeurs  négatives , et  soit , à 
cet  effet,  x ~ ~ x',  la  nouvelle  variable  x'  étant  positive.  Nous 

aurons D’après  ce  qui  précède,  celle  fraction  varie 

d’une  manière  continue  entre  o et  -hi,  quand  x'  varie  d’une 
manière  continue  entre  + <»  et  o.  D’ailleurs,  les  valeurs  de  x 
correspondant  aux  valeurs  extrêmes  de  x'  sont  — qo  et  o.  Nous 
pouvons  donc  former  ce  nouveau  tableau , contenant  les  valeurs 
principales  de  x et  de  r : 


I 


x = — 00,  a:  = o,  j:=l,  x = + co, 
r = o,  j=  I,  r = rt,  r = + <»- 

147.  En  résumé,  la  constante  a étant  plus  grande  que  1,  la 
fonction  ef  croit,  d’une  manière  continue,  de  o à <x>  ^ quand  la 
variable  x croit,  d’une  manière  continue,  de  — 00  « -f-  00  . 

148.  Si,dansr  = «*,  on  suppose  la  constante  rr  positive  et 

moindre  que  l’unité,  on  pourra  la  représenter  par  ~ .Alors,  la 

fonction  y étant  l’inverse  de  cette  fonction  passera , d’une  ma- 
nière continue , de  -l-  <»  à o,  quand  on  fera  varier  x entre  — « 
et  -i-  00 . 

149.  On  arrive  à des  résultats  complètement  différents  de  ceux 


(•)  Soient,  par  exemple,  a = io,  a = a,  J = o,ooi.  On  pourra 

prendre /«  = — Par  conséquent,  100 '"""'ôio  — 100  <0,001.  Les 

900000  ni» 

Tables  de  luiiarilhincs  duniioraienl  h — > '‘''leur  beaucoup  plus 

satisfaisante  que  la  precedente. 

8. 
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qui  |)i'écè(lont,  si  l’on  discute  l’équation  ~ ( — tif,  a étant  po- 
sitivi;.  Le  lecteur  recounaitra  sans  peine  *jue  i — j-'  twt  imcfo/ic~ 

tion  complétemint  discnnlinuc  (*).  On  peut  attribuer  à x des 
valeurs  se  succédant  j)ar  degrés  très-rap[)rochés,  et  pour  lesquelles, 
néanmoins,  les  valeurs  corresitondantes  de -»  sont  alternativ('ment 
pusitivrs,  négutivcx  et  inid^iruiires  f **  i. 

Séfinition  algébrique  des  logarithmes. 

150.  Dans  ré<piation  > = (f,  x peut  être  regardée  comme  une 
fonction  de  ,i'  ; on  dit  alors  que  x est  le  logarithme  du  nombre  r, 
dans  le  système  dont  la  base  est  a.  .Vutrement  dit,  le  logarithme 
d’un  nombre  est  l’exposant  de  la  puissance  à laquelle  on  doit 
êleeer  une  quantité  eonstante,  appelée  base,  pour  reproduire  le 
nombre  donné.  Nous  verrons  tout  à l’heure  que  cette  délinition 
s’accorde  avec  celle  que  l’on  donne  dans  les  éléments. 

Loi.  Supposons,  comme  on  le  fait  ordinairement,  la  b.ase  plus 
grande  que  i.  Alors  nous  conclurons,  du  tableau  ci-dessus  (116)  : 

logo  = — 00  , log  I = O , log  « = I , log  (4-  00  ) = + 00  . 

Ainsi,  dans  tout  système  de  logarithmes  dont  la  base  surpasse 
l’unité  : 

i"  Ltt  logarithme  de  l’unité  est  zéro;  a"  le  logarithme  de  la 
base  est  l’unité;  3“  le  logarithme  de  zéro  est  l’infini  négatif; 
4“  le  logarithme  de  l’infini  positif  est  l’infini  positif  [***). 

Divers  géoinèlres,  se  fondant  sur  une  dilficiilte  à lutpiclle  donne 
lieu  la  dcfinilion  de  ( — u)',  ont  conleslé  cotte  proposition. 

(**)  On  verra,  dans  la  Groniélrie  analytique , qnc  réquation 

. r = (— a)" 

représente  une  infnitê  de  points  isolés. 

(***)  On  ne  doit  pas  oublier  que  ces  dononiinatioiis  d'infini  positif  et 
dVn^n/ negfl/i/' sont  employées  seulement  pour  eviterdes  périphniscs.  Par 
exemple,  la  quatrième  remarque  pourrait  être  cnoiicee  ainsi  : on  peut 
toujours  trouver  un  nombre  dont  le  logarithme  surpasse  une  quantité  donnée 
quelconque.  On  se  tromperait  étrangement  si,  de  ce  que  le  logarithme 
de  l'infini  positif  est  l'infini  positif,  on  concluait  que  le  logaritlinic  tend  h 
devenir  égal  au  nombre.  Kn  ell'cl , le  rapport  d'un  logarithme,  au  nombre 
correspondant  diminue  indétiniment  quand  le  nombre  augmente , et  a pour 
limite  zéro. 


» 
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lùi  outre  : 

5"  Les  fravlions  inttprcmcitl  dites  ont  pour  /of;(i/it/iiiies  des 
ipurntités  négatives  ; fi"  tes  f/aantités  négatives  n'ont  pas  de 
logarithmes  réels. 

tiiâ.  Remanpte.  — Celte  dernière  propriété  résulte  de  ce  i[ue 
la  fonction  rd  reste  positive  quel  ijue  soit  .r.  lille  subsiste  j>oni' 
toutes  les  valeurs  jwsitives  de  la  base  a.  Il  n'y  a pas  lieu  d’exa- 
miner le  cas  où  cette  constante  serait  néi^ative,  |»arcc  qu'iilors  la 
fonction  deviendrait  discontinue  (IWj. 


Propriétés  des  logarithmes. 

lo3.  r.es  propriétés  résultent  immédiatement  de  la  définition  ci- 
dessus  , jointe  aux  réi;les  du  calcul  des  exposants  ( SG  ).  Kn  eiïet , 
soient  a;,  x\  .r", ...  les  logarithmes  des  nombres  p.  p',  p", ... 
dans  le  système  dont  la  base  est  a , de  sorte  que 

y = «■',  y'  = (d\  y"  = <d' 

i".  En  multipliant  membre  à membre  ces  diverses  égalités,  nous 
aurons 

ry'y...  = ■■■'-••  ; 

ou  log  (pT'p'" . . .)  — X -t-  . . . , 

ou  encore 

log (p'j'p". . .)  logp  -r  log  r'-t-  logp^-r 

Ainsi,  le  logarithme  d’un  produit  est  égtd  à la  somme  des  loga- 
rithmes des  faeteurs. 

‘i".  La  division  de  p par  p ' donne 


ou 


H = rt" 


log  — .r'  = log  V — log  ■»  '. 

•a  ’ v"  ~ fc- 


Donc , le  logarithme  d’un  quotient  est  égal  au  logarithme  du  di- 
vidende, moins  le  logarithme  du  diviseur  (*). 

3".  Elevons  à une  puissance  quelconque  «,  entière  ou  fraclion- 


(*)  Celte  [(ropriétô  rsi  comprise  dans  la  première,  aUendii  i)nc  diviser 
par  ou  nombre  êquivaul  à multi/dirr  par  son  inverse. 
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nairo,  les  deux  membres  de  régalité  i = (i^  \ nous  obtiendrons 

j>-»  = ; 

d’où  log ( i"* ) = n log (i) . 

Par  conséquent,  le  logarithme  (Vune  puissance  est  égal  (ni  loga- 
rithme (lu  nombre,  multiplié  par  V exposant  de  la  puissance  ; le 
logarithme  d'une  racine  est  égal  au  logarithme  du  nombre,  divisé 
par  l’indice  de  la  nu  inc. 


Concordance  des  deux  définitions  des  logarithmes. 

iri-i.  Dans  les  éléments,  on  définit  les  logarithmes  : les  termes 
(l’une  progression  arithmétajue  commençant  par  zéro,  corresijon- 
dant  aux  termes  d’une  progression  géométrique  commençant  par 
l’unité  [B.,  Alg.,  176).  Cette  définition  arithmétique  des  loga- 
rithmes s’accorde  avec  la  définition  algébrapte  donnée  ci-dessus. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  d’abord  l’équation  exponentielle 
X = (f.  ,et  donnons  à x les  valeurs 

O,  § , iS,  3(î,. . nS,. . . ; 


nous  aurons , pour  les  valeurs  correspondantes  de 

I,  («»), 


ou 


,1 J 


Par  conséquent,  lors(j1tt!  les  logarithmes  sont  en  progression  par 
différence , les  nombres  correspondants  sont  en  progression  par 
(piotient. 

En  second  lieu , considérons  les  deux  progressions 

0 , S,  2 J,  3 O , — , « , 

1,  </,  <l\  (/%•••- 

et  soit  N un  nombre  donné,  compris  entre  deux  termes  consécutifs 
de  la  seconde  progression,  ou  égal  à l’un  d’eux  (*). 

Entre  deux  termes  consécutifs  de  chacune  des  progressions,  in- 


(*)  Le  premier  cas  étant  plus  général  que  le  second  , nous  négligerons 
celui-ci. 
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sérons  m moyens , ni  étant  très-grand  ; et  soient 


S'  = 


S 

«<  + 1 


les  raisons  des  progressions 


O,  S',  21Î',  3iî', 


J 


qui  remplacent  les  premières. 

Nous  pouvons  toujours  disposer  du  nombre  entier  ///,  de  ma- 
nière que  l’unité  soit  un  terme  de  la  nouvelle  progression  par 
différence;  car  l’équntion 

. S 

I =:  I 

m 4- 1 


admet  une  infinité  de  solutions  entières  (*). 

I 

Soit  r/'*  = q^'  = fl  le  terme  de  la  progression  par  quotient  qui 
correspond  k iS'  = i : a sera  la  base  du  système  de  logarithmes. 
Soient,  en  outre,  y"  et  les  deux  puissances  consécutives  de 
</'  comprenant  entre  elles  le  nombre  donné  N : leurs. logarithmes 
seront  IS'  et  (/-l-i)5'.  Mais  q'  — donc 

I log(fl*'^')  = log  = (/  + i)iî';  etc. 


Comment  on  passe  d’un  système  à un  autre. 

153.  Soient  x,  x'  les  logarithmes  d’un  même  nombre  jr,  dans 
deux  systèmes  dont  les  bases  sont  a,  b.  Par  définition, 

r=«",  7 = ^'. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  seconde  égalité, 
dans  le  premier  système  ; nous  aurons 

log„j=  x'  log>, 

ou  X = x'  log  „ h, 

, J 

ou  encore  x = x-, r- 

log,,/' 


Ceci  suppose,  bien  entendn,  que  S est  conimciisurablc. 
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Ainsi,  pour  passer  d' un  syslèim:  dont  la  hase  est  a,  à tai  autre 
système  dont  la  base  est  h,  on  multiplie  tous  les  logarithmes^  cal- 
culés dans  le  premier  système,  par  l’inverse  du  logarithme  de  la 
seconde  base , ee  logarithme  étant  pris  dans  le  premier  systè-mc. 


Oéiuiition  du  module. 

Quand  on  passe  du  système  népérien,  c’est-à-dire  du 
système  dont  la  base  est  le  nombre  r,  à un  autre  système  a\ant 

b pour  base,  le  facteur  constant  ; — ^ devient  ^ i ou,  plus 

loi;>  ^ 

simplement,  Ce  facteur  constant,  égal  à rinverse  du  loga- 
rithme népérien  de  la  base  b,  est  le  module  du  système  dont  la 
base  est  h. 

lf)7.  Hemartjuc.  — Le  module,  égal  « est  égal  aussi  à 

log.c.  Kn  elfet,  de  même  que  x , — î— , j x = x' — ; donc 

'oji  „ b log  4 U 


et,  en  particulier. 


log 


1 

U 


Se»  logarithmes  vulgaires. 

I'i8.  Les  logarithmes  vulgaires , ou  logarithmes  de  Briggs  [*) , 
sont  ceux  que  l'on  a obtenus  on  partant  des  deux  progressions 

1 , I O , I oo , I ooo , . . . , 

\ 

0 , 1 , -J.,  3 , : 

la  base  do  co  système  ilo  logarithmes  est  égale  à lo.  Indépendam- 
ment des  propi  iétés  générales , ces  logarithmes  jvossèdent  celles-ci, 
qu’il  suflit  d’énoncer  ; 

i“.  Le  logarithme  (P un  nondire  entier  <pieleon( pie  a pour  partie 


(*)  Henri  Bripijs  calcula  les  lof'arilhnies  des  nonihres  compris  entre 
I et  aoooo,  et  les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  poooo  et  looooo. 
St>n  ouvrage,  intitulé  Arithnu  tira  logarithmica , parut  à Londres  en 
lb'2/J. 
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cnlicrc  ( ' ) un  muiihtr  forme  <C autant  tC umtr.s  moins  une  <iuil 
■>  a (le  r/ii(/'rrs  dans  ce  nomhn'  entier; 

■/’.  Pour  multiplier  un  munbre  par  u>,  loo,  lOiKt,. il  suf- 
fit d’ajouter  i,  ■>.,  3,. . unités  à la  carnctéristapic  de  son  loga- 
rithme ; 

3”.  Si  deux  nombres  décimaiu  ne  dijflrent  (pic  par  le  rang  de 
la  targuie , leurs  logarithmes  lU'  dijjèrent  (pie  par  la  caractéris- 


ütpie. 


a b 


1.39.  ÏAtiiarithmes  des  fractions.  — L'idt'nlitô  t'~=  i>  donne 
” ‘ h a 


I " 
Inur  _ . 


ou 


losi  - = O , 
a 


.a  b 

'On  lOn 


Ainsi,  le  logmithme  (fune  jraction  projnement  dite  est  égal  au 
logarithme  de  la  fraction  rencerséc , pris  en  signe  (ontraire 

(iri),  5“).  ' 

Il  i'ésulUî  do  là  que  les  fractions  o,r,  o,oi,  ont  pour 

logarithmes,  respectivement,  — i,  — v. , —3, I)e  màme  , 

log 


1()0.  Réciproquement,  le  nombre  corresjmndant  à un  loga- 
rithme négatif  est  de  la  forme  . N étant  le  nombre  correspon- 


dant au  logarithme  donné , pris  positicement. 

Kil.  logarithmes  à caractéristiipie  négative  et  à partie  déci- 


male jHisitive.  — Les  fractions  de  la  forme  étant  [>eu  commodes, 


surtout  quand  le  dénominateur  N est  accompagné  de  décimales, 
on  fait,  surdos  logarithmes  entièrement  négatifs,  une  transfor- 
mation q\ii  équivaut  à la  réduction  de  en  décimales. 


Soit,  pour  fixer  les  idées, 

,r  — 


■i3y 

87  852  ’ 


(*)  On  sait  que  celte  partie  entière  est  appelée  caracléristi</ue.  la^s 
('èoinètres  allemands  donnent,  à ta  partie  décimate  d un  lu{’arithine  , le 
nom  de  mantisse-. 
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On  ti  oiive , ckins  la  Table  de  C(dlet  ( * ) , 

loga37=  a, 3747484 

log87  852=  4,9437517 

Par  suite,  logo^  = — 2,56goo33 

Ajoutons,  à loga-,  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur 
à — log.r,  et  retranchons  ce  nombre  entier;  nous  aurons 

log  j:  =3  — 2,5690033  — 3 = 0,4309967  — 3. 

Pour  abréger,  apportons  la  partie  négative  — 3 à la  place  de 
la  caractéristique  o,  et,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  plaçons  le 
signe  — au-dessus  du  chiffre  3;  nous  aurons 

log  JT  = 3,4309967. 

En  comparant  ce  nouveau  logarithme  à celui  qui  est  écrit  plus 
haut,  nous  obtiendrons  cette  règle  générale  : 

Pour  transformer  un  hgarithnir  entièrement  négatif  en  un 
logarithme  a caractéristique  négative  et  à partie  décimale  posi- 
tive, placez  le  signe  — au-dessus  de  la  caractéristique , après 
ravoir  augmentée  d'une  unité,  et  écrivez,  à la  suite  de  cette  ca- 
ractéristique négative,  le  complément  (**)  de  la  partie  décimale 
du  logarithme  donné. 

162.  Nous  avons  dit  que  cette  transformation  équivaut  à une 
réduction  de  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale.  Pour  le  faire 

voir,  reprenons  la  fraction  • Si  nous  la  multiplions  par  une 

puissance  de  10  qui  la  rende  plus  grande  que  i et  plus  petite 
que  10,  nous  aurons,  en  divisant  en  môme  temps  par  cette  puis- 
sance , 

237  000  , 

87  852 

T»  — ■ 1 • 


d’où 


logj  = log 


287  000 
87  852 


-3. 


(*)  Pour  la  disposition  des  Tables  de  Gallet,  la  proportion  logarith- 
mique, etc.,  voj'eslo  Manuel  du  Baccalauréat , Alg.,  n°  20. 

(**)  Le  complément  d'une  fraction  décimale  proprement  dite  est  ce  qu’il 
faut  y ajouter  pour  obtenir  runitc. 
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Mais . loii  = log  lij  + 3 — log  87  85-a 

87  85a  ^ 

= 3 — (log 87  85a  — log  a37); 
donc  log  j:  = 3 — a,56goo33  — 3 = 0,4309967  — 3, 


ou  logx  = 3,4309967, 

comme  ci-dessus. 

163.  Remarque.  — Le  logarithme  3,4309967  correspond  à la 
a37  000 
^7  85*2 

fraction  décimale  — ? laquelle,  d’après  ce  qui  précède,  est 

comprise  entre  0,001  et  0,010.  Il  résulte,  de  cette  observation, 
que  le,  nombre  corresjiondant  à un  logarithme  dont  la  earacté- 
ristique  .seule  est  négative , est  une  fraction  décimale  proprement 
ilite , dans  laquelle  le  ptemier  chijfre  significatif  occupe , à partir 
Ile  la  virgule,  un  rang  marqué  par  eette  caractéristique. 


Vtage  des  Tables  de  Callet. 

16i.  Problème  I.  — Un  nombre  étant  donné,  trouver  son  lo- 
garithme. 

Premier  cas.  — Le  nombre  est  entier,  et  plus  petit  que  108000. 
Le  logarithme  est  inscrit  dans  la  Table,  sauf  la  caractéristique, 
qui  est  connue  à l’avance  (1S8,  i"). 

Deuxième  cas.  — Le  nombre  est  entier,  et  plus  grand  que  108  000. 
Soit  le  nombre  x=i  647  853.  Séparons  assez  de  chiffres , sur  la 
droite  de  ce  nombre,  pour  que  la  partie  restant  à gauche  soit 
comprise  entre  10000  et  108000;  nous  aurons 

= a6  478,53, 

100  , 

et  la  partie  décimale  du  logarithme  de  ce  dernier  nombre  sera 
égale  à celle  du  logarithme  de  x.  Or  on  trouve  dans  la  Table, 

logA6  478  = 4,422885a. 

Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  calculer  la  différence  9 entre  ce  der- 
nier logarithme  eteeluido  a6478,53.  Pour  cela,  posons  la  proportion 
26  479  — 26  478  _ log  a6  479  — los  26  478 
26478,53  — 26478  log  26  478,53  — log  26  478’ 

I diff.  tab. 

O'i  = ? 
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'1  — (iitî.  tal).  X o,.’>3  ^ i()4  X 0,53. 

Pour  épariîncr  au  calculatour  la  peine  d’effectuer  la  petite  mul- 
tiplication que  nous  rencontrons  ici,  on  a inscrit,  dans  la  Table, 
les  produits  do  i(î4  par  o,  i,  0,2,  etc.,  rrx  pj-nduits  étant  toujours 
r.rpriinés  en  unités  du  septième  ordre  déeimnl.  D’après  cela , nous 
aurons 

0 — 1G4  X (0,5  4*  o,o3)  = 164  X 0,5  -f-  — 

10 

=;  82  4-  — = 82.  4-  5 87. 

10 

Puis,  on  ajoutant  celte  différence  au  logarithme  do  26 478, 
log2fi 748,53  =r  414228939, 
et  enfin  log2(374853  = 6,4228939. 

Voici  la  disposition  du  calcul  : 

log 26  478  — 6,422.8852  (*  ) 
jM)ur  0,5  ...  82 

pour  0|03  ...  5 

log  2 647  853  = 6,4228989 

Troisième  cas.  — Le  nombiv  contient  des  décimales. 

On  fait  abstraction  de  la  virgule,  et  l’on  retombe  sur  les  cas 
précédents. 

Quatrième  cas.  — Le  nombre  donné  est  une  fraction. 

On  a vu  ci-dessus  comment  le  logarithme  d’une  fraction  se  dé- 
duit des  logarithmes  de  ses  deux  termes. 

I60.  Problème  II.  — Un  logarithme  étant  donné,  trouver  le 
nombre  correspondant . 

Premier  cas.  — Le  logarithme  se  trouve  dans  la  Table. 

Nous  supposons  que  le  lecteur  connaît  la  disposition  des  Tables  : 
ce  premier  cas  n'exige  donc  aucune  e;iplication. 

Deuxième  ciis.  — Le  logarithme  donné  tombe  entre  deu-x  loga- 
rithmes consécutifs  de  la  Table. 

Soit  log.c  = 3,6774237. 

(*)  Il  n’est  pas  nécessaire  de  modifier  ta  caractéristique  : on  écrit  tout 
de  suite  sa  valeur  définitive. 
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En  clicrchant  dans  la  Table,  on  trouve  (luo  le  logarithme  qui 
approche  le  plus  du  log.r,  jxir  lU-faiu,  est  H 774  1 5'î  ( * 1 ; le  nombre 
correspondant  à ce  dernier  logarithme  est  47^79;  donc 

•c  47579  -+- S 

S étant  inférieur  à Tuiiité. 

Pour  évaluer  0,  on  suppose  encore  les  dilfércnces  entre  les 
nombres  proportionnelles  aux  diflérences  entre  les  logarithmes, 
c’est-à-dire  que  l’on  écrit 

0 _ G 774  ^37  — G 774  1 53 

1 dilT.  tab. 


ou 


Ëi. 

9‘ 


Si  Ton  réduisait  cette  fraction  en  décimales,  on  trouverait 
^ = 0,92  ; mais  les  Tables  de  Callet  permettent  encore  d’éviter  ce 
calcul.  En  effet,  en  parcourant  la  petite  colonne  des  différences,  on 
lit  9 en  regard  de  82;  donc  <î  se  compose  d’abord  de  0,9.  Ensuite, 
si  l’on  place  un  zéro  à la  droite  de  84  — 82  = 2,  on  a 20  pour 
produit.  Or,  dans  la  môme  petite  Table,  18  répond  à 2 dixièmes; 
donc  20  correspond,  à fort  peu  près,  à 2 centièmes.  La  seconde 
partie  de  S est  donc  cette  dernière  fraction , en  sorte  que  lî  = 0,92, 
comme  ci  -dessus. 

En  revenant  à la  recherche  qui  nous  occupe,  nous  aurons 
a;  = 47579,92.  Mais  la  caractéristique  donnée  était  3;  donc  enfin, 

.r  = 4757,992,  à moins  de  0,001. 

Voici  le  type  du  calcul  ; 


log  .r  = : 

3,G774237 

7 579  = 

,<■>774 '53 

84 

pour 

82 

pour 

2 

X — 4 

757, 99‘^- 

■(*)  Dans  la  recherche  du  nombre  correspondant  à un  logarithme 
donne,  on  ne  fait  attention  .à  la  caractéristiiiiic  que  pour  déterminer,  en 
dernier  lieu,  la  place  de  la  virgule. 
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Troisième  ras.  — Le  to^^urUhnic  donné  est  entièrement  négatif. 
Soitlog.r  = — 4i7‘^48374. 

Posons  logN  = 4i7‘^48374;  nous  trouverons  N = 53  068, 57; 
donc  (160) 

_ I 

53068,57 

Ouatrième  cas.  — La  caractéristique  seule  est  négatice. 

On  a vu  ci-dessus  (163)  ce  qu’il  faut  faire  pour  obtenir  le  nombre. 


EXERCICES. 

I.  Discuter  les  fonctions 


X=^,  , = (i+i)’,  r = (.r+iy,  ^ = x/(,+i)  (•) 

II.  Satisfaire  aux  inégalités 

->N,  ^>N,  r^>N,  -^>N. 

X ' jé”  log.r  logx 

( On  suppose  a > 1 , w > i , 4-  > o , N > i . ) 

III.  La  série 


a log  2 3 log  3 « log  « 

est  divergente. 


(*)  La  discussion  complète  exige  la  théorie  des  dérivées. 
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CHAPITRE  XI. 

APPLICATIONS  DES  LOGARITHMES. 


Calcul*  numérique*. 

966.  Premier  exemple  : 

^52678,47 

*^“1/923744,18' 

52  678, 47  — -ilog  923744,18 

log  52678  =4,7216293 

0,4  33 

0,07  6 

log  52678,47  = 4,7216332 

^=1,5738777  + 

log  923  740  = 5,9655497 

4....  19 

O, J O 

0,18  U 

log  923  744, 18  = 5,96555 16 
i=  1,4913879  — 

4 

log  j:  = 0,0824898 


Tiomlire  corresp.  12091 4622 

0,7  jM)ur 276 

253 

0,06  /jour a3 


■<f  = 1,209176. 


Digitized  by  GocJgle 


joa  AUiÈBHK. 

1G7.  DEl  XlkME  EXEMPLE  ; 


y/"'”’*' ^*^74 

4 J , ■ - 

V 7'i4  G74v  ^74 ‘^^7  ^ 

log i [logo,ooo  384  74  +5  log 


log  724  674  + ^ log  0,000  (‘>74  237 


7^} 


log  89748  = 4(053o248 
log  124723  = 5,o95940() 


lo; 


^7^8 

’ 1 24  723 


1,8570782 


^ { * ) = I i9-^'^3594  + 

log  O, OCX)  384  74  = 4i^^5iG73  + 


4|53752(>7 
4 = i,3o75o53  4- 
log  0,000674  237  5 = 4|8288i3o 

^ = 2,9429377  + 
log  724  674  = 5,8601427  -+- 
4,8o3o8(>4 

I 

- :-=  1,2007701  — 
4 


log./;  =7  2,1067352; 

a;  = 0,012  786  O. 

(*)  Pour  prendre  le  ^ de  7,8570782,  on  obsen'e  que  ce  logarithme- 

= — I 4- 0,8570782  = — 3-1-2,8570782,  en  rcndaril  la  cai  actérisiii/uc 
dieisihle  /mr  3.  Par  suite,  ' 

i ( 1, 857078-.!)  =;  — I -t- >,8570782  =7,qr>-j35q4. 

0,1  o|ièi-e  de  inèinedans  tous  les  cas  analoguc-s  à celui-là. 
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108.  TuolSlKlili  FAEMH.K  : 

■ i / V"' 

vis*) 

, 30 1 , 8i.q 

ioi:  .r  :=r  — log  -jf 

lüg  SviQ  — '2, ç)i 85.5.153 
iog  8.t8  = •2,9i8o3o3  { 

I 30 1 

log  .£  = yTZ  »>,000  5-24  ■ 7- 


in3 


.30 1 


Pour  éviter  la  nuilliplicalioii prenons  les  logarithmes  des 


(leux  membres;  nous  aurons 


13 


Il  1 30 I 

log  log  .1'  = log  — + log  0,00(1  5'Jt.{  1(). 

log  30 1 = u,5575o-'2  4- 
log  1.57  — 3-,  i()58f)90  — 
log  0,000.524  K)  = 4i7>04887  -f- 

loglog.r  1—  3,0810903 
log  ,c  = o,ooi2o53  ; 

.r  = i,(X)2  78. 

101).  (.lu.VTRiÉME  EXE.MPLE  : (hielle  <‘st  la  plux  /H  tilc  valeur  rn- 

■ • n-  ■ ■ l looN"  200000., 

ttcrr  (le  n .satisiat.saat  a Piaevalite  ( 1 > ? 

\ 99  J 3 


«> 


, 200  OtK> 

los  -3— 


U)( 


100 

9‘) 


, , , 200000  , , 100 

log  a 4 log  log  — ; log  !(>g 

■ 5 
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log  200  000  = 5,3oio3ooo 
log  3 = 0,47712125 

log — = 4,82390875 

log  log  — ^ — = 0,6833991 

log  100  = 2, 
log  99  = 1,995635 19 

log  = 0,0043648 1 


1 _ 

loglog  — = 3,6399653- 

log  /I  > 3,0434338  ; 

« > I io5,i. 

170.  CiiNQUiKHE  EXEMPLE  : Bésoiulrc  l'inégalité 

2000  r 
T 


/ioo\"  200or  /99\'‘*‘l 

\99/^  3 L Voo)  J' 


Commençons  par  calculer,  approximativement, 


log  99=  «,995635 19 

i5o  log  99  = 299,3452785  + 
i5o  log  100  = 3oo  — 


log  = î, 3452785. 

(^)  > 

Ce  dernier  nombre  étant  un  peu  supérieur  à 1 — 


s’ensuit  que  l’on  vérifiera  l’inégalité  proposée,  si  l’on  satisfait  à 
rclle-ci  ; 


2 000  _ . . 

> -3-  -(',77853. 
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On  tire,  de  celle  dernière, 

^ log  '2  ooo  4-  log  0,778  55  — log  3 
" lug  ioo~^og  99 


Donc 

ou 


log  2000  = 3,3oio3oo  -H 
log  0, 778  55=  1,8912865 -f- 
log  3 = o,477iai2  — 
2,7151953  4- 
log  100  = 2 
log  99=  1,9956352 


0,0043648  — 


«> 


27  i5i  953 

43  468  ’ 


n > 625,64. 


Résolution  des  équations  exponentielles. 

171.  On  appelle  équation  cxjjoncntieUe  une  équation  de  la 
forme 

(f  = 

X étant  l’inconnue.  Lorsque,  comme  on  le  suppose  habituelle- 
ment, « et  è sont  des  quantités  positives,  cette  équation  admet 
toujours  une  racine  réelle  (147  ).  Pour  la  déterminer,  il  sutBt  de 
prendre  les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  un  système <jueb 
•conque.  En  effet , on  obtient  ainsi 


ou 


.r  log  fl  = log  6, 
“ logfl 


{*)• 


172.  Remarque.  — Quand  les  constantes  a ai  b sont  toutes  deux 
plus  grandes  ou  toutes  doux  plus  petites  que  l’unité,  la  valeur 
de  X est  positive;  elle  est  négative  dans  le  cas  contraire. 


(*)  Les  inégalités  proposées  dans  les  il”*  1G9  cl  170  ont  été  résolue» 
par  ce  procédé. 
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Des  iotérêts  composés  et  des  annuités. 

\T3.  Une  somme  esl  placée  à intéi'ct  comiHisv  quand  le  prêteur, 
au  lieu  de  recevoir,  à la  lin  de  chaque  année , Xintêrvt  simple 
lui  est  dù,  le  laisse  à la  disposition  de  l'emprunteur,  de  manière 
à augmenter  le  capital. 

L’intérêt  composé , tel  qu’il  vient  d’être  délini , donne  lieu  aux 
problèmes  suivants  ; 

174.  Problème  I.  — Quelle  sera,  au  bout  de  a années , la  va- 
leur d’un  eapital  a plaeé  à intérêt  composé,  le  taux  étant  de 
r ]M)ur  franc  par  an  ? 

/'étant  l'intérêt  de  i franc,  ou,  plus  exactement,  r étant  le 
rapport  entre  cet  intérêt  et  i franc,  il  s’ensuit  que  i franc  Aaut, 
à la  fin  de  l’année,  x ( i + / ).  Par  suite,  un  capital  quelconque  a 
vaut,  au  bout  d’un  an.  «(  i + r)  = a'. 

Si,  à la  fin  de  l’année,  l’emprunteur  ne  paye  aucun  intérêt  au 
prêteur,  il  jouit,  pendant  l’année  suivante,  de  cet  intérêt  et  du 
capital  a ; les  choses  se  passent  comme  si , au  lieu  d’avoir  reçu 
primitivement  la  somme  a,  l’emprunteur  avait  reçu  la  somme  «' 
au  commencement  de  la  deuxième  année.  Conséquemment,  et 
d’apres  la  formule  précédente,  le  capital  a vaut,  au  bout  de  deux 
ans,  a'{i  + /■)  = a[i  + rf. 

En  répétant  le  même  raisonnement , on  trouve 
A = «(i + /•)".  (i) 

175.  Problème  II.  — jIu  Iwut  de  combien  (rannées  un  capital  a, 
placé  à intérêt  composé,  aura-t-il  acfjuis  la  valeur  A? 

Il  est  clair  qu’il  s’agit  de  résoudre  l’équation  (i),  par  rapport 
à //.  Cette  résolution  se  fait  commodément  par  le  moyen  des  loga- 
rithmes; elle  donne  (171) 


log  A — log  a 


(■^) 


log{i  + /') 

17C.  Problème  III.  — Quelle  valeur  produira-t-on  au  bout  de 
n années,  si  on  place , nu  commeneement  de  chacune  d’elles , un 
meme  capital  a,  et  (pi’on  accumule,  avec  toutes  ces  sommes,  leurs 
intérêts  comjxisés  ? 

IVaprès  la  formule  ( i),  cette  valeur  est,  évidemment , la  somme  .v 
des  termes  de  la  progression  par  quotient  ; 

"('  "(>  + //:  1 } /•); 
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donc  .V  ^ ^1  4-  / ) 0 L.  (3  j 

17/.  PlioiiLKMK  1\  . — Qiit’Ut’  somme  b (hnt-ou  parer  aumielle- 
ment,  pour  amortir,  au  bout  de  a années,  un  eajntal  a et  ses 
intérêts  composés  ? 

Cette  somme  h est  ce  qu'on  appelle  une  annuité.  Pour  la  déter- 
miner, il  siifTit  d’exprimer  ([ue  la  \aleiir  du  capital  «,  à la  fin  de 
la  n"""  année,  est  égale  a la  somme  des  \aleurs  des  n annuilés, 
au  bout  de  ce  même  temps.  On  obtient  ainsi,  en  appelant  /■  l'in- 
lérét  de  i franc, 

( 1 -f-  /•  )"  = (i  -r  /•)”-'  + /O  I ■+-  /•)"  - -P  . . . + /;  ( 1 f e)  4-  />, 

OU  ail  4-  /■)"—  ‘ . j/) 

r ' . 

Cotte  formule  générale  donne  la  solution  de  diverses  questions 
relatives  aux  annuités. 

Si,  par  exemple,  on  veut  déterminer  combien  il  faut  d’années 
pour  amortir  un  capital  n au  moyen  d’annuités  égales  n b,  on 
devra  résoudre  l’équation  ( 4 ) jiar  rapport  à n.  Or,  en  faisant  pas- 
ser (i  -4  rf  dans  le  premier  membre,  on  obtient  d’abord 

(I  4'  /•)"  U>  — = b\ 

puis,  en/prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

,,, 

log  { I 4-  /•  I ’ 

\l%.\Diseussinn.  — i”.  Si  l’on  suppose  /»  > ar,  c’est-à-dire  si 
l'annuité  surpasse  V intérêt  simple  du  capital,  la  formule  (5) 
donnera  pour  n une  valeur  finie  et  positive.  Cette  valeur  sera 
très-grande,  quand  l’excès  de  b sur  ar  sera  très-petit. 

O c-  I log/»— logo  . , 

2".  Si  b = ar,  n = Oo  logo  = — oc;  donc 

« = -f-  • Il  est  facile  d’interpréter  ce  résultat  : quand  l’emprun- 

teur ne  paye,  à la  fin  de  chaque  année,  que  l’intérêt  simple  du 
capital,  il  ne  cesse  pas  de  devoir  ce  capital;  on  ne  peut  donc 
demander  à quelle  époque  la  dette  sera  éteinte. 

Ce  cas  est  celui  des  rentes  perfiétuelles. 
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3".  Enfin , si  l’on  suppose  b < «/•,  c’osl-à-diro  ai  Vunnuitê  est 
inférieure  à l’intérêt  simple  du  capiud,  le  second  membre  de  la 
formule  contient  le  logarithme  d'une  quantité  négative;  donc 
cette  formule  ne  donne  aucune  valeur  rétille  pour/?  (151,  6°). 
C.'est  ce  qu’il  est  encore  facile  d’expliquer. 

En  effet , nous  venons  de  voir  que  la  dette  est  constante  quand 
l’annuité  est  égale  à l’intérêt  simple;  donc,  quand  celte  annuité 
est  inférieure  à l’intérêt  simple,  la  dette,  au  lieu  de.  diminuer, 
augmente  sans  eesse.  Ce  résultat,  qui  peut  paraître  étrange,  est 
une  conséquence  toute  naturelle  du  principe  do  rinlérêt  propor- 
tionnel au  temp.s. 

EXERCICES. 

I.  Pendant  combien  d’années  doitron  laisser  un  capital  placé  à 
4 I pour  loo,  pour  que  la  valeur  en  soit  décuplée? 

Réponse  : Pendant  un  peu  plus  de  5i  ans. 

II.  Thomas  Parr  vécut  i52  ans(*).  Si,  à partir  de  sa  vingt- 
cinquième  année , il  avait  placé  tous  les  ans,  au  taux  de  G pour  loo, 
une  somme  de  lo  livres  sterling,  combien  ses  héritiers  auraient- 
ils  dû  recevoir  à sa  mort? 

Réponse  : 28  900  livres. 

III.  Au  bout  de  combien  d’années  aura-t-on  amorti  un  capital 

de  100  francs,  emprunté  à 5 pour  100,  si  l’on  paye,  annuelle- 
ment, 5^,10?  ^ 

RéjMnse  : Au  bout  d’environ  80  ans. 

IV.  Combien  aurait  valu,  a la  fin  de  i852,  une  somme  de 
I franc  placée  à 5 pour  100  au  commencement  de  l’an  800? 

Réponse  : 20  674  000  000  000  000  000  000  francs. 

V.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  entière  do  x satisfaisant  à 
l’inégalité 

(i ,oi]*>  lOX? 

Réponse  : x = 917. 

VI.  Une  personne  emprunte  pour  un  an,  à intérêt  composé,  un 
capital  a.  Elle  convient  de  se  libérer  au  moyen  de  n payements 
égaux,  effectués  à des  intervalles  de  temps  égaux  entre  eux  : le 

premier  payement  sera  fait  i d’année  après  le  moment  de  l’em- 

I*)  Il  niourut  cil  i63'(. 
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f*  I 

prunt.  Le  taux  de  rintérèt  est  de  - pour  franc,  pour  - <rannéc. 
On  demande  : 

i“.  La  valeur  h de  chacun  des  payements; 

2°.  Vers  quelle  limite  tend  le  rapport  ^ 1 lorsque  n augmente 
indéfiniment? 

3“.  Comment  varie  cette  limite  lorsque  r diminue? 

4°.  Quelle  est  la  valeur  de  cette  limite  pour  /•  = o? 

VIL  On  veut  amortir,  en  n années , un  capital  n et  ses  intérêts 
composés,  au  moyen  d’annuités  décroissant  comme  les  nombres 
«,  rt  — 1,  « — 2, . . . , 3,2,  I.  Le  taux  de. l’intérêt  est  r pour 
franc.  Quelle  sera  la  valeur  du  premier  payement? 

(i  + rY 


Réponse 


' («/•  — i)(i-|-r)''+i 


a. 


CHAPITRE  XII. 

THÉORIE  DES  DÉRIVÉES. 


Sei  fonotion*  dérivée*. 


179.  Si , dans  l’équation  à deux  variables 

U) 

on  attribue  à x un  accroissement  /<(*),  y prendra  un  accroisse- 
ment correspondant  4-,  déterminé  par 

y+i=f{x-hk).  (2) 


La  valeur  de  cet  accroissement  sera  donc 

Par  suite,  le  rapport  entre  P accroissement  àé  la  fonction  et  Èac- 
croissement  de  la  variable  aura  pour  expression  ' înefn*»!? 


(3) 


(*)  L’accroissement  h peut  être  positif  onJjÉ^tif  : ordinairement,  on 
le  suppose  positif.  : - . X'Utifiïv.'r' v* 

1.  10 
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Cela  posé,  si  h liiminue  indéfiniment,  il  en  st'ra  de  même  pour  X . 
Mais,  comme  à chaque  instant  le  rapport  ^ a une  valeur  déter- 
minée, on  conçoit  que  cette  valeur  tend  vers  une  certaine  li- 
mite, qu’elle  atteint  seulement  lors<iue  /i,  et  par  suite  A-,  sont 
devenus  égaux  à zéro.  Cette  limite,  qui  dépend  évidemment  de  la 
nature  de  la  fonction  /(.r),  est  dite  la  dérivée  de  cette  fonction. 
Par  conséquent. 

On  appelle  dérivée  (rune  fonction  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  rapport  entre  V accroisse  ment  de  cette  fonction  et  F accroisse- 
ment de  la  variable,  lorsque  ce  dernier  accroissement  tend  vers 
zéro. 

180.  Remarque.  — Si,  dans  l’équation  (3),  on  suppose  h = o, 
le  second  membre  prend  la  forme  Par  suite,  pour  obtenir  di- 
rectement la  dérivée  d’une  fonction , il  faudra , dans  la  plupart 
des  cas,  mettre  le  rapport  ^ sous  une  forme  telle,  que  la  limite 

de  ce  rapport,  c’est-à-dire  la  dérivée,  ne  semble  plus  indéter- 
minée. 

1 81 . Soit , par  exemple , 

jr=f{x)  = 

on  aura  r b = (x -+- hf  — i(.z -y- h) y, 

fc  __  i.r^h  -1-  3.r/d  -j-  lé  r—  %h 
h~  h '»t 


puis 


Si  l’on  faisait  tout  de  suite  A = o,  le  numérateur  s’annulerait 
en  même  temps  que  le  dénominateur;  mais,  h étant  facteur  com- 
mun à tous  les  termes,  on  a 

^ = 3 j:’  4-  3 x/j  -f-  — 2. 

* A 

Actuellement,  si  A tend  vers  zéro,  les  termes  3xA  et  A’  diminuent 
indéfiniment,  tandis  que  les  autres  sont  Donc 

lim  ^ =/'(x)  = 3x’ — 2. 


Nov*  venons  de  vérifier,  dans  un  cas  très-simple,  V existence 
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de  la  dérivée  ; celte  vérification  a été  faite  sur  toutes  les  fonctions 
que  considère  l’analyse. 

182.  Remarque.  — Le  rapport  ^ ayant  pour  limite  f'[-r),  on 

peut  le  représenter  par /'(æ  ) 4-  s,  e éta/U  une  quantité  qui  s'an- 
nule avee  h.  Ainsi, 

J^=  f'[^)  + E, 

OU  = A 

183.  Dérivée  de  la  variable  indépendante.  — Si  l’équation  (i) 
9c  réduit  à j = .r , l’accroissement  k devient  égal  à l’accroisse- 
ment h.  Donc  y = I et  limi  = r'  = i : /«  dérivée  de  la  variable 

h h •' 

indépendante  est  égale  a C unité. 

184.  Dérivée  d’une  constante.  — Elle  est  évidemment  zéro. 

Dérivée  d'une  somme , d’un  produit , etc. 

183.  Dérivée  dune  somme.  — Soient  m,  c,  w,  . . . des  fonctions 
de  .r , dont  les  dérivées  v\  w\...  sont  supposées  connues , 
et  soit  r la  fonction  formée  avec  les  premières,  par  voie  d’addition 
ou  de  soustraction , de  sorte  que 

V = K -4-  e — { I ) 

Donnons  à .r  un  accroissement  quelconque  Ax{(•) **)  : u,  v,  w',...,  v 
prendront  des  accroissements  correspondants  Am,  A<»,  Atv,...,  Ar; 
et  nous  aurons 

Ar  = M 4- Am -f- e + Ae — ov  — Aiv-)-...;  (a) 


(•)  On  peut  prouver,  directement  ou  par  la  géométrie,  que  si _/{x) 
et y^'(x)  restent  Jinies  et  continues  entre  x et  x h, 

’L^J'{x  + 6h), 

0 étant  une  fraction  proprement  dite. 

(**)  La  caractéristique  A indique  la  différence  qui  existe  entre  deux 
valeurs  d’une  variable,  ou  Vaccroissement  qu’elle  subit  en  passant  de  la 
IH'emièro  valeur  à la  seconde. 
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puis,  en  retranchant  membre  à membre, 

= A« -t- A»'  — a«'4- . . . (3) 


Divisant  tous  les  termes  par  et  passant  à la  limite , nous 
obtiendrons 


..  Ar 


ou  enfin,  en  désignant  par  j'  la  dérivée  de  j, 

j ' = u' f>'— tv' + (A) 

Ainsi , la  dérivée  (Pane  somme  ou  d’une  différence  de  fonctions 
est  égale  à la  somme  ou  à la  différence  des  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. 

186.  Dérivée  (P un  produit  de  deux  facteurs.  — Soit 

(i) 

U et  V étant  des  fonctions  d’une  variable  indépendante  .r.  En  opé- 
rant comme  dans  le  numéro  précédent,  on  trouve,  successi- 
vement, 

/-t-Aj=  (h-+-Ah)((-  + A(>), 


A r = a A (’  + e A M 4-  A M A (> , 
à y Sv  Su  Aw  ^ 


r 


uv'  -i-  vu'  -I-  lim 


Le  facteur  ^ tend  vers  la  quantité  finie  tandis  que  le  facteur 
A e a pour  limite  zéro  ; donc 


et  «p'-l- (>«'.  (B) 

Ce  résultat  s’énonce  ainsi  : D/  dérivée  tPun  produit  de  deux 
facteurs  est  égale  au  premier  facteur  multiplié  par  la  dérivée 


(’'}  Cette  relation  exprime  que  \' accroissement  d'une  somme  est  égal  à 
la  somme  des  accroissements  des  parties , ce  qui  est  assez  évident. 
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ilu  second,  plus  au  second  facteur  multiplié  par  la  dérivée  du 
premier. 

187.  Remarques.  — I.  Si  l’un  des  deux  facteurs  est  constant, 
c’est-à-dire  si  le  produit  est  de  la  forme  /=  ae,  on  a simplement 

j' 


II.  En  divisant  membre  à membre  les  égalités  (B)  et  (i),  on 
obtient 


Par  conséquent,  le  rapport  entre  la  dérivée  (P un  produit  et  ce 
produit,  est  égal  à la  somme  que  Pon  obtient  en  divisant  la  déri- 
vée de  chaque  facteur  par  ce  facteur. 

188.  Dérivée  (Vun  produit  de  plusieurs  facteurs.  — Nous  com- 
mencerons par  faire  voir  que  si  la  dernière  proposition  est  vraie 
pour  le  cas  de  « — i facteurs,  elle  subsiste  dans  celui  de  n fac- 
teurs : ce  lemme  étant  démontré,  la  proposition  sera  générale, 
puisqu’elle  a lieu  dans  le  cas  de  deux  facteurs. 

Soit  jr  = W3...  K, 

ou  r = P«„, 

en  posant  P = u^.u,.u^. . 

Par  hypothèse, 

P'  «'  , 


P 

"2 

d’ailleurs 

y 

_ P' 

»' 

+ - 

Y 

~ P 

donc 

y 

— !L! 

y 

'U 

"2 

U U 

rt— I , . 

h-  — ; etc. 


Actuellement,  multiplions  par  r = //,  les  deux  membres 

de  la  dernière  égalité,  nous  aurons 

y'  = »,  »3 . . . »„  »',  + »,  », . . . »„ »;  + . . . -1-  . ( c ) 

Ainsi,  la  dérivée  <Pun  produit  est  égale  à la  somme  des  résul- 
tats que  Pon  obtient  en  multipliant  la  dérivée  de  chaque  facteur 
par  le  produit  des  autres  facteurs. 


Digilized  by  Coogle 


it4  Al.GEBHK. 

189.  Dérivée  ifun  i/itolient.  — De 

ü 

on  conclut  «T  = « ; 

puis,  en  appliquant  la  remarque  ci-dessus, 


y U <’ 


ot  enfin  ^D) 

Donc , la  dérivée  (Pane  fraction  est  égale  au  dénominateur  multi- 
plié par  la  dérivée  du  numérateur,  moins  le  numérateur  multiplié 
par  la  dérivée  du  dénominateur,  le  tout  divisé  par  le  carré  du 
dénominateur  ( * ). 

190.  Remarque.  — Si  la  fraction  a la  forme  y = ~ ^ a étant 
une  constante,  «'=  o (184) , et 


191.  Dérivée  cRunc  puissance.  — Soit  _}'  = lé',  l’exposant  étant 
d’abord  supposé  entier  et  positif.  Cette  fonction  est  le  produit  de 
n facteurs  égaux  à « ; donc , par  la  formule  ( C ) , 

y'=nii‘-'u’.  (E) 

Ainsi,  pour  obtenir  la  dérivée  dune  puissance  de  fonction,  on  la 
multiplie  par  son  exposant,  on  diminue  cet  exposant  d’une  unité, 
et  on  multiplie  le  résultat  par  la  dérivée  de  la  fonction. 

192.  On  va  voir  que  cette  règle  subsiste,  quelle  que  soit  læ 
forme  de  l’exposant  n. 

i".  Si  n = -■)  P et  q étant  entiers  positifs, 

puis  qj^~'y'—  pié’^'  II'  (**); 

(“)  La  notation  algébrique  est,  on  le  voit,  plus  commode  que  le  lan- 
gage ordinaire. 

{**)  En  effet,  si,  dans  xi  = u”,  on  remplaçait  et  u par  leurs  valeurs, 
on  obtiendrait  deux  /onctions  identiques,  dont  les  dérivées  seraient  iden- 
tiques. 
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1 15 


mais 


donc 


. >■*  /’ 


y — '-U  U. 

U 


2”.  Soit  /I  = — étant  entier  ou  fractionnaire,  mais  positif. 
Alors  ) = ^ ; puis  (190) 


, pu^-'u' 


y = 


ou,  simplement,  r' — ni^-'u'. 

■193.  Dérivée  d’une  rucine  carrée.  — Dans  le  cas  particulier  de 

X 

y = id  = on  a 


» * -i  - " 

y = -U  ’ U = — - 


2 y « 

Donc,  la  dérivée  d’une  racine  carrée  est  égale  h la  dérivée  de  la 
fonction  placée  sous  le  radical,  divisée  par  le  double  du  radical. 


Bérivéei  des  fonctions  algébriques. 

194.  Au  moyen  des  règles  précédentes,  on  trouvera  très-aisé- 
ment la  dérivée  d’une  fonction  nlgébricpw  et  explicite  quelconque. 
Voici  quelques  exemples  simples  : 

I.  Soit 

r = A,  j:"  -4-  A,  ,r"-'  + A,  x”'-’  -f- . . . + Â„,_,  .r  + A„ 

un  polynôme  entier  par  rapport  à .r.  On  aura,  par  l’application 
des  règles  (A) , (B),  etc., 

y'  — w A,  -I-  (/«  — i)  A,  (/«  — 2)  A,,r“  . .+  A„_,. 

II.  Plus  généralement,  soit  ' 

y ~ Xaf”-\-ÿx"+  Cx’’ -h  . . ., 
les  exposants  étant  quelconques  ; la  dérivée  sera 

y'  = ni  A .r”"'  -t-  « B .r""'  + />»  C x''~'  + 7 D x’’"' .... 

Ainsi,  la  dénvéc  d'un  polynôme,  fonction  d'une  lettre  x,  est 
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égale  à la  somme  des  résultats  que  Von  obtient  en  multipliant 
chaque  terme  par  l’exposant  de  x,  et  diminuant  cet  exposant 
d’une  unité. 

III.  (a:’— 3x  — 5)’(x’-+-2x— i)\ 

Ici  la  fonctioil  y est  le  produit  de  deux  facteurs , lesquels  sont  des 
puissances  de  polynômes.  Donc  (186), 

3x  + 5)(3^-^-  3) 

= 6(x^  — 3x4-5)(x’4-'^-ï^  — + *) 

X — ix  5 -y  [x’  + ix  — i)  [x  — i)], 

ou  enfin 

j'=6(x'— 3a:-f5)(.r’+2.r— i)’(x-hi)  6æ+ 6). 

IV.  y/.r»+i  + .r  y/x^-.r 

y/xM-T— X v^x’+l“l“-’^ 

^ (yV+l  — x)’ 

(>g+7+x)(^-)-(,/?q^-x)(^  + ,) 

(y/x’-I-i -l-x)' 

Q.  ' . 

y/x’  + I (v^x’  + I — x)’  \/x’  4-  I ( y/V  + i + x) 

ou , après  quelques  réductions , 

r'=8x  (*). 

Dérivées  des  fonctions  de  fonctions. 

19S.  Soient  y~  f[u)  et  k = F(x)  : y est  fonction  d’une 
fonction  de  la  variable  indépendante  x;  et  il  s’agit  d’exprimer  la 

(*)  On  arrive  plus  rapidement  à ce  résultat,  si  l’on  coinniencc  par 
mcllre  l.a  fonction  j sous  la  forme 

> = 3(2x’  -+  i). 
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dérivée  de  y,  relative  à cette  variable,  au  moyen  des  dérivées 
f'{u)  et  F' (a’),  et  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  remplacer  u par 
sa  valeur  dans  / ( «)• 

Pour  cela,  donnons  à x l’accroissement  A x : y et  u prendront  des 
accroissements  correspondants,  A 7-  et  A u,  et  nous  aurons 

^ = ^ (*) 

^x  A«  Ax  ^ 

puis,  en  passant  à la  limite,  et  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de 
y par  rapport  à x, 

ou  encore  y' = /'(«).«'. 

196.  Si  l’on  avait  >'  = /(«),«  = F(c)  et  e = 9(ar),  on  trou- 
verait 

y = fiu}:F'i,>}.y'{x); 

et  ainsi  de  suite.  Donc , en  général , 

Zfl  dérivée  d'une,  fonction  de  fonctions  est  égale  au  produit  des 
dérivées  des  fonctions  qui  la  composent,  chacune  de  ces  dérivées 
étant  prise  par  rapport  a la  variable  dont  la  fonction  dépend 
immédiatement . 

197.  Remarque.  — La  règle  qui  nous  a donné  la  dérivée  de  m" 
(191)  peut  être  regardée  comme  une  application  de  ce  théorème. 


Dérivées  des  fonctions  logarithmiques  et  exponentielles. 


198.  Dérivée  de  log  x.  — La  base  du  système  de  logarithmes 
étant  quelconque , on  aura  successivement 

y = log X,  y 4-  = log  (x  -I-  A ), 


h log  ( X 4-  /i  ) — log  X 
h~  Â 


Si  l’on  supposait  A = o, 


le  second  membre  deviendrait-»  ainsi 

O 


(*)  En  général , A , B , C étant  trois  grandeurs  de  mémo  espèce,  le  rap- 
port de  la  première  grandeur  à la  deuxième , multiplié  par  le  rapport  de 
la  deuxième  à la  troisième,  donne  le  rapport  de  la  première  à la  troisième. 
(B.,  Àrith.,  208.) 
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qu’on  pouvait  s’y  attendre  (180).  Pour  faire  cesser  l’indéter- 
mination, on  remplace  ^ par  ^5  n étant  un  nombre  que  l’on  fera 
croître  indéüniment,  et  l’on  a,  par  les  propriétés  des  logarithmes, 


X 

n 


i '»•[(■ +7, )■]• 


Lorsque  «croît,  ^end  vers  le  nombre  c (129).  En 

faisant  attention  que 

lim  log[^^i-t-^^^  J = log  j^lim  j (*), 


on  aura  donc 


lim^=7'  = - loge; 


ou,  en  désignant  par  M le  module,  égal  à loge  (157), 

, M 

X 

S’il  s’agit  des  logarithmes  népériens,  M = i;  donc  la  dérivée  de 

y = 


est 


y = -' 

X 


199.  Rrnitm/ue.  — D’après  le  théorème  ci-dessus  (195),  la 
fonction  de  fonction  jrz=  lu  a pour  dérivée 

, u' 

y — — 

U 

200.  Dérivée  de  (f.  — Soit  y = <f  ^ 

ou  X = log^  J. 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  et  appliquant  le  mémo 


(*)  Générulemeut,  si  iiiio  variable  x tend  vers  une  liiuitc  n,  et  que / 
désigne  une  fonction  continue , 

lim/(T)=/(  a),  ou  liin/'(x)  =y( lim  x). 
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M , 

,’=i  = £. 

M M 


'M) 


D’ailleurs,  le  module  M est  égal  à jy(i56);  donc  enfin 

la  dérivée  de  V exponentielle  if  est  le  produit  de  cette  cx])oncn- 
tielle  parle  logarithme  népérien  de  a. 

201 . Si  J = tr',  on  aura 

j'=  = j; 

la  dérivée  de  la  fonction  e^  est  égale  à cette  fonction. 

202.  Remarque.  — Le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonc- 
tion donne  encore , pour  la  dérivée  de  r = <?“, 


r'=  c“m'. 


Dérivée*  des  fonction*  circulaire*. 

203.  Dérivée  de  sin  x.  — De  y=  sinx  on  déduit,  en  suivant 
la  marche  ordinaire, 

h sin(a: -1- A)  — sin.r 
h~  Tl  ’ 

ou(*) 


asin-Acos  ( -f-- A 1 sin -A  , , 

= ? -V ^ = — ^cosfx  + iAV 

h \ ] 


sin  - A 

Le  rapport a pour  limite  l'unité  (**);  donc 

-h 

•>. 

y k 

lim^  = y = cosa:. 

Ainsi , la  dérivée  du  sinus  est  égale  au  cosinus. 


n {B.,  Trig.,^rt). 
(«*)  (B.,  Tng..ZO). 
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20 i.  Dérivée  de  cos  x.  — Pour  obtenir  la  dérivée  de  r = cosx, 

remplaçons  cette  fonction  par  sin  aurons,  par  le 

théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonctions , et  en  observant  que 
^ — X a pour  dérivée  ( — i), 


y'  = — sin  X. 

205.  Dérivée  de  tangx.  — De  r — tangx 

cosx.cosx-f-  sinx.sinx 

, 

cos  X 


dut  (189)  j' 


sin  X 

1 on  con- 

cosx 


ou 


r 


nérivées  des  fonotioas  circulaires  inverses. 

206.  Dérivée  de  arc  sin  x.  — Si  la  valeur  de  x , tirée  d'une 
équation  r = /(x),  est  x = F(j),  les  deux  fonctions/ et  F sont 
dites  inverses  l’une  de  l’autre.  Par  exemple , la  fonction  inverse  de 
X = sin  J est  jr  = arc  sin,r  ( *). 

Cela  posé,  pour  trouver  la  dérivée  de  cette  dernière  fonction, 
servons-nous  de  l’équation 

X = sin.r. 

En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  par  rapport  à x, 
nous  aurons 

I = cos  r-r'. 

Mais  cosj  = -+-/r^^^~sîîp/ = -h (**); 
donc  y'  = * 

207.  Dérivée  de  arc  cos  x.  — Un  calcul  semblable  au  précédent 
donne , pour  la  dérivée  de  y = arc  cos  x, 

^ 

\J  l — x^ 


(*)  Cette  notation  signifie  que  y est  l’arc  dont  le  sinus  est  x.  Autrefois, 
on  écrivait  X = arc  (sin  = x). 

(**)  On  suppose  l’arc  y compris  dans  le  premier  quadrant. 
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208.  Dém>ëe  de  arc  tangx.  — De  > = arc  tang.r^  on  déduit 


.r  = tang  r; 

puis , en  prenant  les  dérivées , 


COS''  ■} 


:=  j'(> 


ou 


y = 


I x’ 


(*)• 


209.  Remarque.  — Les  dérivées  des  fonctions  transcendantes 
arc  sin.r,  arc  cos.r,  arc  tang  jr  sont  algébriques  ; la  troisième  fonc- 
tion a même  une  dérivée  rationnelle. 


t 


X>érivée8  des  fonctions  composées. 

210.  Soit  J = F (h,  c),  u et  vêtant  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante  .r  ; il  s’agit,  comme  dans  le  cas  d’une  fonction  de 
fonctions , d’obtenir  la  dérivée  de  y relative  à a:,  sans  remplacer  u 
et  V par  leurs  valeurs  <s{x)  et 

Donnons  à x un  accroissement  Ax;  mais,  afin  de  mieux  aper- 
cevoir la  partie  de  la  variation  de  j qui  dépend  de  « et  celle  qui 
dépend  de  v,  supposons,  pour  un  instant,  que  u soit  une  constante, 
V étant  variable  : y deviendra  F(m,  v + Av);  et  nous  aurons, 
pour  son  accroissement  partiel,  F(m,  e y-  F(«,  <•). 

En  second  lieu , dans  F { « , v 4-  A v),  regardons  v -|-  Ac  comme 
une  constante,  et  faisons  varier  «;  nous  aurons,  pour  la  valeur 
finale  de  /, 

F(«-t-AM,  v + Av)  (**), 
et,  pour  le  second  accroissement  partiel , 

F(m  -t-  A;<,  V -1-  Av)  — F{«,  v + Av). 


(*)  Nous  engageons  le  lecteur  à chercher,  directement , les  dérivées  des 
fonctions  a*,  co&x,  tangr,  arc  sin  æ,  arccosx,  arc  tangx. 

(**)  Il  est  assez  visible  qu’au  lieu  de  substituer  x-t-  A x dans  u etdans  t' 
en  môme  temps,  on  peut  faire  cette  substitution  en  deux fois.  Par  exemple, 
si  J'  = u -1-  c,  on  obtiendra  d’abord , en  supposant  u constante, 

u -(-  V -t-  A V ; 

puis  , en  faisant  varier  « dans  ce  premier  résultat, 
m-Au-+-v-t-  Av. 

I.  ' I 
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Du  reste,  la  somme  de  cos  deux  ^ccroissemenls  partiels  ou 
virtuels  est  égale  à raccroissement  total  ou  réel  A > ; car 


A r = F ( Zi  4-  A </,  o + Ao)  — F (zz,  e) 

— [F(tt  + Ak,  c 4-  Ao)  — F(zz,  V 4-  A(’)J 
4-  [F(z/,  »'4- Ac)  — F(zz,  o)]. 


( 

1 


Actuellement,  d’après  la  remarque  du 

F(zz,  o4-Ae)  — F(zi,  o)  = [F^  (h,  0)4-  jijAo, 


(0 


F{z<  4-  Azz,  e 4-  Ao)  — F(zz,  e 4-  A(>)  = [F^(zz,  c 4-  A«’)  4-  a]  Azz, 
F^(zz,  c4- Ae)  = F„(m,  0)4-7: 

P,  a et  7 sont  des  quantités  qui  s’annulent  avec  Ai<,  et  Ao; 
les  indices  désignent  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  prend  la 
dérivée. 

Si  l’on  substitue  dans  (i),  on  obtient 


'■)  + 7 + 5‘]^«  + [F;(zz,  o)4-S]Ao, 


puis 


^=[o.(»,  'O+v+^ill+rnf''. 


puis,  en  passant  à la  limite. 


f=  Fl(«,  <')•«'+ F;  (zz,  o).  0'. 


Or,  F),  (zz,  p) . zz'  est  la  valeur  qu’on  trouverait  pour  r'  si,  suppo- 
sant P constante,  on  appliquait  la  règle  relative  aux  fonctions  de 
fonctions  (195)  : c’est  la  dérivée  partielle  de  r considérée  comme 
une  fonction  de  la  fonction  zz.  De  même  F^  (zz,  o).o'  est  la  seconde 
dérivée  partielle  dej.  Par  conséquent,  la  dérivée  complète  d'une 
fonction  composée  est  égale  à la  somme  de  ses  dérivées  partielles, 
obtenues  en  npplupianl  le  principe  des  fonctions  de  fonctions  (*). 


(*)  Si,  comme  on  le  fait  quelquefois,  on  réserve  le  nom  de  dérivées 
partielles  aux  fonctions  F',(u,t<),  F'(u,p),  lesquelles,  évidemment, 
sont  les  dérivées  que  l’on  obtiendrait  eu  regardant  u et  p comme  deux 
variables  indépendantes , l’énoncé  précédent  doit  être  modifié  ainsi  : 

La  dérivée  d'une  fonction  y,  composée  de  plusieurs  fonctions  d’une  va- 
riable indépendante  x , est  égale  à la  somme  des  dérivées  partielles  de  y, 
respectivement  multipliées  par  les  dérivées  de  ces  fonctions. 


Digilized  by  Google 


ALGEBRE.  ia3 

21 1 . Renmrcjiœ.  — Les  règles  relatives  à la  dérivée  d’une  somme, 
d’un  produit  ou  d’un  quotient,  sont,  comme  on  j)ouvait  s’y  attendre, 
des  conséquences  du  dernier  théorème. 

212.  Applications.  — I.  r = iC . En  supposant  <>  constante,  j est 
une  puissance  dont  la  dérivée  a pour  valeur  (191)  vu'~'u'.  De 
môme , si  u était  constante , la  dérivée  de  {'exponentielle  11"  serait 
(200)  ic  v' lu.  La  somme  do  ces  deux  dérivées  partielles  donne 

y = viC  ' u’  u'  v'  lu. 

IL  r = X*.  Iji  formule  précédente  devient,  si  l’on  y fait  u = e = x, 

y — af  [i -\r  Ix). 

III.  + • La  môme  formule  donne,  en  supposant 

//  = .r  4-  - > V = X. 

X 

+ i)”  [*  - î + j)  ' ^ *)]  **’■ 

IV.  r = (i  4-  . En  posant  m = i 4-  e = t'"'"'"*-', 

on  obtient,  encore  par  la  môme  formule , 


ou 


J 


+ ( I +.r’ ' r*" ^ ; 

I 4“  X 

, + /(l  4"  a^')  arctangl,  . , arc  tang  a 

' — e (i4-x 


(*)  On  arrive  plus  simplement  à ces  derniers  résidtals  , en  clicrchaiit 
la  dérivée  do  If.  Par  exemple  , de  ~ f 

h =xi^x-+- 
I 

puis  ^ = 1^;  etc. 
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Dérivées  des  fonctions  implicites. 

213.  Les  règles  précédentes  donnent  le  moyen  de  former  la  dé- 
rivée d’une  fonction  cjys/iaVc  quelconque , algébrique  ou  transcen- 
dante, quelle  que  soit  sa  complication.  Avant  de  passer  au  cas  des 
fonctions  implicites,  supposons  que  l’on  donne 

z = ¥(.r,r),  r = <f{a:), 

et  que  l’on  demande  la  dérivée  de  z par  rapport  à la  variable  in- 
dépendante X.  On  aura,  en  regardant  z comme  une  fonction  com- 
posée (210),  et  on  écrivant  F et  F , au  lieu  de  F [x,  y)  et  de 

z'=F,+  r'F^(*). 

21i.  Soit  actuellement 


= o (0 

une  équation  donnée,  non  résoluble  par  rapport  à y.  En  repré- 
sentant par  z son  premier  membre , nous  aurons , comme  tout  à 
l’heure. 


Mais  ici  la  valeur  de  /=  est  de  telle  nature,  que  z est 
constamment  zéro.  Donc  z'  = o,  et 


(2) 


21  S.  Application.  — De  l’équation 

x^  ->ry*—  1 = 0, 


qui  n’est  résoluble  ni  par  rapport  à r,  ni  par  rapport  à x,  on 
conclut 


y 


r 


r.r’'  *-l-r*/j 


(*)  On  voit  qu’une  même  fonction  z peut  avoir  deux  dérivées  relatives 
à une  même  variable  indépendante  x,  savoir  : une  dérivée  partielle 
et  la  dérivée  totale  z'.  Pour  éviter  toute  ambiguïté  , on  désigne  quelque- 
fois la  première  sous  le  nom  de  dérivée  par  rapport  à la  lettre  x.  Du 
reste,  un  peu  d’attention  rend  inutile  cette  dénomination. 
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dérivée*  «uooessives. 


1 

216.  La  dérivée  r' d’une  fonction  v,  étant  elle-même  une  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  x,  aura  aussi  sa  dérivée,  que  l’on 
obtiendra,  comme  V,  par  l’application  des  règles  précédentes. 
Cette  dérivée  de  la  dérivée  est  dite  la  deuxième  dérivée  de  JK  ; on 
la  représente  par  y-".  De  même , la  dérivée  de  j",  ou  la  troisième 
dérivée  de  j,  est  désignée  par  Et  ainsi  do  suite. 

217.  Dérivées  successives  d’un  polynôme  entier.  — Soit 

J = A,  X"' + A,  X™-' + A„_,  X 4- A„, , 

on  aura 

j'=  w A,x”-'4-(w  — i)  A,x"'-'+  .. . 4-A„_,, 

m (m—i)  A,x“-’+  (m—i)(m—  a)  A,x”-=4-. . .+i 


= ;«  ( OT  — 1 ) . . . 3 . 2 . 1 Ap , 

J ('"+')  = O. 

Ainsi , les  m — i premières  dérivées  d’un  polynôme  entier,  du 
degré  m,  sont  des  polynômes  entiers,  des  degrés  [m — i), 
[m  — 2), . . . , I ; Uj  dérivée  m‘‘""  est  une  constante;  et  les  déri- 
vées suivantes  sont  nulles. 

218.  Dérivées  successives  de  Le,  (f,  sinx,  cosx.  — Si  l’on  prend 
y = Ix,  y z=  e^,  r = sin  x , y = cos  x , 

on  aura  ces  valeurs  simples  et  remarquables  : 
r'=  x“',  y'=e^,  j'=C08x,  sinx. 

j’  = — i.x~’,  j''  = — sinx,  y'=  — cosx, 

y"'—i.ix~^,  y'”z=e’,  — cos  .r,  j"'=sinx, 

— I .2.3x~‘,  = /”'=sin.r,  j‘'’=cosx. 


Dérivées  successives  des  fonctions  implicites. 

219.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  l’équation  très-simple 
1 ’ .i"’  — 3 x^  ' = O ; ( I ) 

on  demande  d’en  déduire  les  valeurs  des  dérivées  successives  de  p, 
comme  si  elle  était  résolue  par  rapport  à y. 
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VJ& 

On  aura  d’abord  (211) 

— V = O.  ('2) 

Puis,  en  regardant  i et/'  comme  des  fonctions  de  .r,  et  en  éten- 
dant la  règle  relative  aux  dérivées  des  fonctions  composées , 

(/’—  .r)/'’-+-(2j)j'—  i)y'-\-‘2o:  — y’  = o, 

ou  (/’  — x)y" -y  — r’-j-x)  = o.  (3) 


Dans  cette  nouvelle  équation , /,  /',)■"  sont  fonctions  de  donc, 
en  appliquant  encore  la  même  règle , 

(>■’—  (2/r'—  i)/’’-!-  a(r'’4-  '^-yr’y"  — J'“+  i)  = o, 


ou 

(>■*— a:)  j"'+ 3(2  rr'— i)r"-t- '2(v'’ -f- 1)  = o.  (4) 

Et  ainsi  do  suite.  Au  moyen  de  ces  relations  on  obtiendra,  succes- 
sivement , 


J 


, _ r— .r’  , _ 2 (.v’-h  .3^—3  /)'-!-■  I ) .rr 


J ■’  y = 

— JC 


(/’-  ar)’ 


_ 4 (2  f—i.î^j+x)xy—  2(/’— a:)  [(  K-.r’ ^ 
220.  Remarque.  — Après  que  l’on  a tiré,  do  l'équation  (i), 


7' 


/ — x’ 

2 ? 
X 


on  peut  obtenir  les  valeurs  des  autres  dérivées , en  appliquant  la 
règle  relative  aux  fractions.  En  effet , 


Çr^  — x)  {/—  -ix)  — (j  — (ajr'—  i) 

(/-ar)’ 


etc.  (**) 


Théorème  de  Taylor. 

221 . On  donne  ce  nom  à la  formule  suivante , qui  permet  de 
développer  une  fonction  quelconque  de  x+  h,  suivant  les  puis- 

(*)  A cause  de  l’équation  (i). 

(’'*)  La  géiicralisaüoii  de  la  théorie  dont  nous  vcnon.s  de  donner  l’idee, 
ne  peut  être  exposée  commodément  qu’au  moyen  du  calcul  dill'érentiel. 
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.sances  entières  et  j«)silive.s  de  raccroissoment  h ; 

/(.rH-/0=/(x)  + Y/'W+-^rW+Y^^^  (0 

Dans  le  cas  d’une  fonction  entière , le  seul  dont  nous  ayons  à 
nous  occuper  ici , le  second  membre  se  termine  par 


m étant  le  degré  de  /(x)  ; en  effet,  /'“(.r)  est  une  constante  (217  ). 

Pour  démontrer  cette  formule,  remarquons  d’abord  que,  si/(.r) 
se  réduit  à A, a::”',  elle  devient,  après  la  suppression  du  facteur 
commun  A,, 

(x  ->r  hY'  = x”‘  +-  maf"''  m [m  — 0 • 

h” 

H ni[ni  — i)...  3.2.  i; 

1 . 2 . 3 . »i 

c’est-à-dire  qu’elle  ne  diffère  pas  de  la  formule  du  binôme  (121). 

En  second  lieu , il  est  facile  de  voir  que  si  le  théorème  de  Taylor 
a été  vérifié  pour  deux  fonctions  y(*')  6t  **  subsistera  pour 

la  fonction  E(-c)  formée  par  la  somme  de  ces  fonctions.  Soient, 
en  effet, 

^(.rq-A)  = .(.r)  + ^?'(.r)-+-:j^f(.x-)  + y^Ÿ'"(.r)  + ...,(2) 
F(.r)  = -+-4/ (.r).  (4) 

Ajoutant  membre  à membre  les  égalités  (2)  et  (3  ),  et  ayant  égard 
au  théorème  sur  la  dérivée  d’une  somme  (185),  on  aura,  à cause’ 
de  l’équation  (4), 

Flx+A)  = F(x)+^F'(a:)  + ^F''(.r)4-^F"'(.r)H-.... 

Cela  posé,  la  formule  (i)  est  vraie  dans  le  cas  où  f{x)  se  réduit 
ii  A,  .?"  ou  à .A,  .r™"'  ; donc  elle  subsiste  pour  le  cas  de 

/(.r)  = A„2•"'-^  A,. 

De  même,  étant  démontrée  pour  ce  dernier  cas  et  pour  celui  do 
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/(.r)  = A,a-’"  elle  le  sera  poiir/(3")  = A„.r"‘+A,  J.■™-'-4-A,Jr^^ 
Et  ainsi  de  suite. 

En  résumé,  si 

/(.r)  = A,.r”  -4-  A,  + A,,r”'“’  + . . . + A„,_,x  + A„. , 
le  développement  de  f{x  + //)  sera 

/{•^)  + 7 /'(■»)  +7^./''  (•*■)  + ••• 


222.  Remarquen.  — I.  Si  le  polynôme  /(x)  a ses  coeffi- 
cients entiers,  il  en  sera  do  même  pour  les  fonctions 

/■"(x)  /■"'(x)  * 

^ l ‘r-r— O ’ En  effet,  ces  fonctions  sont  les  coefficients 

des  puissances  de  h dans/(x -f- /(). 

flx)  f'ix) 

lE  ‘ est  la  moitié  de  la  dérivée  do De  même 

1.2  1 


223.  Application.  — Soit 

/(.r)  = 5x‘  + 2.r^  — yx  + I. 


On  aura 

f (x) 

■ — j — = 20.r^-|-  6x’  — 7, 


1 .2 

1.2. 3. 4 


= 3ox’  4-  6.C, 
= 5, 


puis 


/(x-|-/<)  = 5x'4-2x’—  yx  + I +(20x>4-Gx’—  y)  A 
4-  ( 3ox’  + 6 x)  //’  4-  (20  X 4-  2)  A’  4-  5 
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Exzs,cicx:s  (’<). 

1.  Former  les  dérivées  des  fonctions 


1/9 


Résultats  : 
X 


X — ^ -X  \/ 1 ->t- r=  l{x x'‘) , 
y=x\/i-^aé-\-l{x-hy/i-Jrx^),  Y = llx , 

y=l/lx,  j=/".r{**),  jr  arctangf^~  . 



^ 4 A + y/i  + r^  1 

aV  i4-.r’  ’ r'=  2/1 


v'-  * v'  ' 

^ -zûTé  :>  = 


xlx 

.'_A 


xlxlLv  ” xlxPx. . .l'^-'x' 


^ ®(j:— i)«+(x  + i)«’ 

n.  Même  recherche  pour  les  fonctions 
I — cos  rnx 


r = cos  ( sin  a:  ) , j = arc  sin  — ■ , 


X=i 

I + cos  mx 

n -4—  h poQ  r*  

J = arc  cos  j = arc  tang  (/.  + a;’ - .r) , 


v/iT: 


. \/i  — sin  X ,/  , , 

J = arcsmî4 , j = /(or  4- /r’— «’)  4- 


I — e cos; 


arc  cos-, 

X 


-h  X*  + X 1/2  . xyfx 

— Z — arc  sm  — 

I — x^  I 4-  a-’ 


X 

Résultats  : 
*xm 


X 


sin/wo: 


» j'  = — cosxsin(sina-),  y'= — 

1 “i—  X 


i-1-ocos.r’  ••  a(i4-j,-’)’ 

, I fx  + a , v/ 1 -t-  X* 

X = — V / » J — 2 v' a - — ! — r- 

X y X — a ^ I — 


— ecosx 


(*)  Quelques-uns  de  ces  exemples  sont  tirés  d’un  intéressant  recueil 
de  M.  Léonce  Clarke- 

(’*")  Cette  expression,  qui  ne  représente  pas  une  puissance,  est  dérinie 
par  les  deux  équations 

* — /n-l  X , X = U. 
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III.  Appliquer,  aux  équations  suivantes,  le  théorème  sur  les  dé- 
rivées des  fonctions  implicites  : 

sin  r = r sin  x,  tang  r = i -1-  -r  sinj-,  tang  i j = 


tang 


I / 1 — m I , , 

~y—  i/ — ; tang-.r,  .rv/i-4-r= 

a Y I + WJ  “a  ■ ^ ’ 


Résultats 


Y = 


jycos.r 


cos  J — sinx 


arc  sin  x -f-  arc  sin  j = c. 


, sin  y cos^  y , 

r'= — r = 


I — X co  s J 


^ y/»  - , vM^  + .r)  , ^ _ h -Y^ 

I -|- WJ  cos  J.'  ' .r’(a-l-r)’  ^ y i — x‘‘ 

IV.  Au  moyen  des  deux  équations 

r=a[i  — fcosu),  U — esinM  = wr, 

exprimer,  en  fonction  de  r et  des  constantes  «,  e,  «,  la  dérivée 
de  r relative  à t. 

Résultat  : 

r'=y  ^a^e^-.[a-r)\ 


V.  Étant  données  les  équations 


rt(i 


e cos&j 


X = r cos  w , 


y = r sin  w , 


dans  lesquelles  w,  c*,  c sont  des  constantes,  et  /•,  u>,  x,  y des 
fonctions  d’une  variable  indépendante  /,  exprimer,  en  fonction 
de  r et  des  constantes , les  quantités 

•r',  j',  .r",  y%  x'^+y'\  (*)• 


Résultats 


, c J (été  — [a  — r)’  , c ( « ■ — r) 

a’ = : - ^ ■ — — -1  y=— — — ■> 


are  \/T 


arc 


(*)  Los  accents  désignent  des  dérivées  relatives  à f. 
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X*=: 


r/r®  <?  ( 1 — e^) 


[«(i  /-J, 


c‘‘  y/ t’*  — ( « — /•  )- 


I — 


r'i  _l  y'^  = - -V  x"*-4-l"’=  

^ «(i  — <•’)  V ^ — 6'*] 


VI.  Trouver  les  dérivées  des  fondions 
y=  ^xcMOcos  (xsinrt), 
r = cos  .r , 

X = arc  tang.^r, 

y = UC. 

Résultats  : 


y‘{*)  = <r'““'cos(.rsinfl  + na). 


= 2’  e*  C08 


(■^+r) 


y‘=i.2.3...{«  — 1)  cos"  r cos 


/ rt  — 1 


r- 


n , . , n n — 

«(>"  H — H — - 

I ,12 


VII.  En  admettant  la  généralité  du  théorème  de  Taylor  (221), 
développer,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  .r,  c*,  /(i  -f-x), 
sinx  et  cos.r , et  trouver  les  conditions  de  convergence  des  séries 
obtenues. 

VTIl.  Soient  t w = F(x,  r),  d’où  x=(p(f,  «), 

y = -^[t,  u).  On  a 

(Théorème  de  M.  Môbius. ) 


(»)  yn  représente  ici  la  dérivée  de  ■ 

(**)  Dans  cette  formule,  qui  est  due  à Leibnitz,  v*,  u",  p**’,.  . .,  re- 
présentent é{;alement  des  dérivées. 
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CHAPITRE  XIII. 

APPLICATION  DES  DÉRIVÉES  A LA  DISCUSSION  DES 
FONCTIONS. 

22i.  Théorème.  — Une  fonction  est  croissante  ou  décroissante, 
suivant  que  sa  dérivée  est  positive  ou  négative. 

Soit  j = /(.r)  une  fonction  continue  de  x.  Cette  fonction  est 
dite  ou  décroissante,  selon  que  l’accroissement  der, 

correspondant  à un  accroissement  positif  de  x suffisamment  petit, 
est  positif  ou  négatif.  En  d’autres  termes,  si,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  l'accroissement  h inférieures  à une  limite  donnée  /,  on  a 

f[a-\-h)  —f[n)  > O, 

la  fonction  proposée  est  croissante  depuis  x — a jusqu’à  x = « : 

elle  serait  décroissante  si  l’on  avait  constamment 
f[a  + h)  -f{a)  <o. 

Cela  posé,  le  théorème  résulte  immédiatement  de  la  relation 
A = h[f'(x)  + .] 

trouvée  au  n“  182.  En  effet,  pour  des  valeurs  suffisamment  pe- 
tites de  A,  le  signe  de  la  quantité  entre  parenthèses  est  celui  de 
/'(x);  donc,  etc. 

225.  Maximums  et  minimums.  — Lorsqu’une  fonction  continue 
cesse  de  croître  avec  la  variable  pour  décroître  ensuite,  on  dit 
qu’elle  atteint  un  maximum;  de  même,  elle  atteint  un  minimum 
quand  elle  cesse  de  décroître  pour  croître  ensuite.  Autrement  dit, 
f{a')  est  un  maximum  ou  un  minimum  de/(x),  suivant  que  l’on 
a,  pour  des  valeurs  positives  de  h,  suffisamment  petites , 

ou  f{n)<,f[a±:h). 

Ordinairement , les  Valeurs  do  x qui  rendent  /(x)  maximum 
ou  minimum,  annulent /'{.r);  et,  en  outre, /{«)  est  maximum 
ou  minimum,  suivant  que/"(rt)  est  négative  ou  positive  (*). 


(*)  Ces  propositions  sont  démontrées  dans  la  Gvowcirie  analytique. 
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22<>.  Le  théorème  qui  précède  facilite  beaucoup  la  discussion 
des  fonctions;  c’est  ce  dont  on  pourra  juger  par  les  exemples  sui- 
vants : 

1.  Discuter  j = x* , la  variable  x étant  positive. 

i”.  Quand  .r  est  très-petit  et  de  la  forme  ^ , r = ; lim  r = o. 

Ainsi,  pour 

.r  = O,  r = O. 

1°.  La  valeur  de  la  dérivée  est  v'=  — /.r)  (212).  Cette 

dérivée  reste  positive  tant  que  l’on  a /.r  < i ou  .r  < c ; donc  la 
fonction  r est  croissante  depuis  .r  = o jusqu’à  x = e.  Pour  cette 
dernière  valeur  dex,  r atteint  un  maximum  que  l’on  calculera 
aisément  par  la  formule 


e 


3“.  A partir  de  x=  c,  la  dérivée  j'  reste  négative;  donc  la 
fonction  y est  décroissante  depuis  x = c jusqu’à  x = -i-  «o  . D’ail- 

Ijc 

leurs,  à cause  de  (j' = — J il  est  évident  que  lim/^  = o,  d’où 
lim/=  I.  Ainsi,  pour 

x=-4-oo,  I (*). 

^ J la  variable  x étant  positive. 

i".  On  reconnaît  d’abord,  en  remplaçant  x par  que  pour 

.r  = o , J = I . 


Pour  X = o,  j'  = -1-  00  ; donc  la  fonction  y est  d’abord  crois- 
sante. 

3”.  Afin  de  reconnaître  plus  aisément  si  la  dérivée  y'  reste  po- 


il. Discuter  y 


= (*+i 


(*)  Si  l’on  se  borne  aux  valeurs  entières  de  x,  on  a 

puis  v^3>^4>V^5> 

Par  conséquent,  le  maximum  de  v"  V^- 
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sitive  quel  que  soitx,  posons 

z = '^-  + /(.r  + -V 

+ I \ X J 

,,  , , x'-i- 4 X^  — I 

dou  s = — 

.r  ( .zr  + I ) 

La  dérivée  z négative  pour  x = o,  s’annule  pour 
X = s/ — -ji  4- 

l!<;Ue  valeur  donne,  après  quelques  réductions, 


“ ï — v/5+/(2v/5-1-2)  • 


Celte  dernière  quantité  est  positive,  donc  la  dérivée  r'  ne 
change  pas  de  signe , et  la  fonction  y croît  indéfiniment  avec  x. 

III.  Discuter  y = j:/  la  variable  x étant  positive. 

1°.  r'=/(i  + -'\ j"= J — 

\ X / .r  + i x(x  -\-iy 

Cette  seconde  dérivée  est  toujours  négative,  donc  y'  est  une 
fonction  constamment  décroissante.  Cette  fonction , infinie  pour 
.r  = O,  s’annule  pour  ,r  = 4-oo  . Par  suite,  la  fonction  proposée 
est  croissante  depuis  x = o jusqu’à  æ = + co  . 

2°.  Si  l’on  fait  .r  = o,  on  trouve  r = o x » , résultat  indéter- 
miné. Mais,  en  mettant  la  valeur  générale  de  y sous  la  forme 


(■+ï) 


I 

X 


lOO'  ïl 

1 et  remarquant  que  lim  — ^ = o , on  obtient 


J = o pour  X = o. 

3".  La  même  indétermination  apparente  se  reproduit  quand  on 


suppose  X infini.  Mais  r = / ; donc 

lim  r — / lim  ~ ~ 
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EXERCICi:S. 

1.  Discuter  les  fonctions 


L: 


l sinx 


y = 


/(' 


X 


la  variable  x étant  supjxïsée  j>osilive, 

II.  Discuter 

— c~^  ~ 


7,X 


I 


CHAPITRE  XIV. 

DES  FONCTIONS  PRIMITIVES. 


Prélitninairet . 

227.  Étant  donnée  une  fonction  on  peut  se  proposer  de 

trouver  une  fonction  f[x]  dont  f(x)  soit  la  dérivée,  ou  qui  soit 
telle  que  l’on  ait 

/'(.r)  = ÿ(x). 

Cette  fonction  inconnue  f[x)  est  dite  la  fonction  primitive  de 
<}»{x),  en  sorte  que  le  problème  dont  il  s’agit  peut  encore  s’énon- 
cer ainsi  : remonter  de  la  dérivée  a la  fonction  primitive  (*). 

228.  Théorème.  — Deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées  égales, 
ne  peuvent  dijférer  que  par  une  constante. 

Soient  <p{x)  et  deux  fonctions  ayant  même  dérivée  : la 

différence  <p  {x)  — aura  une  dérivée  nulle.  Par  conséquent, 

pour  démontrer  le  théorème , il  suffit  de  faire  voir  que  toute  fonc- 
tion dont  la  dérivée  est  nulle , se  réduit  h une  constante. 

Soit/(x)  cette  fonction  inconnue.  Si  elle  ne  se  réduit  pas  à 
une  constante , elle  sera  croissante  ou  décroissante  dans  un  cer- 

(*)  Nous  n'cxamincrons  pas  si  co  prol)lèinc,  ordinaircmcnl  très-dif- 
ficile à résoudre,  est  toujours  possible. 
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tain  intervalle.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  qu’elle  soit  crois- 
sante depuis  X — a jusqu’à  j:  = b. 

Si,de/(.r),  nous  retranchons  la  quantité 


qui  devient /(«)  pour  x = a,  elf{b)  pour  x = b {*),  nous  ob- 
tiendrons une  fonction 

F(.r)  =/(..•) 

dont  la  dérivée,  à cause  de /'(x)  = o,  se  réduit  à la  quantité 
négative 

fjb)  -/(") 

■ b — rt 


F(.r)  serait  donc  dccrvissante , au  moins  depuis  x = a jusqu’à 
x=zb.  ür  cette  conclusion  est  inadmissible,  car  F(rt)  = o et 
F ( à ) = o.  Donc , etc, 

229.  Il  résulte,  du  théorème  précédent,  que  si  l’on  a trouvé , par 
un  pi-océdê  quelconque , une  fonction  j{x)  dont  la  dérivée  soit 
toutes  les  fonctions  jouissant  de  la  même  propriété  seront 
données  par  la  formule 

F(a-)=/(.z')-f-C, 

G étant  une  constante  arbitraire. 


Recherche  des  fonctions  primitives. 

230.  En  renversant  les  règles  do  la  dcrication,  on  peut,  dans 
quelques  cas  très-simples , remonter  d’une  dérivée  à la  fonction 
primitive.  Par  exemple , comme  les  dérivées  de 

x",  Ix,  sin.r,  cosx,  arcsinx,  arctangx, 
sont 

nix"'-',  -,  cos.r,  — sinx,  , , — ; — 

t*)  Pour  former  cette  fonction  , il  siitTit  de  prendre  un  hinOmc  mx-t-  n. 
dont  les  coefTicients  satisfassent  aux  deux  équniions 

ma -t-  n = f(n) , mb n —f{h). 
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il  s’ensuit  que  si  l'on  donne 

r'=x”‘,  [fl]  (^)  r'  = <^.  (<■)  J''=eosx,  {<1) 

y^sinx,  (e)  j'  = ^^==,  (/)  in) 

on  aura,  pour  les  fonctions  primitives  les  plus  {générales, 

y = y + (A)  r=Lr  + c,  (B)  j=<r*+t-,  (E) 

j=sinx  + c,  (D)  J = — cosjr -f- f , (E) 

> = arc sin a: -I- c , (F)  j>' = arc tang x + c.  (G) 

9 

231.  Remarques.  — I.  La  formule  (A)  est  en  défaut  dans  le 

cas  de  ///  = — I,  c’est-à-dire  lorsque  y'  = C’est  ce  qui  devait 

arriver;  car  cette  dernière  fonction  est  la  dérivée  de  Le. 

IL  Le  logarithme  d'une  constante  est  encore  une  constante.  — 
On  peut  donc,  au  lieu  de  la  formule  (B),  prendre 

y = l.v  -f  le, 


OU  encore  y=l{cjc).  (B') 

232.  D’après  la  règle  ‘relative  à la  dérivée  d'une  somme,  la  fonc- 
tion primitive  de 

y'=A,x"‘  + A,  -H  A,  X"'-’  + ...  -f-  A„_,  x 4-  A,„  ( h ) 

est  r = —A” — + — X™  4-  ...  -I-  X X 4-  c.  { H ) 
w 4-  r ni  ‘ 


233.  Les  formules  (A),  (B),...,  (Il)  sont  celles  que  l’on  déduit 
immédiatement  des  règles  du  calcul  des  dérivées.  En  voici  (piel- 
ques  autres,  fréquemment  employées,  dont  la  vérification  est  facile  ; 


Si  r = 


1 


X -y  a 

X 


(0 


y=  y > (0 

v'x’4-«’ 


r'=sinrtx,  (/«) 


J = 


(x  -y  af  + h' 
>•'=  ■ 


’ 1") 


/a  4“  hx  4“  X' 


4-  bx  — X' 

^ (7) 


{/>) 
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y=l[x->ra)-i-c,  (1)  y — l\/ + o'‘ c,  (K) 

^ = ^.r’ 4- <7’ 4- r,  (L)  j ^ cos«.r  4- c,  (M) 

j=^arctang — ^ h f,  (^) 

X — - b 

r = arc  sin  — - - 4-  c,  ) 

V 

r=  l{^T + + \/a  + bx (*).  (0) 


CHAPITRE  XV. 

SÉRIES  LOGARITHMIQUES  ET  CIRCULAIRES. 


Séveloppement  de  /(i+x). 


2lli.  La  fonction  /(i  4--r)  a pour  dérivée 


I 4-  æ: 


Effectuant  la 


division,  on  trouve 

1 


I — X x^  — j44-...±  x""'  =p 


r" 


l-^-X  ’ - . - , - 

Donc,  en  remontant  des  dérivées  aux  fonctions  primitives, 


x" 


/{l+x)  = X-  — + j-j+...±-~qz^{x).  (l) 

Dans  cette  égalité,  est  une  jonction  inconnue  qui  s’an- 


nule avec  X,  et  qui  a pour  dérivée 


jé' 

I 4-  X 


(**)• 


(‘*)  Ces  notions  seront  complétées  plus  loin. 

(**)  I.a  fonction  p (x)  est  la  différence  entre  /(i  x)  et  le  polynôme 

jr'  X** 

X donc  elle  existe.  En  second  lien , jj  (o)  /(i)  =1  o. 
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Il  est  aisé  de  voir  que  si  la  variable  .v  est  comprise  entre  o et 
-+-1,  inclusivement,  la  valeur  de  'j'(.ir)  converge  vers  zéro  quand 
n augmente.  En  effet , pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  on  a 

,r" 

c'est-à-dire 


f(.r)>o,  (2),  ^'(x)— x"<o.  (3j 

D’après  l’inégalité  (2),  la  fonction  est  croissante  (224); 
et,  comme  elle  s’annule  avec  .r,  on  a 

¥(-^)>o.  (4) 

D’un  autre  côté,  le  premier  membre  de  l'inégalité  (3)  est  la 


dérivée  de  f^[x)  — 


n+  1 


; donc  cette  dernière  fonction  est  (lé- 


croissante.  Do  plus,  elle  s’annule  avec  .r;  donc,  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x, 


?(-^)  < 


n + I 


(5) 


La  fraction 


croîtrait  indéfiniment  avec  /?,  si  surpassait 


n 1 

l’unité;  mais  si,  comme  nous  l’avons  supposé,  x est  compris  entre 

O et  -1- 1,  - ^ a pour  limite  zéro.  A cause  des  inégalités  (4  ) et 

(5),  il  en  est  donc  de  môme  pour  la  fonction  ?(or). 

Par  suite,  le  développement  de  /(14-x),  en  série  conver- 
gente, est 

,,  , , x’  .r*  x'  , , , 

/(i-^.r)  = .r--  + ---^  + y-...±-qr....  (A) 

235.  Remarque.  — La  fonction  »(.r)  représente  le  reste  de  la 
série,  ou  l’erreur  que  l’on  commet  en  s’arrêtant  au  terme  — • 


Rnlin , 


=F  ./(X)  = ^ - .r  H- X’ _ . . . H:  .r-')  = qi  - J-  ; 


donc  la  fonction  y(x)  a />oui  dcrioce 


I -4-  X 
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D’après  l’inégalilé  (5),  coite  erreur  est  inférieure  au  premier  des 
termes  négligés:  c’est  ce  qui  a lieu  pour  toutes  les  séries  conver- 
gentes composées  de  termes  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs (99). 

Développement  de  Z(i  — x). 

236.  Une  marche  toute  semblable  à celle  qui  précède  donne 
d’abord 

— /(l  — A’)  = 


•]/  ( ) étant  une  fonction  qui  a pour  dérivée  — — > et  qui  s’an- 

nule avec  a;. 

En  second  lieu , si  x varie  de  o à i — a,  a étant  une  fraction 
aussi  petite  qu’on  le  veut,  on  aura 


I — JC 


> O, 


< 


JC" 


I — a 


1 


OU 

Par  suite, 


■y(x)>o, 


iJIH  I 


(l  -«)(«  + !) 


La  variable  x étant  inférieure  à l’unité,  la  fraction  , 

(>-«)(«  + >) 

diminue  indéfiniment  lorsque  n augmente.  Donc  }(x)  jouit  de  la 
même  propriété;  et,  par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  o et  i — a,  incliLsivemcnt , 


= ^ + + (*).  (B) 

237.  Les  équations  (A)  et  (B)  peuvent  servir  à calculer  les  lo- 
garithmes népériens  des  nombres  compris  entre  o et  -i.  Par 
exemple,  si  l’on  suppose  x = i dans  (A),  on  obtient 


• • ) 


(*)  I.a  formule  (B) , obtenue  en  supposant  x < i , subsiste  pour  x — i ; 
car  cette  dernière  hypothèse  rend  infinis  les  deux  membres. 
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seulement,  les;  séries  (A)  et  (B),  même  quand  elles  sont  appli- 
cables, sont  peu  convergentes;  et,  d’un  autre  côté,  il  est  essen- 
tiel d’obtenir  des  séries  qui  permettent  de  calculer  les  logaritlimes 
des  nombres  entiers.  C’est  à quoi  l’on  parvient  par  le  procédé 
suivant.* 

Calcul  des  lograrithines  népériens. 


238.  Si  l’on  ajoute  membre  à membre  les  égalités  (A)  et  (B), 
on  obtient,  à cause  de 


/ ( I -t~  ) — ^ ( ï — -e  ) = I 


I -|-  X 
I — .r 


= 2 


l’osons 

nous  aurons 
puis 


1 4-  _ f‘+P. 

I — X n ' 

2 X U 

— =z  X — i ; 

2 2 « -I-  P 


ou 


Cette  nouvelle  formule  sert  à calculer  le  logarithme  népérien 
d’un  nombre  entier  « 4- /?,  quand  on  connaît  déjà  le  logarithme 
de  n.  Si  l’on  suppose = i,  elle  se  réduit  à 


l[n  4-  i)  = /«  -I-  2]  — ! 

L 2 rt  4- 1 


3(2«  4-  if 


239.  A cause  de  /.  i =r  o,  la  relation  (D)  donne,  de  proche  en 

proche,  /.2,  /.3,  /.4 

Par  exemple, 

/.2  = 2|^-4-— 4-_4-  — 4-...J. 

2i0.  Il  est  facile  d’obtenir  >ine  limite  supériiuire  de  l’entMir  hl 
<jiie  l’on  commet  en  prenant  .seulement  les  / premiers  termes  de 
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la  série  D.  En  effet,  on  a d’abord 


et,  par  conséquent, 


+ 


(a/+3)(2//  + i) 


Ji+i 


E< 


{■i.i  -f-  i)(2rt 

OU  E 


1 + 


(2«4-i)’  (2 

I 


(2/  + l)(2rt  + l)’‘+' 


I — 


OU  enfin, 


(2//  + l)= 


E< 


2rt(2«  + l)(2/  4-  l)(2/î  -|- 

Par  exemple,  si  l’on  se  borne  aux  quatre  premiers  termes  dans 
le  développement  de /. 2 indiqué  ci-dessus,  on  commet  une  erreur 


moindre  que 


Pour  obtenir  ce  degré  d’approximation  au 


78732 

moyen  du  premier  développement  (142),  on  devrait  employer 
78731  termes. 

241.  Problème.  — Calculer  directement  le  logarithme  d^un 
nombre  donné. 

Si , dans  la  formule 

, I -f-  X r 1 

+ + -”J’ 


on  pose 
on  aura 


I -i-  a:  n 

I — X I ’ 


Par  exemple , 
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Calcul  du  module. 

24i.  Le  mothiUt  M des  logarithmes  vulgaires  a pour  valeur  t— 

/.  10 

(136).  Pour  le  calculer,  il  est  donc  essentiel  de  connaître  le  loga- 
rithme népérien  de  10.  Or,  L 10  = /.a  4-  /.5, 


donc 


/,5  — /.4-l-2r-  + = — 5 + -Z — j 4- ...  1 

L9  3.9^  5.9'  J 

;.4  = w.,=,4[5  + 3A 


.3’  ’ 5.3‘ 


1 


ou  encore 


^.10  j,4-g 

ire 

/.lo  = al" I 4-^-1-.^ 

L 3.9  5.9 


7-9  9-9 


■] 


“1“  2 r — |-  - — J 4-  T — ; “t 7 4”.  • .*]• 

L9  3.9"  5.9=’  7.9’  J 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

/.  10  = 2 , 3g2  585  092  994  045, ...  ; 


et,  par  suite, 


M = 0,434  294  481  9o3  25i  . . . 


Calcul  des  loB^arithmes  vulgaires. 

243.  En  multipliant  par  le  module  les  deux  membres  de  l’éga- 
lité (D),  on  obtient 

lo«(”  + .>  = '»«''  + *“[îïïT7  + 3(î7rFÏÏ-'^'--} 

Cette  nouvelle  formule  est  l’une  des  plus  commodes  dont  on  puisse 
faire  usage  pour  construire  une  Table  de  logarithmes  de  Briggs, 
analogue  à la  Table  de  Gallet.  La  formation  d’une  pareille  Table 
est  bien  plus  rapide  que  celle  d’une  Table  de  logarithmes  népé- 
riens. En  effet,  si  l’on  a calculé  les  logarithmes  vulgairrs  des 
nombres  compris  entre  lo"*'  et  10'’,  on  aura  immédiatement  les 
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logarillimos  de  tous  les  nombres  inférieurs  à lo'’  En  outre,  la 
eonvert;ence  de  la  série  (E)  augmente  si  rapidement  avec  n,  qu’on 
peut  souvent  réduire  cette  série  à son  premier  terme.  Par  exemple, 
si  n surpasse  loooo,  on  aura  (240),  à cause  de  aM  < i,  et  en 
supposant  f = i, 

E< î ; 

I aooooo.  10  000.20  001 


ou,  à plus  forte  raison, 

E<-^ ^ 

244.  Proportion  logarUhnütjue.  — On  admet  ordinairement  que, 
passe  une  certaine  limite,  les  diffèrenees  entre  les  nombres  sont 
sensiblement  projmrtionnellcs  aux  dijférences  entre  les  logarithmes 
de  ces  nombres  {B.,  Alg.,  199).  Cette  proposition  résulte  immé- 
diatement de  ce  qui  précède.  En  effet,  si  l’on  réduit  la  série  (E) 
à son  premier  terme,  on  a 

log («  4- 1)  — log « = 2M  — î- — 

” ' 2 //  4- 1 


On  aurait  do  même , en  désignant  par  k uno  fraction  propre- 
ment dite, 

log(rt  -4  / ) — logn  = 2M — 

' 2 « -f-  A' 


Par  suite. 


log(/i4-<^  ) — log«  _ ^ a k 
log(rt -1- i)  — log«  ~ 2 «4-1 


Mais  le  nombre  n étant  très-grand , la  fraction 
égale  à l’unité;  donc,  à fort  peu  près, 


2 « 4- 
2/14-1 


est  presque 


log(/i  4-  ^ ) — log/?  k 
log(//  -M)  — log//  ~ T' 

245.  Remarque.  — On  a , rigoureusement , 

log(/î  4-  4)  — log/î  — A[log(//  -H  i)  — log//] 
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donc  l’erreur  résultant  de  la  proportion  ci-dessus  est 

L 2 « + A-  3 \2  « -+-  A-  / J 

— 2M  r — h r-j — ^i:~r3+-  • T 

|_2/i-t-i  3 (a/l -H  i)’  J 

Tous  les  termes  de  la  première  série  sont,  à l’exception  du  pre- 
mier, inférieurs  à ceux  qui  leur  correspondent.  Par  conséquent 
on  aura,  presque  toujours, 

k[,-k) 


e > O,  e < aM 


c’est-à-dire 


[■in-^k)  (a/l  4-  0’ 


développement  de  are  tang  x. 
2t6.  La  fonction  arc  tangx  a pour  dérivée 


I 4- 


Or 


-r  = 1 — x‘  x'  — X®  + . . . ± ^ 

r»*  * 


donc,  en  désignant  par  ?(x)  une  fonction  qui  s’annule  avec  x et 


qui  a pour  dérivée 


1 -i-  x^ 


or’  . .r» 


arc  tang  .t  = x — ...=fc 


a/l  — I 


4:?(J^).  (l) 


On  trouve  ensuite . en  raisonnant  comme  dans  les  n“*  23  i et  236, 


ÿ(x-)>o,  î-(x)< 


a/l  -|-  I 


Si  donc  X est  compris  entre  -|- 1 et  — i , inclusivement,  lim  ^ (x)  = o, 
et  ^ J' 

arctangx  = x — ô-  + -f h....  (A) 

3 ^ 


(*)  Le  lecteur  qui  voudra  étudier  complètement  la  question  relative  à 
l'erreur  provenant  de  la  proportion  logarithmique , pourra  consulter  une 
Note  insérée  par  M.  Vincent  dans  l’Algèbre  de  M.  Bourdon. 


I. 


i3 
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Calcul  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

2i7.  La  série  (A)  et  celles  que  l’on  en  déduit  servent  à calcu- 
ler, avec  une  approximation  indéfinie,  le  nombre  incommensu- 
rable TT  (*). 

1°.  Si  l’on  suppose  d’abord  x = on  aura 

* TT  I . I I I , . 

7=1  — ô “i"  c 1 ••••  (0 

4 3579 

Cette  série,  très-peu  convergente,  est  attribuée  à Leibnitz. 

-U  I — XY 

2".  Soit  7 = arc  tangx-l- arc  tang r = arc  tang  — ; on  aura, 
4 " ^ ”1“  J’ 

à cause  de  tang  7 = 1, 

4 


— xy  = X r. 


Pour  satisfaire  à cette  équation  indéterminée , on  peut  prendre 


.r  = ^,  r = ^-  Par  suite, 


L+_! L+..  \ 

4 \2  3.2^^5.2‘  7-at’  J 

(3  ~ 5T3‘ ~ ■ 


(2) 


Cette  nouvelle  formule,  qui  donne  le  nombre  n par  la  somme  de 
deux  séries,  est  déjà  beaucoup  plus  commode  que  la  formule  (i). 

3°.  Désignons  par  a l’arc  dont  la  tangente  est  Nous  aurons 
2 /5 


tang  2 2 = 


I 


— , tang4a  = 
12 


_ 1 20  _ I 
1 “ 119  ~ * ■^77^' 


144 


Cette  dernière  fraction  étant  Jort  petite,  l’arc 4 a surpasse  7 d’un 

4 

très-petit  arc  ^ déterminé  par 

tang  4 « — 1 _ 


tang  P 


I 

”9 


I -+■  tang4  a 


! + ■ 


120 


I 

239 


(*)  Lambert  a démontré  le  premier  celle  incommensurabilité  {Géomé- 
trie de  Legendre,  Note  IV). 
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Mais  ^ = 4 » — ^ — 4 arc  tang  ^ — arc  lang  ^ 
donc , |>ar  la  série  ( .\  ) , 

(^239  3.239^  5.239*  ‘‘0  1 

De  celte  dernière  formule,  due  au  géomètre  anglais  Machin , on 
a conclu  la  valeur  de  tt  avec  100,  200  et  enfin  53o  chiffres  déci- 
maux {*). 

EXERCICES. 

I.  Démontrer  que 

, Il  II 

i.'i  — — I 5 -i-  5 — j + - — f +. . . , 

2 2.2’*  3.2*  4-''i 

'-5[^jGy+Kiy-iGy--]’ 

II.  Démontrer  que 

III.  Développer  / — — -,  et 


I — J?  -f-  ,r’ 


I — -H  ,r‘ 


IV.  Conclure,  du  premier  développement,  une  valeur  de  /.2. 

V.  Vérifier  les  valeurs  suivantes  : 


^ 19  ^ 3.3ÜI  ^ 5.3G1’ 


3.25  ' 5 


(*)  Ln  dernier  calcul,  plus  pénible  qu'utile,  a été  effectué  par  M.  IV. 
Shanks. 
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+ ^ 0"^  OëT  + "^- • •)  ■ 


VI.  Démontrer  la  formule 


/x  = - [/(x  + 1)  4- — i)] 


[ax’ — I 


3(ax^  — i)’  5(a 

VII.  En  partant  de  la  relation 

I 


itiy +•••]• 


arc  tang  - = arc  tang  — — , + arc  tang  — ; — jr  ? 

° P ° P -\-(i  ° P +d' 

dans  laquelle  dd'  = p^  + i,  vérifier  les  valeurs  suivantes  : 

7T  . I I , I . ï 

7 = arc  tang  7 4-  arc  tang  -=  4-  arc  tang  - 4-  arc  tang  ^ ^ 
4 J 5 ' 7 ° 


7 = 5 arc  tang  - 
4 7 


a arc  tang  -7  ■ 
ao 


a arc  tang — 

■ ao57 


CHAPITRE  XVI. 

PRINCIPES  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Préliminaires . 

248.  Après  la  disparition  des  dénominateurs  et  des  radicaux , 
toute  équation  algébrique,  à une  seule  inconnue,  pourra  être  ré- 
duite à la  forme 

A,.r'" 4 A,  x“-'  -4-  Aj.r"'-’  4-. . .+  A„_,  x + A,„  = o : 
m est  un  nombre  entier  ; A„ , A, , A, , . . . , A,„  sont  des  coefficients 
donnés , que  nous  supposerons  réels  ou  de  la  forme  a + / — i . 
Ordinairement,  on  divise  tous  les  termes  par  le  coefficient  de.r"', 
ce  qui  revient  à supposer  A,=  i.  Pour  abréger,  nous  représente- 
rons dorénavant  par  /(x)  = o l’équation  ainsi  simplifiée. 
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2A9.  Théorème  fondamental.  — Toute  équation  algébrique, 
/*(x)  = O,  à coefficients  réels  ou  de  la  forme  « + ^ y/—  i,  admet 
au  moins  une  racine  de  cette  forme  ( * ). 

250.  Leaime.  — reste  de  la  division  et  un  polynôme  entier 
y*(.r),  par  un  binôme  .r  — a,  est  égal  à f [a)  (H). 

251 . Corollaire.  — Suivant  que  a est  ou  n'est  pas  racine  de 
y (.r  ) = o , f [x]  est  ou  n'est  pas  divisible  par  x — a, 

252.  Lemme.  — Le  premier  membre  cFune  équation  algébrique 
du  degré  m , dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  est  i , 
est  égal  au  produit  de  m facteurs  binômes,  de  la  forme  x — a , 
X — b^  X — c,  . . X — 4',  X — /. 

Soit  A,.r™“‘ -I- . .+ A,„  = O 

cette  équation.  D’après  le  théorème  fondamental , elle  admet  au 
moins  une  racine  a.  Appelant /(.r)  le  premier  membre,  nous  au- 
rons, parle  corollaire  précédent, 

f[x)  = [x  - a)f{x). 

L'équation  /,  (x)  = o,  du  degré  m — i,  a au  moins  une  racine  /;; 
donc 

ffx)  = {x-b)f,{x). 

En  continuant  de  la  même  manière , on  arriverait  évidemment  é 

et  enfin  à (x)  = .r  — /; 

d’où,  on  remontant  ou  en  multipliant  membre  à membre, 
y(.r)(—  [x  — a)  [x  — b){x  — c) . . .(x  — / ) (a:  — /). 

233.  Théorème  II.  — Toute  équation  algébrique  du  degré  m 
admet  précisément  m racines.  En  effet,  le  produit /(.r)  s’annule 
si  l’on  donne  à x une  quelconque  des  valeurs  a,  b,  c,...,  /,  /,  et 
il  ne  s’annule  pas  si  l’on  donne  à x toute  autre  valeur  {**). 

234.  Remarque.  — Si  quelques-uns  des  facteurs  æ— w, 

(*)  Pour  nous  conformer  h Vesprit  du  Programme,  nous  admettrons 
ce  théorème,  bien  qu’il  en  existe  un  grand  nombre  de  démonstrations. 
Les  plus  remarquables  sont  celles  de  Mourey,  Gauss  et  Sturm. 

(**)  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  soit  nul,  il  faut 
et  il  suffit  qu'un  de  ces  facteurs  soit  nul  (153). 

|3. 
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,r  — ,r  — A,  X — l sont  égaux  entre  eux,  on  dit  que  l'é- 

quation f[x)  — O a des  racines  égales  ou  des  racines  multij/lcs. 
Par  exemple,  rérjuation 

( ,r  — i)’  (.r  -I-  i)*  (,r  — 2)*  = o 


a trois  racines  égales  à 1 , deux  racines  égales  à — i , et  quatre 
racines  égales  à 2. 

255.  Théorème  III.  — Toute  équation  algébrique , h coefficients 
réels,  qui  admet  une  racine  imagi/unre  a -h  ^ ^ — i , admet  aussi 
la  racine  conjuguée  a — [î  y/  — i . 

Dans  le  polynôme  f{x)  remplaçons  par  a + ji  — 1;  nous 
aurons  (221) 

y(a-(-^y/_  i) 


ou , en  représentant  par  A et  B des  quantités  réelles  qui  ne  con- 
tiennent aucune  puissance  impaire  de  p , 

/(«  + ? v/— i)  = A 4-B^V^— I.  (i) 

Si  nous  changeons  ^ en  — les  quantités  A et  B né  changeront 
pas;  donc 

/(a  — fi  y/— l)  = A — Bf>  V"'—  (’-  ) 

Cela  posé,  si  a fi  y/—  i est  une  racine  imaginaire  de  l’écpialion 
/(,r)  = 0,  on  aura  séparément,  d'après  la  relation  (i) , 

A = O,  B = O. 

Par  suite, 

A — B^y/— ï = o,  ou  f[x  — — i)=o. 


256.  Remarque.  — Si /(x)  avait  des  termes  imaginaires,  les 
fonctions  désignées  par  A et  B cessant  d’ôtre  réelles,  l’ériuation 
/(a  4-  y/—  i)  = O ne  se  décomposerait  plus  en  A = o et  B = o. 
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Par  suite,  le  théorème  ne  subsisterait  pas  nécessairement  {*). 

257.  Corollaire.  — Les  racines  imaginaires  (Cane  équation 
algéhriqtu;  à coefficients  réels  sont  en  nombre  pair. 

258.  Théorème  IV.  — Le  premier  membre  (Cane  équation  algé- 
brique, a coefficients  réels,  est  égal  au  produit  (P autant  de  facteurs 
réels  du  premier  degré  que  P équation  a de  racines  réelles , et 
fP autant  de  facteurs  réels  du  second  degré  qtPclle  admet  de  couples 
de  facteurs  imaginaires. 

Nous  savons  que  a,  b,  c,  ...,  Â,  l étant  les  racines  de  l’équa- 
tion f(x)  = O, 

f{.v)  = (.r  — a)  (.r  — b) . . . (.r  — l ) (x  — l)  (“). 

Si  a et  b sont  deux  racines  imaginaires  conjuguées , le  produit 
{.c  — a){x  — b)  prend  la  forme 

(.r  — a— ^V  — 0 (-f  — 

on  sorte  qu’il  se  réduit  à la  quantité  réelle  (x  — a)’-f-  6';  etc. 

Composition  des  ooeilioients. 

2.59.  Théorème.  — Dans  toute  équation  de  la  forme 

A,„=  O : 

I®  /c  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  h la  somme  des 
racines,  prise  en  signe  contraire-,  2°  le  coefficient  du  troisième 
terme  est  égal  à la  somme  de  leurs  produits  deux  a detuv,  etc.; 
3“  enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  racines,  ou  à 
ce.  produit  pris  en  signe  contraire,  suivant  <ptc  le  degré  m est 
pair  ou  impair. 

a,  b,c ,...,  k ,l  étant  les  racines , le  produit 

(x  — rt)  (.r  — . .(x  — X-)  (x  — /), 


(")  On  aurait  tort  d'affirmer  qu’une  équation  à coefficients  imagi- 
naires n’a  pas  de  racines  conjuguées  : l'équation 

jr‘-+-(a  — \j  — i)x*— 2(3  — V'—  i)x-t-a(/|  — v^—  1)  = O 

est  vérifiée  par  x =;  i ± — i. 

(’*’*)  Le  coefficient  du  premier  terme  est  toujours  supposé  égal  à l'u- 
nité. Cette  observation  est  faite  une  fois  pour  toutes. 
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ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  i’,  doit  être  iden- 
tique avec  le  premier  membre  de  l’équation.  Or,  si  l’on  désigne 
par  S,  la  somme  des  racines,  par  S,  la  somme  de  leurs  produits 
deux  à deux,  etc. , on  a (120 ) 

[x  — rt)  (.r  — b)  . . . (,r  — /■)  (,r  — l) 

= .r-  - S.  .r»-'  4-  S,  .r”-  - S,  .r"'-  + • . . + S,„_,  zh  S,„  ; 
et,  par  suite, 

A,  = — S,,  A,=  S,,  A3  = — S3,...,  A„_,  = zfS„_,, 

A„,=  ± S„,. 

260.  Remarque.  — Les  relations  précédentes,  étant  symt- 
triqiu's  par  rapport  aux  différentes  racines,  ne  peuvent  pas  servir 
à déterminer  une  de  ces  racines  en  particulier.  En  effet,  si  l’on 
pouvait  conclure  de  ces  relations  une  équation  donnant  a,  cotte 
équation  ne  différerait,  que  par  un  changement  de  lettre,  de  l’é- 
quation qui  donnerait  i,  de  celle  qui  donnerait  c,  etc.  Autrement 
dit,  toutes  ces  équations  seraient,  sauf  le  changement  de  x en  a, 
b,  c, . . . , l’équation  proposée.  Un  calcul  très-simple  conduit  à la 
même  conséquence.  Prenons,  pour  fixer  les  idées, 

a b c fl  ~ — A,, 
ab  ae  ad  -‘r  bc  -\-  bd  4-  fd  = A^ , 

abc  4-  ^l^d  -t-  acd  4-  bed  = — A. , 
nbed  = A4 

puis,  afin  d’éliminer  b,  c,  d,  ajoutons  ces  équations  membre  à 
membre  après  avoir  multiplié  les  trois  premières,  respectivement, 
par  — fl’,  4-  fl’,  — a;  nous  obtiendrons 

— fl*  = A,  fl’  4-  Aj  fl’  A,  fl  4-  A< , 

ou  fl*  — 1“  A,  id  -f-  Aj  fl’  4“  Aj  fl  4“  A,  “ o. 

Continuité  de*  fonctions  entières. 

261 . Problème  I.  — Étant  donné  un  jmlynômc 

A,,r"'4-A,x”‘-‘-4...4- A,„, 

trouver  une  valeur  positive  de  x à partir  de  laquelle  le  polynôme 
ait  le  signe  de  son  premier  terme,  et  croisse  indéfiniment  avec  x 
(en  valeur  absolue). 
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Représentons  par/(x)  ce  polynôme,  et,  pour  plus  de  simpli- 
cité, supposons  que  le  coefficient  A„  soit  positif;  s’il  était  négatif, 
on  appliquerait  à [ — la  solution  suivante. 

Cela  posé , il  peut  se  présenter  deux  cas  : 
i“.  Si  f{jr)  a tous  ses  termes  positifs,  chacun  d’eux,  à l’excep- 
tion du  dernier,  croît  indéfiniment  avec  x,  à partir  de  æ-  = o. 
Cette  dernière  valeur  satisfait  donc  à la  question. 

2°.  Si  /(.r)  a des  coefficients  négatifs,  appelons  — N le  plus 
grand  d'entre  eux , en  valeur  absolue , et  remplaçons  tous  les 
autres,  le  premier  excepté,  par  — N.  Nous  aurons  évidemment, 
pour  toute  valeur  positive  de  x, 

/(x)  > A,x™  - N{x"-' -f- X -h  i). 

Par  conséquent , dans  l’énoncé  du  problème , nous  pouvons  rem- 
placer le  premier  polynôme  par  le  second. 

Or,  l’inégalité 

AjX“ — + . .4-.r+ i)  > O (i) 

.3/” I 

équivaut  à A„.r“  — N — >0, 

X — I 

ou  encore,  à 

.r"[A.(x-i')-N]4-N  ^ ^ ^ ^ 

On  satisfait  évidemment  à cette  nouvelle  relation,  en  prenant 

De  plus,  en  mettant  le  premier  membre  de  l’inégalité  (i)  sous 
la  forme 

(,ï 

on  voit  que  ce  premier  membre  croit  indéfiniment  avec  .r,  au 

N 

moins  à partir  de  x = i 4-  — • Celle  dernière  valeur  résoul  donc 

^0 

le  problème  proposé. 

2G2.  Remarques.  — I.  Pour  rendre  le  résultalde  la  subslitulion 
supérieur  à un  nombre  donné  P,  il  suffit  de  ren1plaoer/(x)  par 
f(x)  — P,  ou  — N par  — (N  4-  P).  Par  conséquent, 


Digitized  by  Google 


ALGEBRE. 


i54 

Etant  (lounà  un  polynôme  A„.r"’+  A,.r’"‘'+. . .-h  A,,„  on  peut 
toujours  trouver  une  valeur  positive  de  ,v  assez  grande  pour  tpœ  le 
résultat  de  la  suhslltution  surpasse,  en  valeur  absolue,  un  nombre 
donné  (piclconque . 

II.  Un  polynôme  A,x"‘-1- + -|-A^,  de  degré  pair, 

prend  le  signe  du  coefficient  de  son  premier  terme,  quand  on 
attribue  à la  variable  des  valeurs  suffisamment  grandes,  positives 
ou  négatives.  Mais  si  le  polynôme  est  de  degré  impair,  il  prend 
le  signe  du  coefficient  de  son  premier  terme  ou  un  signe  contraire, 
suivant  que  F on  attribue  à x une  très-grande  valeur  positive  ou 
une  très-grande  valeur  négative  (*). 

263.  En  indiquant  la  solution  précédente,  nous  voulions  prin- 
cipalement faire  voir  qu’il  est  possible  de  satisfaire  à l’inégalité 
/(x)  > O par  une  valeur  positive  de  x.  La  considération  des  dé- 
rivées permet  de  résoudre  le  problème  d’une  manière  beaucoup 
plus  satisfaisante.  En  effet,  une  fonction  étant  croissante  quand  sa 
dérivée  est  positive  il  s’ensuit  que  si  Uon  peut  trouver  une 

valeur  A de  x qui  rende  f (x)  positive,  et  à partir  de  laquelle  la 
dérivée  J '{x)  reste  positive,  la  fonction  f{x)  restera  positive  h 
partir  de  x = 1.  De  même,  pour  trouver  une  valeur  de  x à partir 
de  laquelle  la  première  dérivée  reste  positive,  il  suffit  d’en  cher- 
cher une  à partir  de  laquelle  la  deuxième  dérivée  reste  positive. 
Et  ainsi  do  suite.  En  résumé,  si  un  nombre  \,  substitué  à x, 
rend  positives  f[x)  et  toutes  scs  dérivées,  cette  fonction  restera 
positive  à partir  de  x = 

En  outre,  le  polynôme  f{x)  croîtra  indéfiniment  avec  x,  à partir 
de  cette  mémo  valeur. 

En  effet,  remplaçons  x par  /-+-/<,  h étant  positif;  nous  aurons 
/(>■  + /O  =/(>.)  + +• . •+ A./r. 

(’)  Ce  résultat  s’énonce  quelquefois  par  les  formules  suivantes,  dans 
lesquelles  J'  représente  le  polynéme: 


lO. 

A>  0, 

m pair^ 

jr  = ± oc  , 

X = 

-t-w, 

a». 

A>o, 

m impair, 

( X = -Hcc  , 

) X — — 00  , 

X = 

y =. 

-t-oo  , 

— 30  , 

a". 

A < 0, 

m pair, 

X — z!z  'X  , 

r = 

— 00  , 

/,«>. 

A <o, 

m impair, 

i X =-+-oc  , 
1 r = — X , 

Il  1! 

— 30, 
-e  30  . 
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Or,  dans  le  second  membre , tous  les  coefficients  sont  positifs  ; 
donc , etc. 

Pour  obtenir  on  part  de/’"'‘(x),  et  on  cherche  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  rende  positive  cette  fonction  (*  ).  Si  ce  nombre, 
substitué  dans/""' (x),  donne  un  résultat  négatif,  on  l’augmente 
d’une  ou  de  plusieurs  unités.  On  continue  de  la  même  manière,  en 
remontant  jusqu’à/(x).  11  est  évident  que  Von  n’a  jamais  besoin 
(te  revenir  sur  les  essais  déjà  tentés. 

264.  .Application.  — Soit 

f[x)  = — .r’4-  8.r’ — iG.r  — ffi). 

La  première  méthode  donne  ^ -I-  i = 1 1 . 

Pour  appliquer  la  seconde , formons  les  polynômes 
f'{x)  = 3oor^-l-  gGjr’ — iGo:  — iG, 

f(x) 

= 6ox^+  i44-^ — 3a:  -|-  8, 

— = Goo-^  + q6  o:  — I . 

1.2.3 

Ces  trois  dérivées  sont  positives  pour  æ-  = i ; mais,  si  l’on  rem- 
place .r  pari  dans/(o:),  on  trouve  un  résultat  négatif.  Pour  .r  = 2, 
le  résultat  est  positif.  On  peut  donc  prendre  a = 2. 

265.  Problème  IL  — Étant  donné  un  polynôme 

trouver  une  valeur  positive  de  x telle,  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution ait  le  signe  du  premier  terme,  et  soit,  en  Videur  absolue , 
in  férieur  à un  nombre  donné  lî. 

En  posant  x = on  devra  satisfaire  aux  deux  inogalilés 


A A 
— -1-—^  -A- 

—m  ' * • 


^ 


-f-. 


^ <-î; 


(0 

(^) 


(*)  On  peut  même  prendre  pour  point  de  départ  la  première  des  dé- 
rivées qui  présentent  une  seule  variation. 
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ou,  puisque  z-  est  positif,  à ces  deux-ci: 

O.  (3) 

-îs"-'’-  (A„3"4-  A.  is"-'  ^ . . . + A^)  > o;  ^4  ) 

c’est  à quoi  l’on  parviendia , dans  chaque  cas  particulier,  en  appli- 
quant l’une  ou  l’autre  des  solutions  du  premier  problème. 

206.  Applications.  — 1.  Trouver  une  valeur  jMtsitive  de  x satis- 
faisant aux  deux  conditions 

•r*  + 8 x'  — 7 .r^  — i ï -f-  24  x'  — 1 5o  x^  > o, 

.r^-t-  8.r*  — 7-r*  — 12 24.^:’  — ■<  0,01. 

Les  inégalités  (3)  et  (4)  deviennent 

z'  -i-  8 z‘  — 72’  — 1 2 z’  -i-  24  Z — 1 5o  > O,  {a) 

0 , 0 1 . Z*  — ( z^  -|-  8 z^  — 72"  — 1 2 z^  4-  24 Z — 1 5o ) > O.  [b) 

On  satisfait  à la  relation  {a)  par  z “ 3,  et  à la  relation  (i), 

par  z ~ 6.  Par  conséquent,  pour  résoudre  la  question  j)roposée, 

il  suffit  de  prendre  x ~ i- 

II.  Trouver  une  valeur  négative  de  x qui,  substituée  dans  le 
polynôme 

— 2 .r‘  — 7 4-  1 2 JT®  -I-  4 r’  — 24  .ï’*, 

donne  un  résultat  négatif  inférieur,  en  valeur  absolue,  à 0,01. 

Changeant  jr  en  — x\  on  devra  satisfaire,  par  une  valeur  po- 
sitive de  x\  aux  deux  inégalités 

— 2x”  7.r'® -I-  i2.r'*  — 4'^”  — 24  < O, 

— 2 x'*-l-  7j:'®-f-  i2x'® — ^x'~  — ■x^x'*'y>  — 0,01  ; 
ou , ce  qui  est  équivalent , à ces  deux-ci  : 

2.r'*  — 7x'®  — 12  4-  4 j:’” -4-  24.^'* > o, 

2x'*  — 7x'®  — I2.r'*  4-  4 'c'’  4-  24-c'*  <C  0,01. 

On  a ensuite,  eu  remplaçant  x'  par 

Z 

22*—  72’ — 12z’4- 4z-t-  24  >0, 

0,01  2"  — (2Z*  — 72*—  12z’4-  42  + 24)  > o. 
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opérant comme  dans  l’exomple  précédent,  on  trouve  entin 


267.  Théorème.  — Toute  fonction  entière  et  rationnelle  iV une 
variable  x est  une  fonction  continue. 

, Soit  y — f[x)  = A„.r"'+  A,æ'"'-‘  . .4-  A„. 

En  premier  lieu,  à toute  valeur  réelle  et  finie  à&x,  correspond 
une  valeur  de  j',  réelle,  finie  et  déterminée. 

D'un  autre  côté,  on  peut  toujours  attribuer  à x un  accroissement 
h assez  petit  pour  que  l'accroissement  correspondant  k de  y soit,  en 
valeur  absolue,  inférieur  à un  nombre  donné. 

En  effet, 

/{■  = /'( .r  ) h + lé  + /iM- . . . + A„  A'". 

Mais  le  second  membre  est  une  fonction  entière  de  A,  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  cette  variable;  donc,  etc. 

268.  Remarque.  — Lorsque  l’accroissement  A sera  suffisamment 
petit,  k prendra  le  signe  de  f'[sc).  Ce  résultat  est  d’accord  avec 
celui  que  l’on  conclut  de  la  théorie  des  dérivées  (182). 

Proposition*  sur  l'existence  des  racines  réelles. 

269.  Lemme.  — Si  deux  quantités  a,  p,  substituées  à x dans 
f{x),  donnent  des  résidtats  de  signes  contraires,  l'équation 
f{  x)  - O a au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  a et  p. 

Soit,  pour  fi.\er  les  idées,  a < ^.  Si  l’on  imagine  que  x varie 
d’une  manière  continue,  depuis  a jusqu’à  p,  f{x)  variera  aussi 
d’une  manière  continue.  Or,  cette  fonction  était  négative  pour 
X — a.  et  positive  pour  x = p,  ou  inversement;  donc  elle  a dû, 
au  moins  une  fois,  passer  par  zéro  (*). 

(”)  On  peut  modifier  un  peu  la  démonstration,  de  manière  à la  rendre 
encore  plus  évidente.  Supposons  /3  >■  a ]>  0 : on  ramène  aisément  les 
autres  cas  à celui-là.  Supposons  en  outre,  pour  fixer  les  idées,y(a)  «Co 
et /(/3)>  o.  Enfin  , soient  P l’ensemble  des  termes  positifs  et  — N l’en- 
semble des  termes  necatifs  de./(x),  de  manière  que  =■  P — N.  Si 
l’on  fait  croître  x d'une  manière  continue,  depuis  a jusqu’à  les  poly- 
nômes P et  N,  dont  tous  les  ternies  sont  positifs,  eroltroni  d’une  nia- 
1.  i/| 
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i70.  Rnnaniuc.  — La  démonstration  précédente  repose  uni- 
quement sur  la  continuité  de  la  fonction  considérée.  Par  consé- 
quent , la  proposition  subsiste  pour  toute  équation  /(x  ) = o,  algé- 
brique ou  transcendante,  dont  le  premier  membre  reste  continu 
entre  a et  p. 

271.  Théorème  I.  — Si  deiur.  quantités  a,  p comprennent  entre 
elles  un  nombre  impair  de  racines  de  V équation  f(a^)  = o,  ces 
deux  qiumtitcs,  substituées  à x dans  f[x),  donnent  des  résultats 
de  signes  contraires. 

Soient  a,  b,  c,...,  g les  racines  comprises  entre  a et  ^ ; soit 
'f  (.r)  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  correspondant  aux 
autres  racines  (2S2);  on  aura 

f{x)  = {x  — a){x  — b)...{x  — g)<^{x), 
puis  /(a)  = (a  _«)(a-^))...(a— 

f(p)  = (P-n)(P-b)...(P-g)^(P). 

Les  deux  quantités  »{a),  (j/([5)  ont  le  mémo  signe,  sans  quoi 
l’équation  <^(x)  = o aurait  au  moins  une  racine  comprise  entre 
a et  P { 269),  el  a,  b,  e,. g no  seraient  pas  les  seules  racines  de 
f[x)  = O,  comprises  entre  ces  mêmes  limites.  D’un  autre  côté, 
les  deux  produits 

[x  — a)(ct.—  b)...(a  — g), 

composés  chacun  d’un  nombre  impair  de  facteui-s,  sont  de  signes 
contraires,  car  les  facteurs  du  premier  produit  sont  positifs,  et 
les  autres  sont  négatifs.  Donc,  etc. 

272.  Tméorè.me  il  — Si  deux  quantités  a,  ^ comprennent  entre 
elles  un  nombre  pair  de  racines  de  V équation  f{x)  = o,  ou  n’en 

nièrc  continue.  Or,  pour  j-  = a , P était  moindre  que  N,  et,  pour  x=  g, 
P est  devenu  plus  grand  que  N.  Donc,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  X,  comprises  entre  a et  /3,  on  a eu  P = N,  ou y(ar)  = o.  Après  avoir 
fait  ce  raisonnement,  Lagrange  ajoute  :«  Comme  deux  mobiles  qu’on 
suppose  parcourir  une  même  ligne  dans  le  même  sens,  et  qui,  partant 
.à  la  fois  de  deux  points  différents,  arrivent  en  même  temps  à deux  autres 
points , mais  de  manière  que  celui  qui  était  d’abord  en  arrière  se  trouve 
cn.suite  plus  avancé  que  Vautre , doivent  nécessairement  se  rencontrer 
dans  leur  chemin.  » 
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aunprcnnent  nucunc , ces  deux  (Hinntités , suhstiluci's  a x danx 
f{x),  donnent  des  résidtats  île  meme  signe. 

La  démonstration  est  semblable  à celle  qui  précède. 

273.  Théobéme  111  (réciproque  des  deux  premiers).  — i“.  Si 
deux  quantités  a,  ^ , substituées  ii  x dans  f[x),  donnent  des  ré- 
sultats de.  signes  rontrnircs,  ces  deux  ijuantilés  eomprennent  entre 
elles  un  nombre  impair  de  racines  de  réquation  f{x)  = o; 

t°.  Si  deux  quantités  a,  p,  substituées  à x dans  f[x),  donnent 
lies  résultats  de  meme  signe,  ces  deux  quantités  ctnnprennent 
entre  elles  un  nombre  pair  de  racines  de  réquation  f [x)  ~ o,  ou 
elles  téen  comprennent  aucune. 

274.  Théorème  IV.  — Toute  équation  algébrique,  de  degré  im- 
pair, a au  moins  une  racine  réelle,  de  signe  contraire  à son  der- 
nier terme. 

Sfut  d'abord  l’équation 

/(x)  = x”-)-Bx"''  4-...-|-S.r  — T = o, 

dans  laquelle  le  dernier  terme  est  négatif. 

Si  l’on  donne  à x la  valeur  zéro  et  une  valeur  positive  À sufli- 
samment  grande,  le  résultat  de  la  substitution , d’abord  égal  à — T, 
devient  ensuite  positif  (262  ).  Donc  l’équation  a au  moins  une  racine 
comprise  entre  o et  >. 

Même  démonstration  dans  le  cas  où  le  dernier  terme  est  positif. 

275.  Théorème  V.  — Toute  équation  algébrique  de  degré  pair, 
dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a nu  moins  deux  racines  réelles. 
Tune  jMsilive,  F autre  négative. 

La  démonstration  est  toute  semblable  à celle  du  théorème  pré- 
cédent. 

276.  Remarque.  — Une  équation  de  degré  pair,  dont  le  der- 
nier terme  est  positif,  peut  avoir  toutes  ses  racines  imaginaires. 
Exemple  : x'  -|-  i = o. 

Théorème  de  Sescartes. 

277.  Lorsqu’une  équation  de  la  forme  ordinaire  a ses  coefficients 
réels,  on  nomme  vrt/7/rt/ort  la  succession  de  deux  termes  désignés 
contraires,  et  permanence  la  succession  de  deux  termes  de  mémo 
signe.  Par  exemple , l’équation  x^  + x'  + 1 x'  — 7 .?•’  — 3 r + i =:  o 
présente  tleux  variations  et  trois  permanences.  Le  théorème  connu 
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sous  le  nom  <le  Règle  des  sig/tes,  de  Descartes,  consiste  en  ce  que 
le  nombre  des  variations  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
ravines  positives.  La  démonstration  de  ce  théorème  résulte , très- 
simplement,  de  la  proposition  suivante  : 

278.  Lemme.  — Quand  on  multiplie  un  polynôme  entier,  ordonné 
suivant  les  puissances  déc/vissantcs  d'une  lettre  x,  par  un  binôme 
.T  — a,  a étant  une  quantité  positive,  le  produit  présente  au 
moins  gne  variation  de  plus  que  le  multiplicande. 

Supposons  que  le  premier  terme  du  polynôme  soit  jf'.  Ce 
terme  commence  un  groupe  de  termes  positifs,  lequel  est 
suivi  d’un  groupe  de  termes  négatifs;  celui-ci,  à son  tour,  est 
suivi  d’un  groupe  de  termes  positifs,  etc.  Enfin,  le  poljTiôme  se 
termine  par  un  groupe  de  termes  tous  positifs  ou  tous  négatifs. 
D’ailleurs , chacun  de  ces  groupes  peut  avoir  un  terme  seulement. 

Cela  posé,  la  multiplication  dont  il  s’agit  peut  être  indiquée 
comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

.r” — P. .. . + Q — R ± S ± T 

X — a 

.r"'-' . . . - P'. . . . + Q . . . . - R'. . . . dt  S'. . . . ± T' 


- P" ...  -G  Q" ...  - R" ...  ± S" T« 

. . - P"'. . . -f-  Q'". . . _ R'". . . ± S'" zpTa. 


1®.'  Dans  le  multiplicande,  la  première  série  de  termes  négatifs 
commence  par  — P ; la  deuxième  série  de  termes  positifs  com- 
mence par  + Q , etc.  Une  dernière  série  de  termes,  tous  de  même 
signe , commence  par  ± S et  se  termine  par  =h  T : ce  dernier 
terme  est  supposé  indépendant  de  x. 

2“.'  La  multiplicalion  par  a;  donne  des  produits  partiels  de  même 
signe  que  les  multiplicandes  correspondants.  Parmi  ces  produits 
partiels,  ceux  qui  proviennent  de  — P,  -t-Q,...,  ±S,  ± T, 
sont  désignés  par  — P',  Q',  • • • , ± S',  ± T'. 

3°.  La  quantité  a étant  supposée  positive,  la  multiplication  par 
— a donne  des  produits  partiels  de  signes  contraires  aux  multi- 
plicandes. D’ailleurs,  les  degrés  de  ces  produits  sont  respective- 
ment inférieurs  d’une  unité  aux  degrés  des  premiers  produits.  Par 
conséquent,  si  le  terme  qui  devrait  précéder  immédiatement  ( — P ) 
ne  man<jue  />ns , ce  terme,  multiplié  par  — a,  donnera  un  produit 
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lifgatif  (—  P’  ),  de  mémo  degré  que  {—  P'  ).  Et  ,v/  ce  terme  mamjite, 
(— P")  sera  remplacé  par  zéro.  Semblablement,  les  termes  qui 
devraient  précéder  (4-Q),  ( — K),...,  (±S),  donneront  des 
produits  (-1-Q''),  {—R"),...,  (±S").  des  mêmes  degrés  (jue 
( + Q'),  (-R'),...,  (±S')  : ces  in-üduils  pourront  d’ailleurs, 
dans  le  cas  d’un  multi})licande  inenmplet,  être  remplacés  par 
zéro. 

4".  Il  résulte,  de  cette  discussion,  que  les  termes  du  produit 
désignés  par(—  P'"),  ( + Q'"),  (—R'"),...,  (±S"'),  ont  préci- 
sément les  signes  des  termes  ( — P ),  ( 4-  Q ) , ( — R ) , . . . , ( rfc  S ) 
qui  leur  correspondent  dans  le  multiplicande.  Quant  aux  derniers 
termes  de  ces  deux  polynômes,  ils  ont  évidemment  des  signes 
contraires. 

5".  Comparons  actuellement  le  multiplicande  et  le  produit  : de 
•r”  à ( — P),  il  y a une.  seule  variation,  et  il  y en  a au  moins  une 
de  à (—  P'");  de  (—P)  à ( + Q) , il  y a une  seule  variation, 
et  il  y en  a au  moins  une  de  ( — P"')  à (-1-Q '),  etc.  Enfin,  de 
( ± S ) à ( ± T ) , il  n’y  a pus  de  variation,  et  il  y en  a au  moins 
une  de  ( ± S"'  ) à ( qr  T « ). 

G“.  Le  produit  présente  donc  au  moins  une  variation  de  plus  que 
le  multiplicande  (*). 

27t).  Théorème  de  Descartes.  — Dans  toute  ctptaüon  complète 
ou  incomplète , le  nombre  des  racines  positives  ne  surpasse  pas  le 
nombre  des  variations.. 

Soient  «,  h,  c,...,  ^ les  racines  positives  d’une  équation 
f{jc)  = O.  Représentons  pas  (x)  le  produit  des  facteurs  corres- 
pondant aux  racines  négatives  et  aux  racines  imaginaires  : nous 
aurons 

f[x)  = -y(.r)  (.r  — a)  (,r  — b)(x  — c)...{x  — g). 

D’après  le  lemme  précédent,  la  multiplication  par  les  facteurs 
successifs  X — a,  .X  — b, . . . , x — g doit  introduire,  à chaque 
fois , au  moins  une  variation  : par  conséquent,  lors  mémo  (pie  (p  (.r) 
aurait  tous  ses  termes  positifs,  le  nombre  des  variations  de  f [x) 

(*)  La  démonstration  suppose  que  le  groupe  qui  termine  le  multipli- 
cande contient  au  moins  deux  ternies:  si  ce  groupe  se  réduisait  à un  seul 
terme,  on  ferait  T = o , et  le  produit  serait  terminé  par  ± Les 

conclusions  précédentes  subsistent  donc  dans  ce  cas  particulier. 
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n-rail  fin  moins  égal  nu  nombre  des  raeines positives  a,  b,  c, . . . , g. 
C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

280.  Corollaire.  — Le  nombre  des  rncines  négatives  d'une 
rrpuition  f(.v)  = o ne  surpasse  pas  le  nombre  des  variations  de 
la  transformée  en  ( — .r). 

On  appelle  transformée  en  ( — .r  ),  l’équation  que  l’on  obtient  en 
changeant  .r  en  (—  .r)  dans  la  proposée.  Or,  les  racines  positives  de 
la  transformée  étant,  abstraction  faite  du  signe , égales  aux  racines 
négatives  de  la  proposée,  le  nombre  des  variations  que  présente 
/ ( — .t')  ne  peut  pas  surpasser  le  nombre  de  ces  dernières  racines. 

281.  Remnrtpie.  — Le  théorème  de  Descartes,  appliqué  à une 
équation  incomplète,  indique  presque  toujours  l’existence  d’un  cer- 
tain nombre  de  racines  imaginaires  (*).  Soit,  par  exemple,  l’équation 

f ( x)  = 2 .d  — .r  -f- 1 = O. 

D’après  le  nombre  des  variations  de  f(x)  et  de/(  — .r),  on 
trouve  que  cette  équation  a au  plus  deux  racines  positives  et  une 
racine  négative  : elle  a donc , au  moins,  six  racines  imaginaires. 

282.  Corollaire.  — Quand  une  équation  /(.r)  = o a toutes 
ses  racines  réelles,  le  nombre  p des  racines  positives  est  égal  nu 
nombre  v des  variations , et  le  nombre  n des  rncines  négatives  est 
égal  au  nombre  v'  des  variations  de  la  transformée  en  ( — x). 

On  peut  d’abord  remarquer  que  la  somme  <■  + v'  de  ces  deux 
nombres  de  variations  ne  surpasse  pas  le  degré  m de  l’équation^ 
En  effet,  si  l’équation  est  complète,  c’est-à-dire  si  f{-r)  renferir.O' 
m 1 termes , la  somme  du  nombre  des  variations  et  du  nombro- 
des  permanences  de  / (.r  ) est  précisément  égale  à m ; mais,  quand 
on  change  .r  en  ( — x ) , les  variations  deviennent  des  jH'rmn- 
nences,  et  réciproquement:  donc,  dans  ce  cas,  (>4-c'=  m.  D’un 
autre  côté,  si  l’on  supprime  quelques  termes  de  /(.r)  les  nombres  e 
et  v'  pourront  bien  diminuer,  mais  ils  n’augmenteront  pas  : donc, 
en  général, 

i’  + e'“w.  (il 

Supposons  actuellement  que  toutes  les  racines  soient  réelles, 

(*)  Cependant  une  équation  incomplète  peut  avoir  toutes  ses  racines 
réelles  : l’équation  x’  — 7Jr-f-6  = o a pour  racines  -+- 1 , 2 , — 3. 
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p-\-n=m.  (ï) 

comparaison  des  relations  (i)  et  (?.)  donne 

(3) 

Or,  P ne  surpasse  pas  n ne  surpasse  pas  e';  donc  p ~ c,  et  n — r'. 
En  outre , e + e'  = m. 


EXERCZCSS. 

I.  Dans  toute  équation  complète , qui  a toutes  ses  racines  réelles, 
le  carré  d’un  coefficient  quelconque  est  plus  grand  que  le  produit 
des  deux  coefficients  voisins  (théorème  de  De  Gim)  (*). 

II.  Si  trois  termes  consécutifs  sont  en  progression  par  quotient, 
l’équation  a des  racines  imaginaires. 

III.  Si  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs  sont  en  pro- 
gression par  différence , l’équation  a des  racines  imaginaires  ( théo- 
rème de  M.  Hermite). 

IV.  Soient  X = o une  équation  donnée,  et  X',  X",. . .,  X^"'^  les 
dérivées  successives  du  premier  membre  : la  différence  entre  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  X , X',  X", . . . , X'"'^  pour  a-  = a, 
et  le  nombre  des  variations  de  la  même  suite  pour  .r  = [3,  n’est 
pas  moindre  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  l’équation  com- 
prises entre  a et  p (théorème  de  Fourier). 

V.  Si  l’équation  /(.r  = o)  a toutes  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales, l’équation  obtenue  en  égalant  à zéro  la  seconde  dérivée  de 

I .... 

V,  '1  a toutes  ses  racines  imaginaires. 


CHAPITRE  XVII. 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS.  - LIMITES  DES 

RACINES. 


283.  En  général,  transformer  f [x]  = o , c’est  chercher  une 
autre  équation , F(.r)  = o,  dorti  les  racines  aient,  acec  les  racines 

(’)  Académie  des  Sciences , 174>. 
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(le  la  pm/xisée,  une  nlation  donnée.  Los  questions  suivantes 
éclairciront  celte  délinition  (*). 

284.  PnoBl-KME  I.  — Multiplier,  pur  un  nombre  donné  k , les 
racines  d’une  équation 

A„  .r™  + A , .i-”'-  ' + A,  .2.-"'-’  -f- . . . + A„_,  ,r  + A,„  = O.  ( i ) 

Y 

Ici,  la  relation  donnée  est  y — kx,  ou  .r  — ’j-  Remplaçant .r  par 

cette  valeur  dans  la  proposée,  on  obtient 

A„i"”+A,/r"-'+A,/V"-’4-. . . + A„_,/^-' r4-A,„4"'  = o.  (-.i) 

On  voit  que  les  coefficients  de  la  transformée  sont  égau.r  à ceux 
de  la  proposée,  multipliés  par  les  puissances  successives  de  k. 

285.  Problème  II.  — Transformer  une  érpiation  (pd  a des  coef- 
ficients fractionnaires , en  une  autre  dont  les  coefficients  soient 
entiers , et  dont  le  premier  terme  ait  pour  coeffiicient  l’unité. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  mettra  la  proposée  sous  la 
forme  (i),  les  coefficients  A,,  A,,...,  A,„  étant  entiers.  Cela 
étant  fait,  l’équation  (*2)  sera  la  transformée  cliorchée,  si  l’on 
peut  disposer  du  nombre  entier  k de  manière  h rendre  divisibles 
par  A„  les  produits  A,  4 , A,  k^,  A.,  4’, . . . , A^  /•■”. 

Soit , par  exemple , 

, t ...  1 <6  , q II 

4.r-' — -25  X*  -1-282:^ +--?-=  O, 

5 20 

ou 

•24  — 1 5o  -f-  1 68  — 32  x’  + 27  .r  -H  U = O.  ( 1 ) 


Posant  .t=j5  on  obtient 

^ 254  4/^  q4‘  ,11/.* 

Les  fractions  k»  ^ étant  irréductibles,  les  coefficients 
4 3 8 24 

4 P k*  4‘ 

de  l’équation  (2)  seront  entiers  si  les  fractions  7)  .7?  — se 

réduisent  à des  nombres  entiers.  On  trouve  aisément  que  la  plus 
petite  valeur  admissible  de  4 est  12.  Par  suite,  la  transformée  de- 


(*)  On  a vu  ci-dessus  (200)  un  cxem))le  île  transforinalion. 
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mandée  est 

ÿ — y 5 y'  -t-  I 0081^  — '1 3o4  '21  528  ) + 1 14  048  = O. 

286.  Problème  III.  — Diniimicr,  d'une  quantité  donnée  //,  les 
racines  d'une  équation  f [jt)  = o. 

Première  solution.  — De.^-=  x — h,  on  conclut  d’abord 

f{h  4- r)  = o; 

puis,  par  le  théorème  de  Taylor, 

/(/,)  +■! /'(/,)  + + ■ . . + TTtrn;;/"  ('->  = ”■  l'I 


Telle  est  la  transformée. 

Seconde  solution.  — Divisons /(x)  par  x — h,  puis  le  quotient 
par  .T  ~ h\  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

/(■r)  = (x  — A)  0, 4-R, , 

Q.=  (•îp  — ^0  + 


dm-.  = { -^  - ^0  0,„+  ; 

les  restes  R, , Rj , . . . , R„ , et  le  dernier  quotient  0„,  ( * ). 
pendants  de  x.  Pour  éliminer  Q, , Qj , . . • , Q,„_, , multiplions  la 
deuxième  équation  par  x — A,  la  troisième  par  (.r  — Ay,  etc., 
puis  ajoutons  membre  à membre;  il  vient 

/(•^)  = 


R,  -i-  R,  ( .2-  - /O  + R3  ...-hK(x-  Ar‘  + 0„,  {x  - A)'"; 

en  sorte  que  la  transformée,  dont  l’inconnue  j)  égale  x — A,  est 

R.  + R. J + Ra .:>■’  + • • • + R»,  + Q». /'■  = o-  ( ^ ) 

287.  Remarques.  — I.  En  comparant  les  développements  (i) 

f"‘  ( A\ 

et  (2),  on  trouve,  à cause  de  — = A„  = 0,„ ^ 

V(4i-R  .^'(*>-11  ■'■'('''-R  4=  R 

/(A)  — R,,  J — Rj,  J ^ ~ 1 .2.3. . . (w— 1) 


(*)  (’.c  dernier  quotient  est  évidemment  le  cocflicieiil  Aj  du  jireiiiier 
terme  de/(x  ). 
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11.  Le  calcul  des  restes  R,,  Rj,  R^,. . .,  R,„  est  très-rapide,  si 
l'on  emploie  le  procédé  indiqué  dans  le  n”  13,  au  moins  quand  la 

quantité  h est  entière.  Si  elle  est  fractionnaire , et  égale  à - ? on 
l)ose 


r = X — 

.T'=q.r, 

U 

.r"=  qy 

d’où 

.r' 

,r  t=  —, 
7 

,r'= 

Ainsi  ; 1°  ort  multiplie  par  q les  racines  de  la  proposée  ; a"  on 
diminue  de  p les  racines  de  la  pivmière  transformée  ; 3"  on  di- 
vise par  q les  racines  de  la  deuxième  transformée. 

288.  Applications. 


1.  a.r' — 7.r''  — 8.r^-|-  5x — i = o,  h — 3. 
Les  divisions  successives  donnent 


a — 1 
a 5 

a 1 1 

a 

La  transformée  est 


— Il  — a8  — 85  = R, , 

4 — i6  = Rj, 

+ 37  = R, , 
-r  17  = 


a/'^-  17  >^4-  37 ji"—  i6j—  85  = O. 

11.  j:‘4-8x® — 2j;-+6x  — 4 = 0,  h = — 

Comparant  avec  les  formules  ci-dessus , on  a 

•r  = , jr'  = ,r"  — a , .r"  = a i". 

«J 

La  première  transformée  est  ( 284  ) 

•r' * 4- a4 — i8x'^4-  i6a,r' — 3a4  = o. 


On  obtient  la  deuxième  par  les  divisions  suivantes , dans  lesquelles 
le  diviseur  est  .r'4-  a : 


I 4-  2a  — 6a 

I 4-  ao  — 102 

1 4-  18 
1 


4-  286  — 896  = R, , 

4-  490  = R, , 
— i38  = R,, 

4-  16  = R,. 
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Kilo  est  donc 

.r"*-4-  i6.r"*—  i38.r'”+  490 .r'-  896  o. 

Enfin,  .i''=  2 J donne 

4 r‘+  32^^ — i38j> ■ + 245  J — 224  = O. 

289.  Problème  IV.  — Faire  disparaître  le  deuxième  terme 
d’une  iupuitioH  x"‘  + A,  + . . . = o , c’est-à-dire  transformer 
cette  éfpuition  en  une  autre  dont  ta  somme  des  racines  soit  nulle. 

Posant  J = X — /î,  et  désignant  par  é,  c,. . . les  racines  de 
la  proposée , on  aura  {«  — - 4 ) 4-  (i  — A)  + (c  — = o , 

ou  ( 2S9  ) — A,  — mh  — o. 

On  tire,  de  cette  équation,  h = — ~ 

Par  suite  r=-r-l-— ■ 

• m 

-Ainsi , pour  faire  disparaître  le  deuxième  terme  (P une  è(piation, 
on  augmente  les  racines  d’une  (piantité  égale  au  coefficient  de  ee 
deuxième  terme,  dieisé  par  le  degré  de  l’étpiation  (*). 

Iiimites  des  racines. 

290.  On  appelle  limites  des  raeines  deux  quantités  entre  les- 
quelles sont  comprises  toutes  les  racines  réelles  d’une  équation 
f{x)  = o. 

291.  Remarques.  — i".  Ordinairement,  ces  deux  quantités 
sont  de  signes  contraires  ; mais  si  l'équation  n’a  pas  de  racines 
négatives,  zéro  est  une  limite  inférieure.  De  même,  si  l’équa- 
tion n’avait  pas  de  racines  positives,  zéro  serait  une  limite  su- 
périeure. 

2“.  Dans  le  cas  général,  si  (— /')  est  une  limite  inférieure, 
(-!-/')  sera  une  limite  supérieure  des  racines  de  la  transformée 
en  (—  x).  Par  conséquent,  la  question  dont  nous  nous  occupons 
peut  être  réduite  à la  recherche  d’une  limite  supérieure  des  raeines. 

(*)  On  .arrive  au  même  n^ultat  en  rfmpla^nt  x par  y -^h  dans  les 
deux  premiers  termes  de  la  proposée,  et  en  développant  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  y.  Ce  second  procédé  peut  servir  bl  faire  dis- 
paraître uu  terme  de  rang  quelconque. 
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3".  / étant  une  liniilo  supérieure  des  racines,  toute  quantité 
plus  grande  sera  également  limite  supérieure  (*). 

4".  Si  le  polynôme  f{jc)  reste  positif  à partir  de  j:  = la 
quantité  ^ est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l’équation 
f(.v)  = O. 

Cette  dernière  remarque  sert  de  base  aux  méthodes  suivantes  : 

292.  1™  MÉTHODE.  — On  obtient  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines en  ajoutant  V unité  au  plus  grand  coefficient  négatif,  pris 
pnsiticement  {**). 

Représentons,  comme  dans  le  n“261,  par  ( — N)  le  plus  grand 
coellicicnt  négatif  de  l’équation  f(æ)  = o,  et  faisons  croître  jc 
indéfiniment , à partir  de  i + K : le  polynôme  f(-r) , positif  pour 
cette  valeur  de  .r,  croîtra  indéfiniment  (261).  Donc,  etc. 

293.  Il'  MÉTHODE.  — On  obtient  une  limite  supérieure  des  racines 
en  extrayant,  du  plus  grand  coefficient  négatif  pris  positivement, 

- une  racine  dont  F indice  égale  C excès  du  degré  de  Céipintion  sur 
-le  degré  du  premier  terme  négatif,  et  en  ajoutant  P unité  à cette 
racine. 

Soit 

/(,r)  = .r"'-4-  B.r"'-'  -j-. . .—  P.r"-'’  + . . ._N.r”-"  + . . U , 


— Px”-''  étant  le  premier  terme  négatif,  et  — N le  plus  grand 
coefficient  négatif.  Des  raisonnements  et  des  calculs  analogues  à 
ceux  du  n“  261  donnent,  successivement. 


/(.r)  > .1^-  - N ( -1- . . . 4-  j;  + , ) , 


— î >0, 

.r  — 1 


[(j  — i) .rP  — N]  + N 


X ■ 


> U, 


(j:— i)' — N>o,  rpf. 

X = ).  = I 4-  ' 


; LA  limite  supérieure  des  racines,  mais 
icines. 


(*)  On  ne  doit  donc  p; 

Lien  : l'se  limite  supérieti 

(**)  Il  est  sous-entendu  que  le  premier  terme  de  l’équation  a pour 
coefTicicnt  riinilc. 
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2D4.  III'  MÉTHODE.  — On  obtient  une  limite  siiperieitee  des  ra- 
cines en  dceomimsant  le  premier  membre  de  Péi/uation  en  jdu- 
sieurs  jxiljnâmes  présentant  chacun  au  plus  une  variation,  et  en 
cherchant  un  nombre  \ qui  les  rende  tous  positi  fs. 

Soient  iji, (æ-),  •••  diflércnts  polynômes, 

dont  la  somme  est  f{-r).  Le  polynôme  Ÿi("f)>  supposti  ordonné 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  .r,  présente  une  seule  va- 
riation. Donc,  par  te  tliéorème  de  Descartes,  s’il  est  positif  pour 
une  valeur  positive  de  x,  il  restera  positif  à partir  de  celle  va- 
leur; etc. 

29Î).  Reinarr/ue.  — Quelquefois,  la  décomposition  du  premier 
membre  peut  être  elTectuée  de  dilférentes  manières,  et  alors  on 
obtient  diflérentes  valeurs  de  >.  Il  est  évident  que  l’on  doit  tou- 
jours choisir  la  plus  petite. 

Si,  par  exemple, 

f{x)  ~ .r' 4- .ir*  — -L X — loooo , 
et  que  l’on  prenne 

<p,(.r)  = .r'-f-.r* — .r^,  Çj(.r)  = .r  — lOooo,. 


on  trouve  ).  = loooo.  Mais,  en  groupant  les  termes  ainsi  : 

( .r*  .r'  — .x*  — I o ooo  ) 4-  .x , 

on  peut  prendre  > = 7. 

2h(>.  IV'  MÉTHODE  (méthode  de  Newton).  — On  obtient  une  li- 
mite siqiérieurc  des  racines  en  cherchant  un  nombre  À qui  rende 
positives  f[x]  et  ses  dérivées. 

En  effet,  le  polynôme  f{x)  reste  positif  à partir  de  .r  = ),  (2G3). 

297/  Application  des  méthodes  précédentes.  — Soit 

f ( X ) = ü .r^  -i-  24  -x*  — x^  4-  8 — 1 0 x — Go.  • 


I.a  première  méthode  donne 


La  deuxième. 

, 60 

4- 1 = II. 

1) 

/ = 1 4-  y/îô  = 5 

Le  troisième  donne 

il 

0 

11 

I. 
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suivant  que  Ton  décora  pose. /(.r)  en 

( 6 + 24  c'  — jc^  ) -\-{S .1'^  — iü.r  — Go ) , 
ou  en  (6.r^  + 24'^’ — •*'' — 6o)  + 8.r’—  i6~c. 

Pour  appliquer  la  dernière  raéthode , formons  les  polynômes 
f'{.r)  — 3o.r*4-  gGaT* — >6.r  — i6, 

— ^ — = 6ot^  -I-  i44-^’  — 3 -I-  8 , 

I .a 

' — ^ ^ = Go  j:’  + 96  X — I . 

Ces  trois  dérivées  sont  positives  pour  x = i ; mais  si  l’on  rem- 
place X par  I dans/(x),  on  trouve  un  résultat  négatif.  On  doit 
donc  prendre  a = a. 

Si  l’on  change  x en  — .r,  on  trouve,  pour  limite  supérieure  des 
racines  de  la  transformée,  a'=  4-  Donc  toutes  les  racines  de  l’é- 
quation proposée  sont  comprises  entre  — 4 et  4-  2. 

EXERCICES. 

I.  Transformer  l’équation 

8x^  — 5x*  4-  3x’  + a4./-’—  yx — i r = o, 

en  une  autre  qui  soit  privée  du  deuxième  terme , et  dans  laquelle 
les  coefficients  soient  entiers , le  coefficient  du  premier  terme  étant 
l’unité. 

Résultat  ; 4-  i4;i^  4-  i 588j>'^  — 455/  — 47  084  = o. 

II.  Transformer  une  équation  dont  les  racines  sont  comprises 
entre  / et  /',  en  une  autre  dont  les  racines  soient  comprises  entre  ~K 
et  À'. 

■ III.  On  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  en  divisant 
chaque  coefficient  négatif,  pris  positivement,  par  la  somme  des 
coefficients  positifs  qui  le  précèdent , et  en  ajoutant  l’unité  à la 
plus  grande  des  fractions  ainsi  obtenues.  ( Règle  de  Brct.  ) 

IV.  On  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  de  l’équation 

x’’'. . .—  Vx-"  P. . .—  Q.r"'-''. . .—  R"'-^  . .=  o, 

en  ajoutant  les  deux  plus  grandes  des  quantités  v^P,  v'Oi  

( Règle  de  Lagrange.  ) 


Digitized  by  Google 


ALGÈBRE.  171 

V,  Pour  obtenir  une  limite  supérieure  des  racines,  on  peut 
diviser  le  plus  grand  coefficient  négatif,  pris  positivement,  parle 
plus  grand  des  coefficients  positifs  qui  précèdent  le  premier  coef- 
ficient négatif,  extraire  du  quotient  une  racine  dont  l’indice  égale 
l’excès  du  degré  du  terme  dont  le  coefficient  a servi  de  diviseur, 
sur  le  degré  du  premier  négatif,  et  ajouter  l’imité  à cette  racine. 
(Règle  de M.Tillot.) 


CHAPITRE  XVIII.  ‘ 

RECHERCHE  DES  RACINES  COMMENSÜRABLES. 


Conditions  auxc|uelles  satisfont  les  racines  entières. 

298.  TiiÉonÈHE.  — i°.  Toute  racine  entière  tt une  équation 

A,.r™-‘-|-Aj.r"‘-’-t-...+  A„=  o (i) 

h coefficients  entiers , dicise  : 

Le  dernier  terme , 

Le  coefficient  de  x augmenté  du  quotient  de  la  première  division , 
Le  coefficient  de  augmenté  du  quotient  de  la  deuxième  di- 
vision , 

Le  coefficient  de  x"'~'  augmenté  du  quotient  de  la  [m  — 1 
division. 

•x°.  Ix  quotient  de  cette  dernière  division  est  égal  nu  coefficient 
du  premier  terme , pris  en  signe  contraire. 

3".  Tout  nombre  entier  qui  jouit  des  propriétés  précédentes  est 
racine  de  réquation. 

Soit  a une  racine  entière  de  l’équation  (i  ).  En  représentant  par 

B„ + B.  .r— ’ 4-  B,  -t- . . .-1-  B„,_, .r  + B„,_, 

$ 

le  quotient  du  premier  membre  par  .r  — a , nous  aurons  (13) 

A,  = B,  — B„rt,  A,=  B.J— B,rt,...,  ) 

Ces  diverses  égalités,  dans  lesquelles  B„,  B, , B,,  . . .,B„,_,  sont 
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évidemment  entiers,  donnent 


= - B.. 


t g 


«1-3  ) • • • ) 


— R R — i- 

„ — -®o  ) “u  “ -^0  ) 


13) 


en  sorte  que  les  deux  premières  parties  du  théorème  sont  dé- 
montrées. 

D’ailleurs,  l’élimination  de  n,  entre  les  équations  (3) , con- 
duit à 


A,„  -I-  A„,_,  « -I-  rt’  4- . . . 4-  A,  «”•  ‘ -I-  Aj  ré"  = O ; 

donc  tout  nombre  entier  qui  satis  fait  aux  conditions  énoncées  est 
racine. 

Recherche  des  racines  entières. 

299.  La  détermination  des  racines  entières  résulte  immédiate- 
ment du  théorème  précédent.  En  effet,  après  avoir  cherché  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  racines  (290),  on 
formera  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  de  l’équation , com- 
pris entre  ces  deux  limites , et  ou  rejettera  successivement  ceux 
de  ces  diviseurs  qui  ne  satisfont  pas  à toutes  les  conditions  indi- 
quées ci-dessus  : les  diviseurs  restants  seront  les  racines  entières 
cherchées  (*). 

Les  exemples  suivants  montrent  suffisamment  la  marche  à 
suivre. 

300.  Applications.  — I.  Trouver  les  racines  entières  de  ré- 
quation 

f(x)  = 4-  4’^  — 5g .r’  — 6i  .r  4-  3o  = o. 

On  peut  prendre  pour  limites  — 7 et  4-  6.  Les  diviseurs  de  3o, 
compris  entre  ces  deux  quantités  sont,  en  excluant  4-  1 et  — 1, 
5,  3,  2,  — 2,  — 3,  — 5,  — 6.  Le  calcul  se  dispose  ainsi  : 


(*)  On  ne  soumet  pas  à ces  essais  les  diviseurs  -h  i et  — i:  il  est  plus 
court,  pour  ceux-ci,  d’employer  la  substitution  directe. 
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Diviseurs. 

b 

3 

•J 

— 3 

- 3 

- 5 

- G 

Quotients. 

G 

10 

i5 

- .5 

— 10 

— 6 

— 5' 

Dividendes. 

— 55 

- 5i 

- /,r, 

- /G 

- 7' 

— Gy 

- CG 

Quotients. 

I I 

- >7 

— 

38 

U 

» 

-h  I 1 

Dividi  ndes. 

- 70 

- 76 

— 82 

— 21 

>1 

» 

- 48 

Quotients. 

- '4 

• 

- 4> 

U 

» 

)l 

-H  8 

Dividendes. 

— lÜ 

)> 

» 

M 

12 

Quotients. 

3 

. 

D 

l> 

» 

— 2 

Les  racines  entières  sont  -4-  5 et  — G.  Le  iiuolient  de  /(.»•)  par 
+ G est , d’après  les  équations  ( 3 ) ( 208  ) , 

— 8 .r’  — 1 1 X + 5. 


De  plus , ce  polynôme , divisé  par  x — 5 , donne  2 x’  -+■  2 .r  — i . 
Donc  f(x)  = (.r  + G)  (x  — 5)  (ax’+  2x  — 1). 

IL  Trouver  les  racines  entières  de  TêqiuUion 
f{x)  = x'  — 4-^*  — loi  i4x’-|-  5o4x  -I-  57G  = O. 

Les  racines  sont  comprises  entre  —9  et  +i3.  En  opérant 
comme  dans  l’exemple  précédent  ( * ) , on  trouve  que  les  racines 
entières  sont  — 8 et  4-  12.  Par  suite, 

/(x)  = (x  + 8)(x  — i2)(x’  — 5x  — G). 

301.  Remorques.  — I.  On  voit,  par  le  second  exemple,  que 
l’on  i)eut  avoir  à essayer  beaucoup  de  diviseurs.  Pour  diminuer  le 
nombre  des  essais,  on  s’appuie  sur  la  proposition  suivante,  qu’il 
est  très-aisé  de  démontrer  : 

Si  n est  racine  entière  (P une  équation  f[æ)  = o,  « coefficients 
entiers,  a — i divise  f(  ),  et  a i divise  f{  — 1 ). 

Dans  le  dernier  exemple , 

/(i)  = I — 4 — ioi4-  144-  5o4  + 57G  = 990, 

/(  — i)  = — I — 4 4-  4-  i4  — 5o4  4-  576  = 182. 

(*}  Voir,  h la  page  17/1,  le  tableau  des  calculs. 

i5. 
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Le  premier  nombre  n’admet  aucun  des  diviseurs  (—6  — 1), 
( — 3 — 1),  ( 8 — 1),  (9  — i).  Le  second  n’est  divisible  par  aucune 
des  quantités  (— 4 + O1  (^  + 1),  (3  + i),  (4  + 1).  Par  consé- 
quent, les  seuls  diviseurs  à essayer  sont  — 8,  — 2,  -4-  6,  -}- 12. 

IL  Quand  on  a reconnu  que  l'équation  proposée  admet  une  ra- 
cine entière  a,  on  doit  examiner  si  cette  racine  est  multiple,  c’est- 
à-dire  si  l’équation  admet  plusieurs  (2oi).Pour 

cela,  après  avoir  divisé /(.r)  par  x — a,  on  essaye  si  ce  quotient 
est  encore  divisible  par  x — a\  et  ainsi  de  suite. 

Recherche  des  racines  fractionnaires. 

302.  Théorème.  — Toute  c<iuation  a coejfficieuts  entiers,  dans 
laquelle  le  coejficicnt  du  premier  terme  est  V unité,  n'a  pas  de 
rneines  fraetionnaire.s. 

Soit,  s’il  est  possible , 7-  une  fraction  irréductible  qui  vérifie 

? 

l’équation 

td''  -t-  Ai.r"'"’  + A„.  = o,  (1) 


A,,  A„...j  A„  étant  entiers.  Remplaçant  x par^i  et  multipliant 
tous  les  termes  par  p'""',  nous  aurons 


-^±E  = o, 

E désignant  un  nombre  entier.  Or,  cette  égalité  est  impossible, 

a”* 

car-^  est  une  fraction  irréductible  {B.,  Arith.,  93  et  HI). 

303.  Au  moyen  de  ce  théorème , on  ramène  la  recherche  des 
racines  fractionnaires  à la  recherche  des  racines  entières.  En  effet, 
si  l’équation /(x)  = o n’a  pas  la  forme  (i),  on  peut  toujours,  en 
multipliant  toutes  ses  racines  par  un  nombre  entier  / , choisi  con- 
venablement , trouver  une  transformée  F (j  ) = o,  dont  le  premier 
terme  ait  pour  coefficient  l’unité  (285).  Si  à,  r,...  sont  les 
racines  entières  de  cette  transformée , les  racines  de  la  proposée 
abc 

seront  j t ^ ^ 1 • • • 5 

30i.  Remarque.  - On  pourrait,  do  cette  manière,  trouver  à la 
fois  les  racines  entières  et  les  racines  fractionnaires  de  l’éiiuation 
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/(a.  ) - O.  Mais  il  vaut  mieux  débarrasser  d'abord  cette  équation 
de  ses  racines  entières  ; le  calcul  de  la  transfoi  mce  en  devient  jdus 
simple. 

30o.  .^p/jUcotion, 

f[x)  = 21  .r'  — 4 1 r*  + — 24  .r  + 4 = o. 

r.etle  é(iuation  n’a  pas  de  racines  négatives.  De  pins,  elle  n’a  pas 
de  racines  entières  ; car  la  méthode  de  Newton  donne  i pour 

limite  supérieure.  Changeant  x en  ^ 1 on  trouve 

F (/)  = V*  ~ 4 • + 945 j ’ — I O 584  + 37  044  = O- 

Les  valeurs  de  x étant  plus  petites  que  i,  21  est  une  limite  su- 
périeure des  valeurs  de  j.  11  suflit  donc  d’essayer  les  diviseurs  de 
37  044  inférieurs  à ce  dernier  nombre.  Ces  diviseurs  sont  : 

2,  3,  6,  7,  9,  12,  14,  18. 

On  peut  même  rejeter  3,  7,  9,  12,  18;  car  cx's  facteurs , diminués 
d’une  unité,  ne  divisent  pas  F(i)  = 273G5.  Le  calcul  se  réduit 
donc  à ce  qui  suit  ; 


G 

«4 

18  522 

G 174 

2 G4G 

-L  7938 

— 4410 

— 7 938 

-F  3969 

- 735 

— 5G7 

4-  49>4 

-F  210 

-F  378 

» 

-F  35 

-F  27 

y> 

- G 

— i4 

» 

— I 

I 

Les  valeurs  entières  de  j sont  6 et  14.  Donc 

_6_2  l4_2 

‘ ~ 21  ~ 7 ' ~ 21  3 

On  trouve  ensuite 

/(.».•)  = (7.r—  2)(3.r—  2)  (.r"' — ,r -F  1). 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  les  laeines  commensurables  des  équation.s 
(j./;'  — i()x’  -f-  28  . r’  — i8  .r  + 4 = O, 

8j:‘  — 38.r^  + 49-^’’  — 22X+  3 = o, 
ü4-r'  — 328. + 574 — 3ij3a:  -1-  90  = o. 

U.  Résoudre  complètement  les  équations 
.v'-’  — -2 x'  — Gx’  + 4-*’^  + » 3x  -1-  6 = O, 

.r“  — 1 2 -f-  54  X*  — io4x^  4-  45  .r^  + io8x  — 108  = o, 

,2’* — i2x’-|-53x"— 92.2.“' — 9.r*4-2i2.r^—  i53.r’— io8,r — 108=0, 
21  X* — 83.r^ — 2 393.r'4-48o6x’ — 5 348x’-|-2  872X — 4^o  =0. 

III.  Trouver  les  valeurs  entières  de  x et  de  r qui  vérifient  les 
deux  équations 

.r‘  4-  r*  q-  2X-J  4-  "ixy  = 946, 

,r'  + -t-  x’  4-  7^  = 1 86. 

IV.  Même  recherche  pour  les  équations 

x’4-  r^=i  343,  x^4- r*  = 1 16807. 

V.  Résoudre  les  équations 

X 4-_>-  4-3  = 48,  .r’  -47-’  4-  z’  = 770,  4- = 12  384. 

VI.  Décomposer  le  nombre  en  quatre  parties  telles,  que  le 

triple  de  la  première,  le  tiers  de  la  deuxième,  le  cube  de  la  troi- 
sième et  la  racine  cubique  de  la  quatrième,  soient  des  nombres 
égaux  entre  eux. 

VII.  Dans  toute  équation  à coefficients  entiers  : 1“  le  dernier 
terme  est  divisible  par  le  produit  des  racines  entières  et  par  le 
produit  des  numérateurs  des  racines  fractionnaires;  2"  le  coefli- 
cient  du  premier  terme  est  divisible  par  le  produit  dos  dénomi- 
nateurs de  ces  dernières  racines. 
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CHAPITRE  XIX. 

DES  RAQNES  CO.MaîUNES  A DEUX  ÉQUATIONS. 


306.  On  sait  que  la  résolution  des  équations  du  premier  degré 
est  fondée  sur  la  proposition  suivante  : On  peut  remplacer  le  sys- 
tème (le  deux  tupuitions,  par  un  autre  système  formé  de  Vune 
d’elles  et  de  l’étpiation  qu’on  obtient  en  ajoutant  membre  h 
membre  les  proposées,  après  avoir  multiplié  l’une  d’elles  par  un 
facteur  constant  ).  [B.,  Alg.,  6o).  Ce  principe,  qui  subsiste  pour 
des  équations  de  degrés  quelconques,  peut,  étant  convenablement 
modifié , s’appliquer  à la  recherche  des  racines  communes  à deux 
équations  algébriques 

F,  (.r)=o,  FJx)  = o.  (i) 

En  effet,  si  ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  «,  celte 
racine  appartient  évidemment  à l’équation 
F,{j')  + /F,(.r)  = O. 

Réciproquement,  toute  racine  commune  aux  deux  équations 
¥,{x)  = o,  F,(.r)-|-).F,(x)  = O,  (2) 

est  une  racine  de  l’équation  F,  (j:)  = o.  Par  conséquent,  le  sys- 
tème (2)  équivaut  au  système  (i). 

307.  Avant  d’aller  plus  loin , remarquons  que  si  les  équa- 
tions (i)  admettent  plusieurs  racines  communes  <7,  b,  c,...,  /, 
leurs  premiers  membres  seront  divisibles  par  le  produit 

(.r  — a)  {x  — b)  [x  — c)...(.r  — / ) 

des  facteurs  correspondant  à ces  racines,  et  qu’il  en  sera  de  même 
pour  les  premiers  membres  des  équations  {2).  Si  l’on  convient 
d’appeler  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  entiers 
q (.r),  (.r  ),  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré , de  la  forme 

X — «,  communs  à ces  deux  polynômes,  on  voit  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  jx/lynômcs  F,(.r)  et  F, (.r),  est  ég(d  au  plus 
grand  commun  diviseur  des  polynômes  Fj(.r)  et  F,  (.r) 

308.  Los  conclusions  précédentes  subsisteront  si  l’on  remplace 
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la  constante  i par  une  fonction  de  j:,  pourvu  que  cette  fonction 
ne  devienne  pas  inûnie  pour  une  valeur  de  x satisfaisant  au  sys- 
tème U)  ou  au  système  (a)  ; en  particulier,  on  pourra  toujours 
prendre  > égal  à un  polynôme  entier.  11  y a plus  : on  peut  choisir 
ce  facteur  de  manière  à rendre  le  second  système  plus  simple  que 
le  premier. 

En  effet,  en  supposant  le  degré  de  F, (j?)  égal  ou  supérieur  au 
degré  de  F,(.r),  divisons  le  premier  polynôme  par  le  second,  de 
manière  à obtenir  un  quotient  entier  Q et  un  reste  Fj(.r),  de  de- 
gré moindre  que  le  diviseur.  A cause  de 

si  nous  prenons  a = — Qi  le  système  ( 2 ) se  réduit  à 
F,(^)  = o,  F,(.r)  = o. 

Conséquemment,  les  racines  communes  au.v  équations 
F,  (x)  = o,  F,(»=o,  (i) 
sont  tes  memes  que  les  racines  communes  aux  équations 
Y\(x)  = o,  F,[x)  = o,  (a) 

Fj (æt)  étant  le  reste  de  la  division  de  F",  ( ^)  par  Fj  (.r)  ; ou,  ce  qui 
est  équivalent , 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ]>olf  nomes  est  le  meme 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V un  d'eux  et  le  reste  de 
la  division  de  l’autre  par  celui-ci. 

309.  Remarque.  — Si  F,  (x)  est  exactement  divisible  par  Fj(x), 
ce  dernier  polynôme  est  le  plus  grand  commun  diviseur.  En  môme 
temps,  toutes  les  racines  do  l’équation  F,(.r)  = 0 appartiennent 
àF,{x)  = o. 

310.  Les  raisonnements  précédents  s’appliquent  au  système  {2), 
puis  à celui  qu’on  en  déduirait  comme  le  système  (2)  a été  dé- 
duit de  (i);  et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  divisé  F,  (x)  par 
Fj(^),  on  divise  ce  second  polynôme  par  le  reste  Fj(.r),  puis  ce 
premier  reste  parle  deuxieme,  et  ainsi  de  suite,  jusqu  ce  qu  on 
arrive  a un  reste  F„(  J?)  qui  divise  exactement  le  reste  précédent: 
ce  dernier  reste  est  le  plus  grand  eommun  diviseur  des  polynômes 
F,  (x),  Fj(x);  et  les  racines  de  l’équation  F„(x)  — o sont  les  ^ 
racines  communes  aux  équations  F,  (.r)  = o,  F, (.r)  = o. 
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311.  Remarques.  — 1.  Si  l'on  arrive  à un  reste  numérique, 

les  polynômes  F,(.r),  sont  dits  premiers  entre  eu,v , et  les 

équations  F,  ( x)  = o,  F.j(  .r)  = o n’ont  aucune  racine  commune. 

II.  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux 
polynômes,  on  peut,  afin  de  simplifier  les  calculs,  multiplier  par 
un  facteur  numérique  arbitraire,  soit  un  dividende  quelconque, 
soit  môme  un  dividende  partiel  quelconque.  En  effet,  l’introduction 
de  ces  quantités  numériques  n’altère  pas  les  facteurs  de  la  forme 
.V — a,  communs  aux  polynômes  proposés. 

312.  Application. 

F,  (.r)  = ax'H-  — a-'  — 2X--1-  ax  — i, 

Fj  ( .c ) = 2 .7/  -f-  3 jr’  4-  4 + -r  — 2. 

Voici  le  tableau  dos  calculs  : 

2JT*4-  .r‘—  .r‘— 20r'-f-  j;=-|-2x— i 2.r‘4-3.7-’+4.r=4-a'— 2 

— 2j:''— 3.7^— 4"C'— '•  a^-i-2x’  .r’ — x — 1 

— 2 .7^ — 5 .r* — 3 jt’-P  3 .7r^-l-2  x—  i 
+2.r‘4-3.r‘-t-4.7:^+  J"’ — 2.r 

— 2.r^-i-  .77’-|-4.r’  — I 

-|-2J:‘4-3.7^+4a'^H-  .r— 2 

4.r"-l-8.r’+  JT- 3 F3  (.r). 

2jr*+3.r*-+-  4-^4-  x—%  4Æ-’+8j7^-|-.r— 3 

(*)  4dr‘+6.r’4-  ix~^  .r  — i 

— 4‘ï’'— x^+  3x 

— 2.r^+  yx^+  5x  — 4 
{*)  — 4>7^-|-i4-*^’+ioa:  — 8 

-|-4.7:^-1-  8.r^4-  a*— 3 

(*  ) 22.r’+ii.r  — 1 1 

2.r’-f-  x—j  = F,  (.r). 

4.r’'4-  X — 3 2x’4-.r  — i 

—4.7^—  2X^-1-  X 2.T  4-3 

6j7’4-  3x  — 3 

(*)  bc  premier  et  le  second  dividende  ont  etc  multiplies  par  2;  le 
reste  a été  divisé  par  1 1 . Le  binôme  x — 1 n’est  donc  pas  le  quotient  de 

Fs(t-)  par  F,(x);  ce  quotient  serait  - x — 4- 

2 4 
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La  troisième  division  se  faisant  exactement,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  donnés’ est 

F,(.r)  = X — I (*). 

Par  suite,  les  racines  communes  aux  équations  F,  (x)  = o, 
Fj(x)  = o sont  données  par  l’équation  ax’  + x — i = o.  On 

I * 

trouve  X = — I et  x = -• 

1 

313.  Remarque.  — La  méthode  des  racines  commensurables 
(299  , 302),  appliquée  aux  équations  F,(.r)  = o,  Fj(x)  = o, 
aurait  fait  découvrir  que  les  premiers  membres  de  ces  équations 

sont  (üvisibles  par  (x  + i)  ^x  — • Supprimant  ce  facteur,  on 

serait  arrivé  aux  équations  plus  simples 

x*— 2x  + i = o,  .r’4-x  + 2 = o, 

dont  les  premiers  membres  sont  premiers  entre  eux.  On  voit  donc 
que,  avant  d’effectuer  C opération  du  plus  grand  commun  diviseur 
sur  les  premiers  membres  de  deux  équations  données,  il  est  utile 
de  chercher  les  racines  commensurables  de  ces  équations. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  les  racines  communes  aux  équations 

x^  + X*  — 48x-'’-t-  ig.r’ -i-  29 X — 4 = o, 

2.1!*—  i6x'^+  23  .r’  — 2x  — 1 = 0. 

n.  Même  recherche  pour  les  deux  équations 

x“— i3x‘  + 8x^-1-i9x-4-8x  + i = o, 

3x‘ — 26x*-1- i2x’-|- 19X  + 4 = O. 


(*)  Ou  plutôt  X*  ^ ^ • 
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CHAPITRE  XX. 

THÉORIE  DES  RACINES  ÉGALES. 

\ 


Préliminaires. 

31  i.  Lemme.  — Si  une  équation  f{.v)  — o réa  pas  de  racines 
égales,  le  polynôme  f{x)  et  sa  dérà'ée  f'{x)  réont  aucun  facteur 
commun. 

Soit 

/(.r)  = (.r  — r/)  (.r  — b)  (.r  — r). . .(,r  — h)  {.t  — l) , 
il’où  (187) 

/■(«)  = . 

‘ ' ' .r  — a X — i)  X — l 

4 /*  { '^  ) 

Le  binôme  x — a divise  les  polynômes  entiers  — — 7 ? • • • j 

' ‘ X — 0 

f [x\ 

mais  ü ne  divise  pas 


ce  binôme  n’est  donc  pas  facteur  def'(x).  Le  même  raisonne- 
ment est  applicable  aux  binômes  ,r  — b.,..r  — c,  ...,x  — l; 
donc,  etc.  ’r 

31b.  Théorème.  — Si  une  équation  f{x)  = o a des  racines 
égales,  le  polynôme  f[x)  et  sa  déricée  f [x]  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  formé  du  produit  des  facteurs  correspondant 
aux  racines  égales,  cluicun  (Peux  étant  pris  une  fois  de  moins  que 
dans  f(x). 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l’équation /{x)  = o ait  p 
racines  égales  à a,  q racines  égales  à b,  r racines  égales  à c,  et  un 
certain  nombre  de  racines  simples.  En  représentant  par  le 

produit  des  facteurs  correspondant  à ces  dernières  racines,  nous 


(*)  Si  l'équation  proposée  n’a  que  des  racines  niuUiples,  o(jr)  sc  ré- 
duit à ruiiité. 


Digilized  by  Google 


aurons 


ALGKBRE. 


i83 


/(.r)  = (,t  -rt|i'(.r-  (,) 

Par  suite, 


et 


f[jc]  X — a 


y{x)  ’ 


(•>-) 


y ' (x)  = I)  [■}  ( .r  ) 4-  ( ,r  - « ) (x  - /.  ) (,r  - r ) ç,'  ( ,r  ) ],  ( 3 ) 
en  faisant , pour  abréger, 

= {j~,  + ^ ~ Ÿ 

D = (x  — a f-'  (x  — by-'  (x  — c)'''*. 

Gela  posé,  les  polynômes /(x),  /'(x)  sont  évidemment  divi- 
sibles par  D.  De  plus,  le  raisonnement  employé  ci-dessus  (31  i) 

fix)  f'(x) 

montre  que  les  quotients  ‘ — • — L — L sont  prc/iiiers  entre  eux; 

Donc  /(x)  et  /'(x)  ont,  pour  plus  grand  commun  diviseur,  le 
produit  D. 

3 IG.  CüiiOLLAinE.  — Pour  qu'une  êqiuition  f(x)  — o ait  des 
racines  égales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  polynômes  f [x) , f'(.r) 
aient  un  commun  diviseur,  ou,  ce  qui  est  équivalent,  que  cette 
équation  et  l'équation  dérivée  f (x)  ==  o aient  une  ou  plusieurs 
racines  communes. 


XLéduction  d’une  équation  qui  a des  racines  ég;ales. 

317.  Les  explications  précédentes  montrent  suffisamment  com- 
ment on  peut  reconnaître  qiCune  équation  f[x)—  ou  des  racines 
égales.  On  peut  aller  plus  loin  et  ramener  la  résolution  de 
f{x)  = oà  la  résolution  d'autres  équations  donnant  respective- 
ment les  racines  simples , les  racines  doubles , les  racines  triples, 
. . . , de  lu  proposée , abstraction  faite  des  degrés  de  multiplicité 
de  CCS  racines. 

Représentons  par  X,  le  produit  des  facteurs  correspondant  aux 
racines  simples,  par  X.^  le  produit  des  facteurs  correspondant  aux 
racines  doubles,  par  Xj  le  produit  des  facteurs  correspondant 
aux  racines  trijiles,  ...,  chaque  facteur  étant  jnis  une  seule  fois. 
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et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  proposée  n’ait  aucune 
racine  dont  le  degré  de  multiplicité  surpasse  4»  Nous  aurons 

SoitD  le  plus  grand  commun  diviseur  entre /(x)  et /'(jt)  : 
d’après  le  théorème  ci-dessus,  D = XjXjXj. 

De  même,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D et  sa  dérivée 
sera  D,  = X,X’. 

De  môme  encore , le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D,  et  sa 
dérivée  sera  D,  = X,. 

Dj  ne  contenant  plus  de  facteurs  multiples,  le  plus  grand  commun 
diviseur  D^ , entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée , serait  l’unité. 

Divisons  à présent /(x)  par  D,  D par  D, , etc.  ; nous  aurons 

•^  = 0 = X,X,X3X,, 

L=:Q,=  X,X3X., 

^ = 0,=  X3X,, 

— O — X 

En  troisième  lieu , divisons  Q par  Qi  ? Qi  par  Q, , etc.  ; nous 
aurons  enfin 


9_—  Y Y — Y O—  Y 

0,  “ ■ ’ 0,  “ Q,~  ^ ~ '■ 

Il  est  évident,  actuellement,  que  les  étpiations  cherchées  sont 
X|  = O , X,  = O , Xj  = O , X,  — O. 


318.  Remarques.  — I.  L’équation  Q = o admet  toutes  les  ra- 
cines de  la  proposée , mais  chacune  d’elles  une  fois  seulement. 

IL  A cause  des  longs  calculs  qu’exige  la  méthode  des  racines 
égales,  on  doit,  avant  de  l’appliquer  à une  équation  proposée, 
s’assurer  que  celle-ci  n’admet  aucune  racine  commensurable  (*). 


(*)  On  doit  comprendre  pourquoi , contrairement  h l'ordre  indiqué 
dans  le  Programme , nous  avons  placé  la  Recherche  des  racines  com- 
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III.  La  remarque  précédente  et  les  théorèmes  I et  II  indiqués  ci- 
dessous  , permettent  d’affirmer  qu’//  est  inutile  d appliquer  la 
méthode  des  racines  égales  aux  équations  des  cinq  premiers 
degrés. 

319.  Application. 

f(x)  — .r“ — 7 x'-{-  7 ^ — 2 = 0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre /(j-)  et  f'[x)  est 

I)  = x’  — X — I . 

On  a ensuite  Di  = G 

puis 

_ Q _ _ 5 ^ ^ Q — J _ X „ 1 , 

^-=X,  = x’-|-2x  — 2,  Q,  = X,  = x’  — X — i; 

Vi 

donc  /(x)  = (x’-t- 2.x — 2)  (x’ — X — i)’. 

EXERCICES. 

I.  Si  une  équation  a une  seule  racine  multiple,  cette  racine  est 
commensurable  (*  ). 

IL  Si  une  équation  a des  racines  dont  les  degrés  de  multiplicité 
soient  tous  diflérents  les  uns  des  autres,  ces  racines  sont  commen- 
surables  ( * ). 

III.  Si  f[x)  est  divi.sible  par  (.r  — «)“,  a est  racine  des 
équations 

/(x)  = o,  /'{x)  = o,  /”(x)  = o,  (x)  = o; 

et  réciproquement. 

IV.  Exprimer  que  l’équation  x"  + yjx"-t-</  = o a une  racine 
double. 


mensurables  avant  la  Théorie  des  racines  égales.  La  meme  remarque  est 
applicable  au  chapitre  précédeut. 

(*)  11  est  sous-cniendu  ijiie  les  coclficicnls  de  rcqiialion  sont  com- 
mensurables. 

ifi. 
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V.  llésoudro  complétemenl  l’équation 

4 .r“  — 32  -H  1 2 1 jt'  — 229  jc'  -t-  25 1 — 1 52  x + 44  = <*. 

Résultat  : 

= 7 (3  ± t/—  ') . ^ 17  (5  ± v"'>9  v/-^)- 

VI.  Môme  reclierche  jiour  l’équation 

,r'“ — 2.r“4-  .r* — 4 — x* — 4 — i = o. 

Résultat  : 

X — 1 ±:  v^,  .A-  ^ ^ ( I ± v'’ — i)  5 .r  = — ^ (i  ± \/3  V — 1) . 

Vil.  Dans  quel  ca.s  le  polynôme  f(x)  est-il  divisible  par  sa 
dérivée  ? 


CHAPITRE  XXL 

KÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


Condition  de  réalité  des  racines. 

320.  En  faisant  disparaître  le  deuxième  terme  (289)  d’une 
équation  quelconque  du  troisième  degré,  aune  seule  inconnue  et 
à coefficients  réels,  on  la  réduit  à la  forme 
•r’ 4- /«• -l- 7 = O , (i) 

j)  et  7 étant  des  quantités  réelles. 

Sans  rendre  l’équation  (i)  moins  générale,  on  jKJut  supposer 
son  dernier  terme  positif.  En  effet,  l’équation 
.r*  -f-  px  —7  = 0 ( 2 ) 

a ses  racines  égales  et  de  signes  contraires  aux  racines  de  l’équa- 
tion (i). 

Cela  posé,  si  le  coefficient  j)  est  positif,  il  résulte  immédiate- 
ment, du  théorème  de  Descartes,  que  l’équation  (i)  a une  seule 
racine  réelle,  laquelle  est  né^ntice  [*').  Par  conséquent,  pour  que 


(*)  A c.Tiise  de  > e. 
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foUc  mùinc  équaüon  (i)  puisse  tii’oir  sos  trois  racines  réelles, 
/)  doit  être  négatif.  Changeons  donc  p en  — p',  cl  discutons  l'ét 
(juation 

.r—px  + if  — o,  (3) 

en  Y supposant  p > o , 7 > o. 

Désignant  par  r le  premier  membre,  et  faisant  varier  x de  o à 
X-  \^p'  (*),  on  voit  que  la  fonction  >•,  égale  à 7 pour  ces  valeurs 
extrêmes  de  .r,  a un  minimum  déterminé  par  3.r-^  — p'  — o (225), 

ou  a-  = -f-  y/^.  Suivant  que  ce  minimum , égal  à 7 — ^ p'  y/yi 

est  positif,  md  ou  négatif,  l’équation  (3)  a deux  rarines  intagi- 
nnircs , ou  deux  racines  positives  égales,  ou  deux  racines  jmjsI- 
tices  inégales  {**). 

321.  D'après  cela  : 

i“.  La  condition  de  réalité  et  (F inégalité  des  trois  racines 

de  l’équation  (1)  est  ou  27  7''' < 4 ou  enfin, 

à cause  de  />'  = — p, 

^P^+  <0:  (4) 

ainsi  qu’on  pouvait  s’y  attendre,  elle  est  indépendante  du  signe 
de  7. 


■iF.  Si 


4//  H-  -1-]  7’  = o , 


l’équation  (i)  a deux  racines  égales. 

3".  Enfin,  la  relation 

4//  -r  -X7  7'>  o 

exprime  que  l’équation  (1)  ^ deux  racines  imaginaires. 

322.  Rcmanpies.  — I.  La  condition  p<C»,  que  nous  avions 
trouvée  en  commençant,  est  comprise  dans  la  relation  (4). 

II.  (Juand  l’écpiation  (i)  a ses  trois  racines  réelles,  les  deux  ra- 

(*)  Cette  dernière  quantité  est  évidemment  une  limite  supérieure  des 


(**)  On  rend  cette  discussion  encore  beaucoup  plus  simple,  si  l’on 
eonsittère  la  courbe  dont  / est  l’ordonnée. 
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cines  de  même  signe  sont  comprises,  l’une  entre  o et 

» 


l’autre  entre  ± 


Équation!  binômes  du  troisième  degré. 

323.  Soit  d’abord  l’équation 

.r’=i,  (5) 

qui  donne  = (6) 

En  la  mettant  sous  la  forme  i = o , 

ou  { .r  — I ) ( æ’  a;  -f-  I ) = O , 

on  voit  qu’elle  a pour  racines 

x=i,  .r= -i(i  ± \/^)-  (7) 

Par  conséquent,  l’unité  positmr  a trois  racines  cubiques;  l’une 
de  CCS  racines  est  égale  à -j-  i , et  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires. 

324.  Remarques,  — I.  Les  trois  valeurs  de  y — i sont,  à cause 
des  formules  ( 7 ) , 

= — I,  JT  = ^(i  ± \/3  y/ — i). 

IL  Des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité,  l’une  est 
le  carré  de  l’autre.  En  effet, 

J^— i(i  ± V^— i)J  = ^(-  a ± 2 v^3  y/—  i) 

= -^(i=f/3 

325.  Ckînsidérons  à présent  l’équation 

.r^=A,  (8) 

ou , ce  qui  est  équivalent , la  formule 

(9) 

et , pour  abréger,  supposons  A > o. 
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En  représentant  par  a la  valeur  réelle  de  x,  ou  la  valeur  arith- 
tnétique  de  y k [^\) ^ et  posant  x = ay,  nous  réduirons  l’équa- 
tion ( 8 ) à 

y>=i.  (10) 

Par  conséquent,  Toute  quantité  jjositii’e  A a trois  racines  cu- 
biques, que  l’on  obtient  en  multipliant  la  valeur  arithmétique  de 
y A par  les  trois  racines  cubiques  de  l’unitf. 

326.  Plus  généralement,  si  a désigne  une  valeur  quelconque 
de  y k , et  que  0 et  0’  soient  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l’unité  ( 323  ) , les  deux  dernières  valeurs  de  y k seront  « 0 et  a 0% 
meme  lorsque  A est  imaginaire. 

Ce  dernier  cas  donne  lieu  au  problème  suivant , analogue  à une 
question  traitée  dans  le  chapitre  IV. 

327.  Problème.  — Ramener  l’expression  VA  — i h la 
forme  a p i. 

De  VA-i-Bv/ — i = a-|-py/  — I, 

on  conclut,  en  élevant  au  cube, 

A = a’-3ap%  B=3«>p-p’; 
et,  par  les  propriétés  des  modules  (St), 

y k^  B’  = («’-i-pn- 

Eliminant  ou  a?  entre  cette  dernière  équation  et  les  deux  pré- 
cédentes, on  obtient,  en  représentant  par  7^  la  valeur  positive  du 
radical,  soit 

a^_|.^î«_iA  = o,  (A) 

soit  P*  — ^7^p -^B  = O.  (B) 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  l’équation  (A).  Elle  a au  moins 
une  racine  réelle  «,{*),  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  exacte 
ou  une  valeur  approchée  ( Chap.  XVIII  et  XXIV).  Si  p,  est  la  racine 


(*)  Les  équations  (A)  et  (B)  ont  toutes  leurs  racines  réelles;  mais 
cette  circonstance  est  indifférente,  quant  à présent. 
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corrc.spi)rutantv  l'équalion  (B),  donnée  par  lu  formule 

(2,  = ± - af  ( * ) , 

les  trois  valeurs  de  V A -t-  B\/—  i seront 

='.+  P.V''-G  '5(a,-4- ^,V  — i),  0’ (a, + f2,v/— i). 

328.  ApjAicdlion.  — A - (15,  B = — On  a d'abord 

= ^24389  = U9, 

puis  4 — 87  a — 65  = O ; 

d’où  a,  = 5 et 

Par  conséquent,  l’une  des  valeurs  de  VG5  — i4^  y/ — » est 
5 — -isf—  I.  Les  deux  autres  valeurs  de  ce  radical  sont 

XCésoIution  de  l'équation 

329.  Conformément  à la  remarque  du  n”  79,  essayons  de  satis- 
faire à l’équation 

Æ-’ 4- -H  7 = O , (1) 

par  une  expression  de  la  forme 

.r  = VA  + v'1i  + Va  -v/ii'.  (a) 

Ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  ce  numéro,  on  conclut,  de  cette  expres- 
sion , 

— 3 V A*  — B. a;  —iX^o.  ( 3 ) 

Identifiant  les  é<iualions  (i)  et  (3),  nous  aurons 

l>  — 3 y — B,  7 = — 2 A ; 

d où  X — — 1,  \\  — !L  1-. 

2 4 27 

(”)  I- ‘iqiialion  II  1=  3a',.5  — ,3'  iléleriniiic  le  signo  de  ;3,. 
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Pjir  conséquent, 


Co  résultat  est  connu  sous  le  nom  âo>  fonmile  de  Cardan. 

330.  Remarques.  — I.  Les  deux  radicaux  cubiques  contenus  dans 
cette  formule  admettent  chacun  trois  valeurs.  Si  on  les  associait 
arbitrairement,  on  obtiendrait  neuf  valeurs  différentes  pour  æ-, 
tandis  qu’on  n’en  doit  avoir  que  trois.  Mais  comme,  en  formant 
l’équation  ( 3 ),  on  a pris 

va-1-v^-v^a  - s/\\  = 

on  ne  doit  associer,  parmi  les  valeurs  des  radicaux  dont  il  s’agit, 

que  celles  dont  le  produit  est  Scient  R,  et  R„  deux  de 

ces  valeurs;  soient,  comme  précédemment,  0 et  &Mes racines  cu- 
biques imaginaires  de  l’unité  ; les  racines  de  l’équation  (i)  seront 

= R| -f- Rj  ) R, 5''*,  .r,  = R,  -|- R.^ 0.  (5) 

11.  La  formule  (4),  prise  dans  toute  sa  généralité,  résout  les 
trois  équations 

jc^ p.r  + q = O,  0/xr  + 7 — O,  O’/xr -f- 7 = o (*). 

331.  Applications.  — i”.  .r^  + 6'î^ — 7 = 0.  La  formule  (4) 
donne 


On  peut  prendre  R,  = 2,  R,  = — i.  Donc 

.r,=  i,  = — i(n- 3y/3  y/-  i), 

•*■3=  ^ (i  — 3 \[l  i). 

(*)  En  multipliant  les  premiers  membres,  on  obtient  l’équation 
px'-h  3 qA-hp'A-ir  3 q')x*-i-  p*  qx’-~h  pq’ X q'=  O, 

dont  les  neuf  racines  sont  données  par  la  formule  ' 4 ). 
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7.".  .1’’ 4- 1 5 .r  4-  20  = O.  On  trouve,  de  la  même  manière, 


,r  = V — lo  4-  v^225  4-  V — m — = ^5  — y^25  ; 

puis,  en  prenant  seulement  les  valeurs  arithmétiques  de  ces  deux 
derniers  radicaux, 

jr,=  ^5-v/â5,  .r,  = 0 ^'5  — 0^  .r,  = 6’ ^5  - 0 J/ÏS, 

ou 

•r,=  v/5-y/Ï5,  x,  = ;i(v/25—  ^5)  — i(y  168754-V/675)/— i, 

î/5)  4-^(v^i6875  4-y/675)  y/— i. 

Sisoutsion  de  la  formule  de  Cardan. 

332.  Premier  cas  ; B > o,  ou  4/»^  4-  27  > o.  Les  quantités 

A 4-  y/B,  A — y/B  sont  réelles  et  inégales;  donc  les  valeurs  R,, 
Rj,  peuvent  être  supposées  réelles;  de  plus,  elles  sont  inégales. 
Il  résulte  alors,  des  formules  (5),  que  l’équation  (i)  a deii-uC  ra- 
cines imaginaires. 

333.  Deuxième  cas  : ^ = o,  ou  ^ — o.  Les  valeurs 

désignées  par  R,,  R,  peuvent  encore  être  supposées  réelles  ; mais 
elles  sont  égales;  donc  x,  = 2R,,  x,  = — R,  (*)  : l’équa- 
tion (i)  a deux  racines  égales. 

Ces  deux  résultats  s’accordent  avec  ce  ■ que  nous  avons  vu  ci- 
dessus  (321). 

334.  Troisième  cas .'  B < o,  ou  27  y’  < o.  Les  binômes 

A 4-  y/B,  A — y/B  étant  imaginaires,  il  en  est  de  même  pour  R,  et 
Rj  ; en  sorte  que  les  valeurs  des  trois  racines,  données  par  les 
formules  (5),  se  présentent  sous  forme  imaginaire , précisément 
quand  ces  trois  racines  sont  réelles.  Cette  sorte  de  paradoxe  a fait 
donner  au  cas  dont  il  s’agit  le  nom  de  cas  irréductible.  Nous  ver- 
rons plus  loin  comment , au  moyen  des  fonctions  circulaires , on 
peut  alors  résoudre  l’équation  (**). 


(’)  A cause  de  Ô’  -t-  6 = — i . 

('•)  Si  l’on  conçoit  que  l’on  ait  mis  y/  A -+-  y/B  sous  la  forme  a /3  — 1 
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EXERCICES. 

I.  ('.iilculer  la  racine  réelle  de  l’équation 

.r^  — læ  — 5 = 0. 

Résultat  : x = 2,  og4  55i  48. 

II.  Résoudre  complètement 

.r’-+-  3.r®-l-  + a.r‘+  4.^^+  + 1 = o. 

III.  Dans  quel  cas  les  racines  de  l’équation  j)x q z=  o 
sont-elles  de  la  forme  y^Â  -f-  y R,  A et  B étant  rationnels? 

Réponse  : Lorsque  q = — lu,  ni  étant  rationnel. 

27  ni 


CHAPITRE  XXII. 

NOTIONS  SUR  LE  CALCUL  DES  DIFFÉRENCES. 

33ü.  La  (liffércnee  d’une  quantité  est  l’accroissement  que  reçoit 
cette  quantité  en  passant  d’une  valeur  à une  autre.  Elle  se  repré- 
sente habituellement  par  la  caractéristique  A (185). 

D’après  cela,  si  l’on  considère  une  suite  de  termes 

//,,  w,,...,  //„,  (i) 

procédant  suivant  une  loi  quelconque,  ou  môme  pris  arbitraire- 
ment , on  aura 

«ü  = A«,,  ü,- tf,  = A//,,...,  //„—«„_,  = A 

et  les  quantités 

Atfj,  A{/,  A , (2) 

seront  les  différences  premières  des  termes  donnés. 

(527),  on  aura,  le  produit  R,  R,  étant  réel, 

R,  = a ^ — I,  R,  = a — /3  ^ — i • 

Par  suite, 

•T,  = 2 a,  = — (a -(- ;3 /T),  x,  — — [a.  — [î  y/z) , 
valeurs  réelles.  Malheureusement,  l’équation  du  troisième  degré  qui 
devrait  donner  a ne  diffère  pas  , au  fond  , de  l'équation  proposée. 

I.  17 
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336.  0|>érant  sur  la  suite  (-2)  comme  sur  la  suite  (1),  on  aura 

Ah,  ■ \u^—  AAn^,  Ah^_j  Ah^_j=  AAh^  ^, 
OH , en  simplifiant  la  notation 

Ah,-Ah,=  A’Ho,  Ah,-Ah,=  A^h„...,  Ah„_ ,-Ah„_,=  A’h„_,; 
et  les  quantités 

A^h„_,  (3) 

seront  les  tliffére rires  e/eit.riè/iics  des  termes  donnés.  Ainsi  de  suite. 

337.  Re/tifinjiie.  — Les  n i quantités  h„,  h,  ,. . .,  h^  donnent 
lieu  à n différences  premières,  à h — i différences  deuxièmes,  et 
enfin  à une  seule  diflérenccde  l’ordre  n,  représentée  par  A"h„. 

338.  On  adopte  ordinairement,  dans  la  formation  d’un  tableau 
(les  différences  successives,,  l’une  ou  l’autre  des  deux  dispositions 
suivantes  : 


> "1. 

^^31  ^^4  ) • • * > 

^0-3  ' ^0-2  ) '*«-1  I 

A H,  , A H, 

: 1 ^^3  ) 

AO/,, 

ao/„_3,  ao/„_3, 

A^h.,  A= 

«n 

^^",-3. 

A"-'h„,  a»-' h,, 

A"h„. 


Il 

A 

A’ 

A"-' 

A" 

"0 

A-'h^ 

A"  H, 

", 

Ah, 

A’ H 

A"-'  K, 

1 

"2 

A//2 

! 

"3 

A//, 

i 

1 

• 

La  première  disposition  est  suffisamment  expliquée  par  ce  qui  ■ 
précède.  Quant  au  second  tableau , la  relation  générale 

A'h^=A‘-h^^.,-A‘-«^ 

donne  la  règle  suivante  ; 
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Pour  obtenir  un  terme  (juelconque,  on  retranche  le  terme  écrit 
à sa  gauche , du  terme  écrit  au-dessous  de  celui-ci. 

339.  Application.  — Soient  «„=  a,  u^  — 7,  w,  = i5,  w,  = 3o, 
= 47,  «„=  71. 


On  pourra  former  les  deux  tableaux  suivants  : 


‘■i, 


i5,  3o,  47,  71, 

8 , IJ,  17,  '.^4  î 

7,  2,  7, 

1 — 5 5 

— 9,  ‘O, 


•9- 


//- 

! 

l^a 

A’ 

A‘ 

A‘ 

•1 

5 

3 

4 

— 9 

«9 

7 

8 

7 

- 5 

lO 

i5 

i i5 

5 

3o 

1 '7 

7 

47 

i ^4 

71 

Principaux  problèmes  sur  les  différences. 

3iü.  Problème  I.  — Connaissant  le  premier  terme  u^  d’une 
suite',  ainsi  que  ses  différences  successives  A , A"  , 

calculer  les  termes  , u., ,.. .,  «„  (*). 

On  a d’abord 

".=  "o  + A«„.  (1) 

D’ailleurs,  la  différence  d’une  somme  e.st  égale  à la  somme  des 
différences  des  parties  (185);  donc 
A«,  = 

puis,  en  ajoutant  membre  à membre, 

"o+2A«,+ A’«„.  (a) 

(*)  Dans  le  Programme  ofliciel , ce  problème  e.sl  ainsi  énoncé  : « Etant 
» donnésm-l-i  nombres  u„,  u, , u, trouver:  i “ l’expression  du 
M terme  général  . . ».  Il  est  à peine  besoin  de  faire  observer  que  l’e.r- 
pression  du  terme  général  est  «„  = o„. 
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.\ppliquant  encore  le  même  principe , on  aura 

\ ?/„  + 1 X‘u„  + A"  w,  ; 

et,  conséquemment, 

«3  = «0+ 3A//,-H  3A’«„+ A^ü„.  (3) 

Sans  qu’il  soit  nécessaire  d’aller  plus  loin,  on  est  en  droit  de  sup- 
poser 

7 “o  + ” A=  4-.  ■ • + C„,p  A" «,4-. . . 

4-7  A"-'  «„+ A"«.. 

En  effet,  les  coefficients  des  différents  termes,  dans  les  valeurs 
de  H, , «J , «3 , — se  forment  de  la  môme  manière  que  les  nombres 
compris  dans  les  lignes  horizontales  du  triangle  arithmétique  (H  8)  ; 
les  coefficients  du  développement  de  sont  donc  ceux  de  ( i -I-  z)"  ( * ) . 

341.  Remarque.  — On  peut  écrire  l’équation  (A)  sous  la  forme 
symbolique 

pourvu  que  l’on  convienne  de  remplacer,  dans  le  développement 
de  second  membre , A^  par  m„. 

342.  Problème  II.  — Connaissant  m,  , w,, . . .,  calculer 
A , A Mj, , A U|, , . . . , A|j  W||. 

On  a,  par  définition, 

A (i) 

Att,=  «3- 

et,  en  retranchant  membre  à membre, 

A’w„=  tt,— •2w,4- (2) 

Augmentant  tous  les  indices  d'une  unité  [**),  on  aura  de  même 
A’m,  = «3—  ajZj-l-w,; 


(*)  On  peut  aussi,  pour  montrer  la  généralité  delà  formule  (A), 
faire  voir  qu’elle  subsiste  quand  on  y remplace  n par  n-H  i. 

(**)  Ceci  revient  h supposer  que  la  suite  donnée  commence  par  u^ , au 
lieu  de  commencer  par  u„. 
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donc,  en  retranchant  de  AG/,, 

A’  //„  = «3  — 3 //,  -4-  3 //,  — ( 3 ) 

On  trouve , semblablement , 

"o  = «/  — 4 «3  + b «3  — 4 «,  + 
Donc,  en  général, 

«O  = "«  - 7 ««-.  + , - • • • f 

1 1 • Z / 


197 


(B) 


Pour  vérifier  cotte  nouvelle  formule,  il  suflit  de  voir  si  elle 
subsiste  quand  on  y remplace  n par  //  + i. 

Or,  la  formule  étant  supposée  vraie  pour  le  cas  d’une  différence 
//'""%  on  aura 

n{n—\) 


■«+.  J-','  ••• 


^"«t=  + 

+ ( - > r*  C,,p+.  'G-p  -I- . . . ± ; 

et,  en  retranchant  membre  à membre, 

..J.  (n  \ ( n(n  — 0 n\ 

^ " = ««+.  ~ (t  + ""  + \ t)  • ■ 

_ I jp+i  (C„  H„_p+  . . . q:  //„.  . 


Mais 


//  /î  + I ri[n  — 1 ) n ( « + i ) « 

— t-  1 = ) 1 — = ) • • ■ , 

I 1 1.1  I i.i 


donc 

A"  *'//„=  //. 


^n,p-H  J)  ^(H  l,p+l  > 

—7—  ",.  + •••+■  {—  C„3  , 


OU,  en  remplaçant  //  par  //  — i, 

«0  = +•••  + (- 1 )"  //„,.,_„  4- . . . q=  ; 

etc. 

3i3.  Re.mnrmie.  — La  formule  (B)  peut  être  écrite  sous  la 
forme  symbolique 

A" //,:=(//-  0". 

17. 
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SifTèrences  des  fonctions. 

VU.  Si , dans  une  équation  u — f{  r],  on  donne  à la  variable 
indépendante  .r  des  valeur.^;  arbitraires 

é 

■*’o  > '^1  1 -^3  1 • • • ) ) 

la  fonction  u prendra  des  valeurs  correspondantes 

"o.  "l. 

dont  les  différences  successives  dépendront,  non-seulement  de  la 
nature  de  la  fonction  f[.v),  mais  encore  des  valeurs  attribuées  à .r  : 
ordinairement,  on  suppose  que  celles-ci  forment  une  progression 
par  didérencc.  Autrement  dit,  on  fait 

= ••^0  + 4-  A , . . . , = .r„  + nh , 

ou,  ce  qui  est  équivalent, 

A X h = const. 

Bt5.  Prenons,  par  exemple, 

u = ; 

nous  aurons  Aw  = — «*,  ou 

\u  z=  (f  — i). 

Conséquemment , la  différence  de  !n  fonction  exponentielle  (f 
est  é^de  à cette  fonction  midtipliêe  par  une  constante.  De  là  ré- 
sulte, içimédiatemcnt, 

\"u  = (d  — ij". 

3i6.  Soit  encore  ?/ = x(x-|-/()  (.r  q- 2/1). . .(x4-y;/i), /.»  étant 
un  nombre  constant.  On  aura 

A K = ( .r  4-  /<  ) (^  4-  '.A  A ) • • • ( ■*■■  -1-  ) ( •^'  + Z-»  + ï A) 

— .r  (x  4-  A) . . . (.r  4-yV/  ) 

= (x4-  A)  (x  4-  -iA). . . (x  4-y;A)  (/j  4- 


ou 

Par  suite, 

A’« 


33=  1- (/3  4-  i)A. 


Æ 


= .7(7TT)<''  + ‘ 


A^w  = 


—, ï-^- r-  ( />'  4-  1 ) P { /■'  — I 1 A\ 

.r{.r  4- A)  (x  4- 2 A)  r ;/  V/ 


et  enfin  A'’*^'  n ~ [p  \)p. . . 3.2. 1 A'"'  const. 
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Ainsi , \°  Iti  jomlion  x\x-\-  h ). . . (.-t -+- p!^  ).  tle.  deg/v  p -+  i, 
a pour  (inférences  successives  des  Jonctions  entières  dont  les  de- 
grés sont  />!,  — I,. . . ; sa  différence  (/•'  + i se  réduit  à 

nm^  constante  ; 3“  conséquemment,  les  différences  d'ordre  sujh- 
rieur  à p -é-  ^ sont  milles.  " 

3il.  Ces  résultats  subsistent  pour  toute  fonction  entière,  pourvu 
(pie  l’on  continue  de  supposer  constante  la  différence  de  la  va- 
riable indépendante.  Soit  en  effet 

,/  =f[x)  = A„,z-+  A, -G. . . -f  A,,,. 
i“.  On  aura,  par  le  théorème  de  Taylor, 

A U = l,f  ( X)  + /"  (.r  ) +. . . + Ajr  ; 

et  comme  les  polynômes  /'(.r),  f"{x),. . . sont  respectivement 
des  degrés  m — \ , ni  — , il  en  résulte  que  la  différence 

première  d'une  fonction  entière , de  dc"ré  m , est  une  fonction 
entiènv  de  legré  ni  — i . 

Par  conséquent,  les  degrés  des  différences  successives 
AG/,  AG/,...,  A"'-'//,  y”  U 
sont , respi'ctivement , 

m — U,  rn  — 3,...,  i,  o. 

3".  La  différence  ///“'"*  étant  du  degré  o,  c’est-à-dire  étant  con- 
stante ( * ) , toutes  les  différences  suivantes  sont  radies. 

318.  Rcnuiripies.  — I.  Si  l’on  suppose  la  fonction  A //ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le  premier  terme  du 
iléveloppemcnt  sera  le  produit  de  h par  le  premier  terme  de  * 
/'(./:).  D’ailleurs , cette  fonction  est  divisible  par  h ( 222, 1 ) ; donc , 


(*)  Si  les  quanlités  , x, , . . . , ne  formaient  pas  une  progression 
par  diirérencc,  A^u  serait  encore  in(lé[ieiidantc  de  la  xa/ei/r  i/n'/iVi/e  dex; 
mais  l’on  n’aurait  plus  A"'u„=  A"';/,  = A"'h,=  ....  Par  exemple,  si 
l’on  suppose 

H = x'  — 3 X -t-  I , A x„  = /i , A X,  = A , A X,  = / , A X,  = / , 
on  aura  y •>.hk , yu,  — lht, 

quel  que  soit  x„. 


Digitized  by  Google 


uoo 


ALGÈBRE. 

en  représoulant  par  B,,  Bj,...,  B,„_,  des  fonctions  entières  de  h, 
on  aura 

A«  = + B.-r"*  B„,_,]. 

Po\ir  les  mêmes  raisons,  et  en  supposant  toujours  A.r  — h : 

A’  U = A’  [ m { /«  — 1 ) A,  .r""’  + C,  + . . . + C„_,  ] , 

A^k  = — i)(«<  — ■î)A,.2'"'^+  D|.r”“'4-.  • --1- 


et  enfin 


A"'  //  = A" . w ( /«  — I ) . . . a . I A„.  ( G ) 

En  effet , la  différence  doit  être  composée  d’un  terme  seu- 
lement. 

II.  En  égalant  cette  dernière  valeur  à celle  qui  résulte  de  la 
formule  (B),  on  a 

/(•r,4-/»A)  — \h]  -|-...±/(.rJ 

= 1.2.3.. 


III.  En  particulier,  si  /(j")  = a-”,  j„=  i,  A = i,  on  aura  co 
résultat  remarquable  : 

- i), 


m 


( /«  + 1 )"•  — — m"‘ -f-  [m  — 1 )"■  — . . . ± 

' ' I 1.2  ' ' 

« 

= 1.2.3..  .///. 


(E) 


Construction  des  Tables  numériques. 

* R49.  Problème.  — Supposant  constante  la  différence  de  la  va- 

riable, et  connaissant  les  résultats  de  la  substitution  de  m rmleurs 
consécutives  de  cette  variable,  dans  une  fonction  entière  u,  du 
degté  ni , calculer  successivement  toutes  les  autres  valeurs  de  u. 

Gonnaissant  «„  u,,...,  on  pourra  d’abord,  comme  on  l’a 
vu  au  n**  338,  former  le  tableau  des  différences  successives  de  ces 
quantités,  jusqu’à  l’ordre  m — i.  D’un  autre  côté,  à cause  de 
Ax  ~ A,  on  a 

A’”«,=;  A'"«,  1 .2.3..  .///A„  A"', 

A„  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  u.  Gonsétpiemment,  au 
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iHoj  c/i  d'additions  successives,  on  jmurra  prolonger  indéfiniment 
le  tableau  des  différences  et  des  valeurs  de  la  fonction  u. 

3Î50.  Remarques.  — I.  Ordinairement,  lcs/«  valeurs  attribuées 
à SC  sont  des  nombres  entiers  consécutifs. 

IL  Si  la  fonction  k,  toujours  supposée  entière  et  de  degré  m, 
n’est  pas  donnée,  sa  différence  m“"“  ne  sera  plus  connue  à priori. 
Il  faudra  donc,  pour  que  l’on  puisse  prolonger  indéfiniment  fe 
tableau  des  valeurs  de  u,  que  l’on  en  connaisse  /w  -|-  i. 

in.  On  peut  supposer  que  la  progression  formée  par  les  valeurs 
de  SC  soit  prolongée  vers  l'infini  négatif  (h  étant  positif);  pour 
obtenir  les  nouvelles  valeurs  de  « ( * ) , on  prolongera , gu  moyen 
de  soustractions  successives,  le  tableau  déjà  formé. 

3S1.  Applications.  — i“.  m = x*,  \x  = i,  .r„=  o.  A cause  de 
M„=  O,  — = 2,  on  formera,  ainsi  qu’il  suit,  le  tableau 

des  carrés. 


.r 

u 

A« 

A’« 

0 

0 

I 

2 

I 

I 

3 

2 

4 

5 

2 

3 

9 

7 

2 

4 

16 

9 

X 

5 

25 

1 1 

• 

6 

36 

• 

a",  u — sd.  Si  l’on  donne  à x les  valeurs  o,  i,  2,  d’où  «,  = o, 
H,  = I,  «j=  8,  on  aura 

Aff,  = 1,  A«,  = 7,  A’w„=6. 

Par  suite,  à cause  de  b^u=  1.2.3  = 6,  des  additions  successives 
serviront  à former  le  tableau  des  cubes:  , 


(*)  Ces  valeurs  seraient  convenablement  désignées  par  u_,,  u_„ 
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JT 

// 

A// 

, 

0 

0 

] 

6 

6 

1 

1 

7 

12 

6 

2 

8 

19 

18 

6 

3 

27 

37 

24 

6 

4 

64 

Gi 

3o 

5 

125 

B 

216 

• 

• 

• 

• 

• 

3".  « = 5.r‘  — 7 .r’  8 J"  — i , = — -i,  A.r  = i . Attribuant 

à X les  quatre  valeurs  — a,  — i,  o,  + 1,  nous  aurons  d’abord  : 


U 

S‘u 

A‘m 

— ‘2 

35 

- 46 

56 

60 

1 

- ‘ 

— Il 

10 

- 4 

0 

— I 

6 

1 

5 

Puis,  comme  A‘ = 5. 1.2. 3. 4 = l'^o,  il  nous  sudira,  pour  con- 
tinuer le  tableau , de  faire  tous  les  termes  de  la  sixième  colonne 
égaux  à 120,  et  d’appliquer  ensuite  cette  règle  ; ün  terme  qiiel- 
eorique  est  égnl  au  terme  écrit  au-dessus,  augmenté  du  terme  écrit 
à la  droite  de  celui-ci.  Nous  obtiendrons  ainsi  les  résultats  suivants  : 


.r 

U 

A« 

A’« 

A’tt 

A‘m 

— ' 2 

35 

- 46 

56 

— 60 

120 

— 1 

I 1 

10 

- 4 

Go 

120 

0 

I 

6 

56 

180 

120 

r 

5 

62 

236 

3oo 

120 

2 

67 

298 

536 

420 

120 

3 

365 

00 

956 

540 

4 

• >99 

1 790 

I 496 

5 

^-989 

3 286 

6 

6 275 

• 
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35â.  Remarque.  — La  règle  donnée  ci-dessus  permet  de  prolon- 
ger le  tableau  dans  sa  partie  supérieure,  c’est-à-dire  de  trouver  les 

valeurs  de  u qui  correspondent  à .r  = — 3,  x = — 4,  r = — 5, 

En  effet , d’après  cette  règle , un  terme  quelconque  du  tableau  est 
égal  au  terme,  écrit  au-dessous,  diminué  du  terme  écrit  à droite. 
Si  donc  on  part  de  la  colonne  horizontale  répondant  à .r  = — a, 
on  pourra,  en  appliquant  la  nouvelle  règle  énoncée,  former  ce 
second  tableau: 


— 5 

‘^909 

- 1774 

956 

— 4^0 

120 

- 4 

I i35 

— 818 

53G 

— 3oo 

120 

— 3 

317 

— 282 

236 

— 180 

120 

— 2 

35 

- 46 

56 

— 60 

120 

.r 

U 

U 

A‘m 

Réunissant  les  deux  tableaux  partiels,  on  aura  celui-ci,  que  l’on 
pourrait  prolonger,  dans  les  deux  sens,  aussi  loin  qu’on  le  voudrait  ; 


X 

U 

Am 

A’ K 

A’m 

A^m 

— 5 

2909 

— > 774 

956 

— 4*0 

120 

- 4 

I i35 

— 818 

536 

— 3oo 

120 

— 3 

3i7 

— 282 

236 

— 180 

120 

À 

35 

- 4G 

56 

— Go 

120 

— I 

— 1 1 

10 

- 4 

(k) 

120 

0 

1 

6 

56 

180 

120 

I 

5 

62 

236 

3oo 

120 

7. 

67 

298 

536 

420 

120 

3 

365 

00 

956 

540 

4 

ï 199 

' ' 790 

1496 

5 

2989 

3 289 

6 

6275 

• 

I 

H 

• 
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EXERCICES. 


Uo4 


I.  Former  les  différences  successives  de  logx,  en  supposant 
Aa’  = h. 

II.  Développer  on  série  A’iogj'. 

III.  F ormer  A’sinx,  et  rendre  la  formule  calculable  par  loga- 
rithmes. 

IV.  Les  rapports 

A^(.r)  A’y(x)  A’y(.r) 

A.r  ’ ’ (Ax)’  ’ ’ 

ont  pour  limites  respectives  les  dérivées 


CHAPITRE  XXIII. 

DE  L’INTERPOLATION. 


353.  Définition.  — V interpolation  consiste  h insérer,  entre  les 
termes  d’une  suite,  de  nouveau.r  termes  assujettis  à la  même  loi 
que  les  premiers.  Insérer  des  moyens  entre  deux  termes  d’une  pro- 
gression par  différence  ou  d'une  progression  par  quotient,  c’est 
interpoler  ( * ). 

354.  Quand  on  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs  particu- 
lières d’une  fonction  u,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de 
la  variable  .r,  et  qu’en  même  temps  la  loi  qui  lie  w à x est  donnée, 
le  problème  de  l’interpolation  ne  présente  aucune  difficulté  : il 
consiste  uniquement  à substituer  dans  u les  nouvelles  valeurs 
attribuées  à .r.  Mais  si  la  nature  de  la  fonction  u est  inconnue , le 
problème  devient  indéterminé.  On  conçoit  en  effet  qu’/7  existe  une 
infinité  de  fonctions  qui  deviennent  égales  à des  qimntités  numé- 
riques données,  pour  des  valeurs  données  de  la  variable  (■**  ).  Ordi- 


(*)  Lacroix,  Calcul dét-differences. 

('*)  Cette  dernière  proposition  devient  encore  plus  évidente,  si  l’on 
suppose  que  les  valeurs  correspondantes  (j,  , , (x,,  u, ),...,  u^) 

soient  les  coordonnées  de  m s- i points  A„,  A,,...,  situes  dans  un 
inôinc  plan.  Alors  l'équation  cherchée,  u = _f(x),  représente  une  quel— 
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nairemc.nl,  on  assujettit  la  fonction  à ôtrc  al^éhn(iuc,  entière,  et 
d’un  degré  inférieur  d’une  unité  au  nombre  des  valeurs  données. 
Autrement  dit,  on  particularise  ainsi  le  problème  : Trouver  une 
fnnetion  entière  de  .r,  du  degré  tu,  qui  devienne 

quand  la  variable  .r  reçoit  les  l'aleurs  corresjmndantes 


alors  la  fonction  u est  déterminée  (*),  et  on  en  peut  obtenir  le 
développement  par  plusieurs  méthodes,  parmi  lesquelles  on  dis- 
tingue celles  de  Lagrange  et  de  Newton. 

335.  Formule  de  Lagrange.  — Si  l’on  suppose  d’abord  que  les 
valeurs  particulières  de  u se  réduisent  toutes  à zéro , à l’excep- 
tion de  la  première,  la  fonction  u devant  alors  s’évanouir  pour 
X = .r,,  pour  .r  = ,rj,. . enfin  pour  x = .r„,,  sera  de  la  forme 
u=a{x—  .r,  ) (,r  - .T3). . .(.r  - 
a étant  une  constante.  De  plus , 


donc 


M,  = «(  - .r,  ) (,r„  - .r,). . - .r„,); 

" ( -^0  - -•»•=)•••  ( •^’a  - ) 


De  mémo,  si  les  valeurs  données  se  réduisaient  toutes  à zéro,  à 
l’exce[)lion  de  , on  aurait 

» - „ (.r-.r3)...(.r-.r,J  _ 

'(.r,  - jtJ  (j-,-x3)...(.r,  - x„,)‘ 
et  ainsi  de  suite.  Or,  si  l’on  fait  la  somme  de  toutes  ces  fonctions 
particulières , on  aura  une  fonction 

= „ — -g,)  J’,,,) 

" (•^»-  ■ï',)  (-^0- 

L „ .r,„) 

(A) 


1 (.r, -.r„)  (x, -.r,), 


) 


- -^o)  ) • • • ( ’ > 


conque  des  courbes,  en  nombre  infini,  que  l’on  peut  faire  passer  par  ces 
points  : la  fonction  u est  donc  indéterminée. 

(’)  Cette  proposition  scr.a  démontrée  un  peu  pins  loin  (550). 

I.  iS 
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qui  satisfera  à toutes  les  conditions  imposées  ; cette  fonction  est 
donc  celle  qu’il  s’agissait  d’obtenir  ( * ). 

356.  Formule  de  IScwtou.  — Nous  avons  trouvé  ci-dessus  (3  40) 


m . m(m  — i ) . - m 

«m  = "o  + - "o  H 77;^ A’  4- ... 4-  - A"-'  u,  4-  A"‘ 


Ces  diverses  expressions  seront  données  par  la  formule  générale 

(') 


I .‘X 


A'" 


\ .X...  VI 


pourv  u que  l’indice  p ne  surpasse  pas  m. 

En  effet,  si  l’on  suppose  z-»  = i,  tous  les  termes  qui  suivent 
s’annulent,  parce  qu'ils  renferment  /^  — i en  facteur.  De 
même,  si  l’on  fait  p=  -2,  tous  les  termes  qui  suivent  le  troisième 
s’annulent;  etc. 

Cela  posé,  si  la  différence  de  x est  une  constante  A,  les  valeurs 


seront  comprises  dans  la  formule 

x = x^-\-ph.  (a) 


Éliminant  p entre  les  relations  (i)  et  (a),  et  remplaçant  7 par  «, 
on  trouve 


Cette  formule , due  à Newton , satisfait  à toutes  les  conditions 
données;  car  la  fonction  «,  entière  et  de  degré  /«,  devient  w,, 
quand  on  suppose 

X = , .r  = x„  4-  , .r  = x„  -4-  mh. 


(*)  Cette  démonstration,  remarquable  par  son  élégance,  est  due  h 
M.  Cauchy. 
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357.  Si  l’on  introduit  ces  dernières  hypothèses  dans  la  formule 
de  Lagrange , on  obtient 

a {x  - - -ih). . .{.T  - - mh)  \ 

A"‘  \ .1. ..  m I 

— 'Jx  — ■3^0)  — -^Q— — -y.— j 

7/'"  I . 1 . -2  . . . ( //<  — I ) f 

^ »,  (.r— .r,— /<)(.r— .r„— 3//). . .{x—x^—mh)  \ (C) 
h"‘  1.1 .1  {m  — 2 ) l 

=F I 

^ (.y  — -rj  (.r  — .f„  — A). .. — \h)  1 

h'"  rn.{rn  — i)...i  ’ / 

en  prenant  les  signes  supérieurs  si  m est  pair. 

Au  moyen  de  la  proposition  suivante , on  s’assure  que  la  nou- 
velle relation  ( C ) est  identique , au  fond , avec  la  formule  de 
Newton , bien  qu’elle  en  diffère  par  la  forme. 

358.  Théorème.  — Deux  polruômex  (,r),  tiu.  degré  m, 

qui  deviennent  égaux  pour  m + i xialeurs  de  x , sont  identiques. 

Soient 


q[x)  — k^x"‘-\-  \^x^  '+•••+  + K„ > 

•|(x)  = ... 

les  deux  polynômes.  S’ils  n’étaient  pas  identiques,  c’est-à-dire  si 
l’on  n’avait  pas 

-^0  ~ 1 -'^1  ~ • • • ) ~ ^‘m  > 

l’équation 

( A„  - rtj  (A,  - H-  . . . + (A,„-  r/„,)  = o, 

dont  le  degré  est  inférieur  à /«  -f- 1 , aurait  ni  + 1 racines  ; ce  qui 
est  absurde  (253). 


Applications  de  la  formule  de  Newton. 

359.  D’après  l’une  des  remarques  du  n"  3i8,  si  la  constante  h 
est  inférieure  à l’unité,  les  différences  Aw„,  A’//^,...,  dé- 
croissent en  général  rapidement;  de  sorte  que,  dans  la  plupart 
des  cas,  on  peut  se  contenter  de  conserveries  trois  ou  les  quatre 
premiers  termes  de  la  formule  (A),  en  négligeant  tous  les  autres. 

Par  exemple,  si  l’on  veut  calculer  le  logarithme  de  - par  le 
moyen  d’une  Table  à dix  décimales,  on  regardera  les  logarithmes 
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contenus  dans  celte  Table  comme  les  valeurs  de  h,  les  nombres 
correspondants  comme  les  valeurs  de  .i-,  et  l’on  formera  le  tableau 
suivant  : 


U 

Az/ 

y U 

y U 

3, 12 

0,494 1545940 

0,001  389  743  5 

— 0,0...  4 4329 

0,0. . .280 

3,i3 

o,4g5  544  337  5 

0,001  385  3io6 

— 0,0...  4 4048 

0,0. . .280 

3.14 

3.15 

3.16 

0,49^929*^48  I 
0,498  3 10  553  8 
0,499  6870826 

0,001  380905  7 
0,001  376528  8 

— 0,0...  4 376  9 

La  différence  quatrième  de  m,  étant  nulle , on  supposera 


U = 


A«o-|- 


.r.  _ \ 

u>„. 


1 .2 


en  prenant 

0|4g4 1545940,  0,001  3897435, 

A’  f/j  = — 0,000  004  43'-^  9 ) A’  w,  — 0,000  000 0*28  o , 
^■,=  3,12,  J.’ = 3,1 4i  592653579,  A =0,01. 


On  obtiendra  ainsi 

— = ‘-*1  • 59  265  357  9 , 


= 0,5796326790, 


2 


3 


o,o53o88  4526; 


puis 


— ■ 2 

A’/Zj-f-  A’zz,  = — 0,000004  43i  4, 


2 


( 


2 


A'zz,+  y 11^ 


4- Azz„  = o,ooi  387  1749. 
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r.t‘tlo  dernière  \alour,  nuillipliée  par  — — 5 donne 

« — = O , oo.>.  9gâ  278  7 ; 

d’où  enfin  u — logrr  = 0,497  >49®7'^7i 

valeur  exacte  jusqu’à  la  dixième  décimale  inclusivement. 

EXERCICES. 

I.  Déterminer  le  moment  du  passage  du  soleil  dans  l’équateur, 
d'après  les  observations  suivantes  : 


i MAKS 

1853. 

DÉCLINAISON  Di;  SOLEIL 
à nildl  moyen. 

18 

0 / ff 

I 3 3o,4  A 

19 

0 3g  4d|9  A 

20 

016  3,8  A 

21 

0 7 38,5  B 

•l'I 

0 3i  19,9  B 

Resuiuu  : 21  mars,  à dn  matin. 

IL  Vérifier,  par  un  calcul  direct,  l'identité  des  formules  (B) 
et  (C). 


CHAPITRE  XXIV 

RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES. 


360.  On  a vu,  précédemment,  comment  on  peut  déterminer  les 
racines  commensnrables  d’une  équation  à coefficients  rationnels , 


(*)  La  lecture  de  ce  chapitre  exige  des  notions  sur  la  théorie  des 
coordonnées  rectilignes  et  sur  celle  des  tangentes.  ( F<y'e*  la  Géométrie 
analf  tique .) 

18. 


Digitized  by  Google 


■il  O 


ALGEBRE. 


et  comment  la  résolution  d’uno  équation  qui  a des  racines  égales 
peut  être  ramenée  à la  résolution  d’équations  plus  simples.  Nous 
supposerons  donc,  dans  ce  qui  \a  suivre,  que  l’équation  donnée 
n’a  aucune  racine  commensurablo,  ni  aucune  racine  multiple; 
les  racines  do  cette  équation  seront  donc,  ou  incommensura- 
bles, ou  imaginaires;  mais  nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ces 
dernières. 

I.a  recherche  des  racines  incommensurables  d’une  équation 
/(.r)  = O SC  décompose  en  deux  parties:  i"  la  xêparnüon  des 
rriri/ics;  'i."  le  calcul  des  racines. 

Séparation  des  racine*. 

3()1.  Les  racines  sont  dites  séparées,  quand  chacune  d'elles 
est  comprise  entre  deux  tpiantités  connues , qui  n'en  comprennent 
aucune  autre. 

Pour  essayer  d’eflectucr  cette  séparation,  on  peut  d’abord  pro- 
céder comme  il  suit  ; 

Ayant  déterminé  une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure 
des  racines,  on  substituera,  dans/(.r),  les  nombres  entiers  com- 
pris entre  ces  deux  limites  {*),  et  l’on  comptera  le  nombre  des 
variations  de  signes  que  présente  la  suite  formée  par  les  résultats 
de  ces  substitutions.  S'il  arrive  que  ce  nombre  soit  égal  à la  limite 
supérieure  du  nombre  des  racines  réelles , donnée  par  le  Théo- 
rème de  Descartes , les  racines  seront  évidemment  séparées. 

Soit,  par  exemple,  x‘-|- lo  x’ — i5.r -i- i = o.  Parla  règle  des 
signes,  on  reconnaît  que  cette  équation  n’a  aucune  racine  néga- 
tive, et  qu’c//c  peut  avoir  deux  racines  positives.  D’ailleurs,  -|-  2 
est  une  limite  supérieure  des  racines;  et,  si  l’on  désigne  par  r 
le  premier  membre , on  trouve 

pour  .r  = O,  r -b  I ; 

I.  .r  -^—  ^ ; 

J?  = -2  , - 4-  ; 

(*)  Quand  ces  limites  sont  fort  écartées,  îe  nombre  des  substitutions 
inutiles  jieut  devenir  très-considérable.  Pour  al)ré(;er,  on  se  contente,  au 

moins  dans  un  premier  essai,  de  substituer  les  nombres — loo, 

— 10,  — I,  O,  I,  -(-  10,  -t-  100,.  . .,  après  <|uoi  l’on  resserre  les  inter- 
valles. 
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La  suite  des  valeurs  de.v  présentant  (/eit.r  variations,  les  racines 
sont  séparées  : l’une  est  comprise  entre  o et  i , l’autre  entre  i et  a. 

3G2.  Application  du  calcul  des  dijfércuces.  — Quand  les  valeurs 
attribuées  à .r,  dans/(.r),  sont  en  progression  par  difîércnce,  on 
peut  employer  utilement  le  calcul  des  ditlérences  pour  obtenir  les 
résultats  de  ces  substitutions (3 i9).  Soit,  par  exemple,  l’équation 

y = — 3 .r’  — 1 1 .r’  + 7 .r  -j-  1 5 = o. 

La  substitution  directe  donne 

pour  .r  = — I , f = I ; 

,r  = o , y — 1 5 ; 

X-  I,  J=  9; 

,r  = -x,  y =—%T,. 


D’ailleurs,  la  différence  quatrième  de  y est  constante,  et  égale 
à 'Xi\.  Nous  pouvons  donc  former  le  tableau  suivant  ; 


.c 

1 

j J' 

Sy 

1 

A’y 

A\r 

î 

— I 

I 

14 

— 20 

— 6 

24 

0 

r5 

— 6 

— 26 

18 

1 24 

I 

9 

- 32 

— 8 

42 

24 

— 23 

— 40 

34 

66 

3 

— 63 

— 6 

T 00 

4 

— 69 

94 

5 

•â5 

» Les  seules  racines  positives  que  l’équation  puisse  admettre,  sont 
séparées  : l’une  est  comprise  entre  1 et  2,  l’autre  entre  4 et  5. 
Pour  essayer  de  séparer  les  deux  racines  négatives,  si  elles  exis- 
tent, prolongeons,  dans  sa  partie  supérieure,  le  tableau  précé- 
dent ; nous  obtiendrons  celui-ci  ; 


— 3 

l 

\ — 60 

64 

- 54  i 

24 

— 2 

! - 3 

4 

lO 

- 3o  1 

24 

— I 

I 

14 

— 20 

— 6 

24 

X 

y 

A)  1 

1 1 

AS 
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La  séparation  est  cU'ectuée  : l’équation  a une  racine  comprise 
entre  — 3 et  — -i,  et  une  autre  racine  comprise  entre  — ‘jl  et 

— I. 

3G3.  Il  est  très-rare  que  le  procédé  dont  nous  venons  de  faire 
deux  applications,  permette  d’effectuer  la  séparation  des  racines 
incommensurables  d’une  équation  donnée,  ou  même  de  dvicrmiuer 
le  nombre  de  ces  racines.  Dans  la  plupart  des  cas,  le  nombre  des 
variations  que  présente  la  suite  des  valeurs  de/{x)  est  inférieur 
à la  limite  du  nombre  des  racines,  donnée  par  la  règle  des  signes. 
Il  est  vrai  que  si  l’on  attribue  à .r  des  valeurs  en  progression , 

dont  la  différence  constante  soit  d’abord  puis  puis 

lO  lUO 

- ; etc.,  la  probabilité  que  les  racines  finiront  par  se  séparer, 

augmente  à chaque  série  de  substitution.  Mais,  d’une  part,  les 
calculs  auxquels  on  sera  conduit  ^insi  pourront  devenir  excessive- 
ment prolixes;  et,  d’un  autre  côté,  si  l’équation  a des  racines 
imaginaires  dont  l’existence  n’ait  pas  été  indiquée  par  le  théorème 
de  Descartes,  ces  calculs,  qu’il  n’y  aura  aucune  raison  de  ne  pas 
continuer  indéfiniment , auront  été  ejfectués  en  pure  perte  (*). 

36i.  Application  au  troisième  déféré.  — La  méthode  précé- 
dente , quoique  peu  satisfaisante  en  général , peut  cependant  être 
appliquée  avec  quelque  avantage  à l’équation  du  troisième  degré, 
non-seulement  pour  opérer  la  séparation  des  racines,  mais  encore 
pour  approcher  indéfiniment  de  chacune  d’elles.  Avant  de  justi- 
fier ces  propositions  par  un  exemple , nous  résoudrons  la  question 
suivante  ; 


(*)  Soit  l’équation  x*-(-3x’ — 2x-(-i  = o.  On  peut  prendre,  pour 


limites  de  scs  racines , o et  - • Mais , ainsi  qu’on  le  verra  plus  loin , cette 


équation  n’a  aucune  racine  réelle.  Si  donc  on  n’était  pas  prévenu  de 

cette  circonstance,  et  qu’on  voulût  essayer  de  séparer  les  racines  en  don- 

. , , I 2 3 333  334 

nant  a X les  valeurs  o,  j » 

I 000  000  I 000  000  I 000  000  I 000  ooo 

on  trouverait  que  les  333  335  substitutions  donnent  des  résultats  posi- 
tifs! Cet  exemple  suffit  pour  montrer  quelle  est  la  valeur  scientifique 
du  procédé  auquel  les  auteurs  du  Programme  ont  donné  le  nom  de 
Méthode  des  Jiffcrences. 
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Connaissant  les  diD’crences  successives  tic  la  Jonction 
•r*  -I- /«•’  4-  f/x  4-  r = /(x)  = r, 

cjni  corresjxmclent  h une  certaine  différence  de  x,  trouver  les  diffé- 
rences de  la  même  fonction , corresixmdant  a une  différence  de  x, 
dix  fois  plus  petite  (fue  la  première. 

Nous  aurons  d’abord , par  la  formule  de  Taylor  ; 

ou  — ( 3 4“  ’-z px  4“  *i')  4“  ( 3 X 4~  p ) 4~  Id  ^ 

puis,  par  un  calcul  facile, 

= a ( 3 X 4-  ^ 4-  6/i\ 

A’  r = 6/i^. 

Dans  ces  diverses  formules,  remplaçons  h par  -^i  et  représentons 
par  la  caractéristique  <î  les  nouvelles  dilTérenres;  nous  obtiendrons 

^ >■  = ( 3 4-  2 /zr  4-  7 ) — 4-  ( 3 X 4-  w 1 ~1 — i 

' ' lO  ' ^ UK)  lOOO 


ô\r  = 2^3x4-/^) 


lOO 


lOOO 


lOOO 

La  dernière  formule  équivaut  à 

«î’j  = 0,001  .A*>.  (i) 

Pour  exprimer  lî’  v en  fonction  de  A’  r,  éliminons  3x  4-/<;  nous 
aurons 


^’j=o,oi.A’r  — o,o54./zL  (a) 

De  même,  en  éliminant  3 x* 4- 2/jx  4- on  obtient 

Sr  ~ 0,1  .A  > — {0,1  — 0,01) (3x  4- />)//’  — 0,99.//. 

Mais  (3x4-/»)/i’  = 3/P; 


donc,  en  réduisant. 


■>  V * / 

oy  — o,i.A> (i)|i 


0,01) A’ > 4- 0,171  ./P.  (3) 
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36o.  Nous  appliquerons  les  formules  (i),  ( i ),  (3),  à la  sépara- 
tion des  racines  positives  de  l’équation 

.r>—  7X  + 7 = o(*). 

1^  substitution  des  nombres  entiers  donne  d’abord 


.r 

! 

r 

1 

1 

— 1 

i3 

- 6 

O 

6 

o 

7 

— 6 

6 

6 

I 

1 

1 

O 

12 

; 6 

'i 

1 

L’inspection  de  ce  tableau,  ou  mieux  encore  la  construction  de 
la  courbe  ayant  j)‘  pour  ordonnée,  montre  que  l’on  doit  chercher 
les  racines  entre  les  nombres  i et  i. 

Nous  supposerons  donc,  dans  les  formules  ci-dessus, 

//  = I,  G,  A’)-=  i'jI,  Ar  =;  o; 

d’où  lî ^ 7' :=  o,oü6 , = o,oG6,  <î.>' = — 0,369. 

Ces  dernières  valeurs,  jointes  à x = i et  r = i,  permettent  de 
former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

A’r 

1 

l 

— 0 369 

0,066 

o,ooG 

I,I 

0,63 1 

— o,3o3 

0,072 

0,006 

1,2 

0,328 

— o,23i 

0,078 

0,006 

1,3 

0,097 

0,1 53 

0,084 

0,006 

C4 

— OiO.'lG 

— 0,069 

0,090 

0,006 

i|.5 

— 0(125 

0,02 1 

0,096 

1,6 

— 0,104 

0,117 

’i7 

0,01 3 

(*)  La  condition  </’<o  (521,  i“)  se  réduisant  à — 28-+-a7<;o, 

l’équation  a scs  trois  racines  réelles.  Pour  séparer  les  deux  racines  po- 


sitives, il  suflirait  (322,  Il  ) de  remplacer  x par  o, 
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On  voit  que  l’une  (les  racines  est  comprise  entre  i,3  et  i,4,  et 
l’autre,  entre  i,G  et  1,7.  La  séparation  étant  ell'ectuée , on  peut, 
en  appliquant  de  nouveau  les  formules  du  numéro  précédent , 
évaluer  cliacune  des  racines  à moins  de  0,01;  et  ainsi  de  suite, 
Voici  le  tableau  des  calculs  relatifs  à la  racine  comprise  entre 
1, 3 et  1,4: 

//=o,  I,  0,006,  A’y  = 0,084,  — o,  i53; 

(?’)  = o,oooooG,  = 0,000786,  Sy=  — 0,018909. 


æ 

r 

1.3 

»i097 

— 0,018909 

0,000  786 

0,000  ooG 

1 ,3i 

0,078  901 

— 0,018  123 

0,000  792 

1 0,000  006 

1 ,3a 

0,059 

— 0,017331 

0,000798 

1 0,000  ooG 

1,33 

0,042637 

— 0,016  533 

0,000  804 

1 0,000  ooG 

1.34 

1.35 

1.36  j 

0,026  104 
0,010375 

— 0,004544 

— 0,015729 

— 0,014919 

0,000  810 

! 

La  racine,  comprise  entre  i,35  et  i,3G,  est  beaucoup  plus  près 
de  ce  dernier  nombre  que  du  premier. 


Calcul  â«s  racines. 

3GC.  Méthode  de  Nc^eton.  — Supposons  que,  par  un  procédé 
quelconcpie,  on  ait  trouvé  une  valeur  approchée  % d’une  racine 
réelle  do  l’équation  /(-r)  = o.  Désignons  par  a cette  racine,  et 
par /i  la  correction,  positive  ou  négative,  que  l’on  doit  faire  subir 
à a pour  obtenir  a.  Nous  aurons 


«7  = a + //,  /(  ar  -P  //  ) = o, 

c’est-à-dire 

/(a)  + /i/' ( a) -4- ^ /W 
m étant  le  degré  de  l’équation. 

Cela  posé,  la  quantité  h est  suffisamment  petite , les  termes 
en  h\  A^,. . .,  A™  seront  ordinairement  très-petits  par  rapport  aux 
deux  premiers  termes  : la  méthode  de  Neivtnn  consiste  à négliger 
complètement  ces  puissances  supérieures  de  A,  et  à remplacer 


Digitized  by  Googie 


ii6  ALGÈBRE, 

l’équation  i)rcc-cdenle  par  celle-ci  : 

/(a)-^-A/'(a)=o; 


d’où  l’on  conclut  h 


/(=') 


(>) 


Telle  est  la  formule  de  Newton. 

367.  Interprétation  géométrique.  — 
Soit  AB  un  arc  de  la  courbe  représentée 
par  Y = /(-r),  et  soit  R le  point  inconnu 
où  elle  coupe  l’axe  des  x ; la  distance  OR 
représente  la  racine  inconnue  a. 

Au  point  A,  qui  a pour  abscisse  la  va- 
^ leur  approchée  a = OC , menons  la  tan- 
gente AT.  Nous  aurons,  dans  le  triangle 
rectangle  ACT, 


CT  = 


AC 

tang  ATC 


Mais 

donc 


AC  =/(a),  tang  ATC  = — tang  AT æ'  = — /'(a); 

pT  f i^) 

/'(«)■ 


Cette  valeur  étant  égale  à celle  de  h,  donnée  par  la  formule  (i), 
il  s’ensuit  que  la  méthode  de  Newton  consiste  à remj>lticer  la  courbe 
par  sa  tangente,  au  point  dont  I abscisse  est  a. 


Cette  remarque  fait  voir  que, 
dans  certains  cas,  la  méthode  de 
Newton  pourra  être  complète- 
ment fautive.  Par  exemple,  si  l’arc 
AB  a la  forme  indiquée  ci-contre , 
et  qu’on  mène  la  tangente  au 
point  A , on  s’éloignera  de  la 
racine,  nu  lieu  de  s’en  rappro- 
cher. 


368.  Rectification  de  la  méthode  de  Newton.  — Nous  suppose- 
rons , dans  re  qui  va  suivre , que  la  séparation  des  racines  a été 
opérée,  en  sorte  que  la  racine  inconnue  a,  dont  on  veut  appro- 
cher, est  comprise  entre  deux  quantités  données  a,  fi,  qui  ne  coin- 
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prennent  aucune  autre  racine  de  l’équation  f(a:)  = o.  Nous  ad- 
mettrons , en  outre , que  ces  deux  limites  ne  comprennent  aucune 
racine,  soit  àef'(jc)  = 0 (*),  soit  de/*(x)  = o.  Ces  diverses 
hypothèses  peuvent  être  énoncées  ainsi  : 

L’orr  AB,  dont  les  extrémités  ont  pour  obéisses  a et  p,  coupe  une 
seule  fois  l*n.re  des  x;  de  plus,  il  ne  contient  ni  point  mnxi- 
mum  (**)  ou  minimum,  ni  jmint  d'inflexion. 

En  effet,  i”  appliquons  la  correction  de  Newton  à celui  des  deux 
points  donnés  pour  lequel  la  tangt;nte^mbe  dans  l’ intérieur  du 
triangle  formé  par  la  courbe,  Vaxe  des  abscisses  et  l'ordonnée  du 
jxtint  : l’inspection  des  quatre  figures  ci-contre  montre  clairement 

FIr.  I.  Fig.  II. 


(•)  Cette  première  condition  n’est  pas  absolument  indispensable  au  • 
succès  de  la  méthode;  mais,  quand  elle  est  vérifiée,  les  approximations 
marchent  plus  rapidement. 

(**)  Point  maximum,  c’est-à-dire  point  dont  l’ordonnée  est  un  maximum. 
Cette  ellipse  a été  employée  par  plusieurs  bons  auteurs. 
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(|U0  cr  iJiii/it  \ csl  rrlfii  tin/if  l'tihsriitsr  y.  J [.r)  île 

méine  signe  (*).  Nous  aurons  ()T  — (XI  -t-  CT, 

f{y-) 


ou 


^ UL  — -s 

rw) 


(■^) 


9.".  Menons  la  corde  AB,  qui  laisse  d’un  nu'me  côté  l’arc  ARB, 
puisque  celui-ci  esl  convexe.  Le  point  S,  où  AB  coiqie  l’axe  des 
al)scis.ses,  partage  CD  en  deux  segments  proportionnels  à AC,  BD; 


doue 


Sn  ^ CI)  : 


/(f) 


BD  + ACn^C'^'  )-/(*) 

Par  suite,  en  désignant  OS  par  [3, , 

/(l) 


/(fl)  -/i>i 


l3) 


Les  formules  { ‘li  et  ( 3 ) résolvent  oom|)lélemenl  la  question  pro- 
posée : eU'ectivement,  le paint-rncinc  K est  comfiris  entre  les  points 
T,  S,  et  ceux-ci  sont  compris  entre  C et  D. 

3(>9.  Limite  île  l’erreur  enmmise.  — La  racine  inconnue  « étant 
comprise  entre  a,  et  [3,,  la  différence  p,  — a,  sera  une  limite  de 
l’erreur  à laquelle  donne  Heu  la  méthode  de  Newton.  Or, 


Z(f>' 


ou 


f{p)~ 


f(x)] 

/•(ft)-/TT)] 


Æl 

f{'^) 


Pour  simplifier  celte  expression , observons  que 


(^  - a I /'(  a)  -I-  ( s _ a)’  -f-  ( S - a)’ 


1 .1 


donc,  en  posant 


S a O,  P,  Z,  — 5,,  f {^)  — 


f{y.)  if"'(y^) 


1 .'2 


1.2.3 


{*)  Considérons,  par  exemple,  lît  Jtg.  I.  L’arc  AB  tournant  sa  convexité 
• vers  le  haut, y" (x)  est  constamment  nêpntive,  et  la  courbe  est  au  dessous 
de  sa  tangente.  Donc  la  tangente  au  point  B,  dont  l’ordonnée  est  posi- 
tive, tomberait  en  dehors  du  triangle  BBD.  Au  contraire,  la  tangente  au 
point  A,  pour  lequel  l'ordonnée  csl  négative,  esl  située  dans  le  triangle 

CAU  ; Ole. 
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AU;i:i{H  \i. 

J\  y.  ) /(  a I 


V.H) 


on 


J l ^ ) J ( ^ i 'V 1 ^ ) 

/(  7.)'v{u] 

j\y 


on  nilin , à ('ansn  (io  h =r  — ^ ^ ^ ; 

vi“) 


==  - îh 


( i I 


f'{y.)  + v.{y.) 

370.  La  formule  ( î)  nous  permet  de  résumer,  dans  les  termes 
suivants,  la  marche  à suivre  pour  approcher  indéliniiinml  d’une 
racine  c/  de  l’écpialion  /(a  ) = o,  après  que  cette  racine  a été 
sépartkî  : 

Co/innissdiit  (Icu.r  (jiumtitcs  x,  [î,  eulrv  Ir.uiKclIt's  tombe  la  ru- 
ehtc  (i,  et  <1111  ne  comprennent  cmenne  met  ne , soit  de  — o, 

soit  (le  f”  [,r)  = o,  on  tlesignem  jxtr  x celle  de  ces  deux  limites 
(/ni  rendent  f{.e)  et  de  meme  si^ne  ; et,  inntr  neoir  une 

valeur  plus  approchée  x^,  on  emploiera  les  formules 

iM 

/'(«}’ 

En  désignant  ftar  i la  di{j'érence  jjositire  ou  /a’f'atâ’e  [h  — x, 
c'est-à-dire  rajjpro.rimation  (*)  de  x,  et  par  à,  l'approximation 
de  y.,,  on  aura 


h = 


(A)  a,  = a 4-  A.  (Bl 


/'(al4-e^(a) 

( ’ette  Jormule  , dans  latpielle  y ( a ) reptvsente 


1 .U 


1 . a.  . 3 


I . '2 . 3 . 4 


indiijue  aussi  à <piel  déféré  d' approximation  on  doit  calculer  h. 

Opt'rant  sur  a,  comme  on  a opéré  sur  a,  on  troueera  une  va- 
leur a^  encore  plus  approchée  de  la  racine  a;  et  ainsi  de  suite. 

373 . dpjdieation.  — Nous  allons  faire  usage  de  la  méthode  pré- 
cédente pour  calculer  la  plus  grande  racine  de  rwpiation 

J-’’ — 7 .c  4- 7 = o. 

A/ipruximatioii  tir  a sigriiilie  ici  :■  Umile  de  l’erreur  commise  en  pre- 
nnnl  y.  nu  lieu  dr  n . 
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On  a vu  ci-dessus  (363)  que  cette  racine  est  comprise  entre  i,35 
et  1,36.  D’ailleurs,  quand  x varie  entre  ces  limites,  /'(j")  = — 7 

reste  constamment  négative,  elf[x)  = 6.r  reste  constamment 
positive  ; la  méthode  de  Newton  est  donc  applicable.  En  outre,  la 
première  limite  i,35,  rendant /(x)  et/"(.r)  de  même  signe,  nous 
prendrons  a = i,35,  d’où  « = 0,01.  Cela  posé,  le  tableau  de  la 
page  2i5  donne  /(a)  = 0,010375  ; et  l’on  trouve,  par  la  substi- 
tution directe, 

/'(«)  = - 1,5325,  ^(a)  = ^Vs{^=4,o6. 


Substituant  dans  les  formules  (A)  et  (C),  nous  aurons  donc 


0,010 375  _ 1,037 5 _ 1,0375  4|06 

~ 1,53  2 5 ”153,25’  ~ i5  325  —1,5325+0,0406 

_ 1,0375  4|06 

~ i5325  1,4919 

Le  premier  facteur  de  s,  est  à peu  près  égal  à ; l’autre 

est  moindre  que  3;  donc  e,  < 0,0002.  Ce  résultat  montre  qu’il 
suffit , dans  ce  premier  calcul , de  déterminer  les  trois  premières 
décimales  de  la  valeur  de  h : si  l’on  en  calculait  quatre,  on  ne 
serait  pas  sûr  de  la  dernière.  Effectuant,  on  trouve 


, _ 1,0375 
i53,25 


0,006  ; 


puis  «1  = 1,356,  £,  = 0,001. 

Ces  valeurs  donnent 

«J  =1,838736,  «î  = 2,493  326016, 

/(a,)  = 0,001  326016,  /'(«,)=  — 1,483792,  <{-(«,)  = 4,06g  (*). 

Par  suite  ' 

, 1,326016 

• A,  = — 7J5 J 

I 483,792 

1,326016  4io69  ^ _ 

*.  = — ^ — r-77-  < 0,000  oo3. 

1,483792  1,483792  — 0,004069 

(*)  U est  à peine  besoin  de  faire  observer  que  ces  dernières  quantités  , 
au  lieu  d’ètre  calculées  directement,  pourraient  se  déduire  des  valeurs 
'•«/(“)./'(«)  > clr- 
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D'après  cette  nouvelle  valeur,  on  doit  évaluer  /tj  à moins  de 
0,000  01  : /tj=  0,00089;  puis 


a, = 1,35689,  0,00001. 

On  trouve,  de  la  même  manière, 

f[y.^)z=  0,000008664087 769,  /'(xj)  = — I,  476 548 583 7, 

?(«2)=  4,07068; 

. _ 8,664087769 
~ 7476  5487'583~7  ’ 


8,664087769 

^ 147654853370 


4 , 070  68 
1 , 476  507  876  9 


< 0, 000000 001, 


A3  = O ,ooooo5 867,  Xj  = 1, 356 895 867,  63  = 0,000000001; 
/"(aj)  = 0,000000001  3i7  347  970813679  363, 
y'(«j)=  — 1,476500818354954933,  '}>(«3)  = 4,070687602; 


1,3 17  347970813679363 
1 476500818,354954933’ 

0 , 000  000  000  892  209  44 1 


6,  < 0,000  000  000  000  000  O I ; 


«,  = 1 , 356  895  867  892  209  44- 


Cette  valeur  de  la  racine  est  exacte  jusqu’à  la  dix-septième  déci 
male. 


Séparation  des  racines , par  la  méthode  de  Newton. 

37®.  La  méthode  de  Newton,  ou  plutôt  la  construction  de  la 
courbe  dont  l’ordonnée  est/{.r),  permet  presque  toujours  d’effec- 
tuer très-simplement  la  séparation  des  racines  réelles  de  /(.r)  = o, 
ou  de  reconnaître  que  cette  équation  a des  racines  imaginaires, 
non  indiquées  par  le  théorème  de  Descartes. 

Remarquons  d’abord  que  la  véritable  difficulté  du  problème  se 
réduit,  le  plus  souvent,  à reconnaître  si  deux  (juanlités  x-,  p, 
qui , substituées  à x dans  f{x),  ont  donné  des  résultats  de  même 
signe , comprennent  entre  elles  deux  racines  de  J[x)  = o , ou  si 
elles  n’en  comprennent  aucune. 

Cela  posé,  si  la  première  dérivée,  f'{x),  ne  changeait  pas  de 
signe  entre  .r  = x et  .c  = [^,  f{x)  serait  constamment  croissante 

'!)• 
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ou  constainiiiont  lUinoiSïmuUulaiis  le  inèiiie  iulervalle;  et,  juiis^iuo 
/l  a)  et  /l  /)  sont  (le  rruhiie  si;xno.  cette  fonction  ne  pourrait  pas 
s’annuler.  Autrement  flit,  si  /’ér/italio//  f'[.r)  = o rt’avait  nucunc 
racine  entre  a et  ® , H en  serait  (h  même  pour  Pêfj  nation  proposée, 
fi.r)  — O. 

Le  cas  où  l’équation  dérivée,  f'{.r)  = u,  n'aurait  aucune  racine 
entre  a et  étant  mis  de  cété.  nous  admettrons  ipie  cette  étpia- 
tion  a une  seule  racine  comprise  entre  ces  deux  ipiantités  : si 
elle  en  avait  plus  d’une,  on  remplacerait  a et  p par  d’autres  li- 
mites, plus  resserrées. 

Lnfin,  nous  admettrons  encore  que  la  seconde  dérivée, /"f.c) , 
conserve  le  même  si^ne  entre  x — a et  x = p : ceci  revient  à 
supposer  que  la  courbe  représentée  par  _v=/(.t  ) est  convexe 
entre  les  points  ayant  a,  5 pour  abscisses. 

373.  Soient  A,  B ces  deux  points)*); 
soit  -\MB  ou  A\B  l’arc  qui  les  joint, 
et  dont  la  forme  est  encore  inconnue  ; 
il  s’agit  de  .savoir  si  ccl  arc  coupe  en 
deux  points  l’axe  des  ab.scisses,  ou 
s’il  ne  le  coupe  pas. 

Appliquons,  aux  deux  limites  a,  / 
la  formule  de  Newton,  c’est-à-dire 
calculons  les  deux  sous-tangentes  CS, 
DT.  Kn  supposant,  comme  cela  aurait  lieu  sur  la  figure. 


nous  aurons,  j)0ur  les  valeurs  absolues  de  ces  sons-tangentes. 


CS  ^ - 


f['- 


./■'(*) 


DT  • 

./  {p'I 


Or,  si  les  tangentes  AS,  BT  se  croisent  au-dessus  àvOx  [**) , 
c’est-à-dire,  si  la  somme  des  sous-tangentes  est  plus  grande  cpie 
CD,  Tare  inconnu  a la  forme  ,\NB;  il  ne  coupe  pas  Taxe  des  ab- 


{* I Sur  la  fii’iirc,  on  les  a placés,  pour  fixer  les  idées,  au  dessus  ilc 
Taxe  des  abscisses;  mais  le  raisonnement  est  indépendant  do  cotte  hy- 
pothèse. 

.*')  On  déliait  lire  <iu-d"ssous , si  /(-/)  et  /"(.î)  étaient  négatives. 
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si'issfs,  cl  1 équation  J {■»-']  — o n’a  ancnnc  racine  entre  v.  et  f.. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Lrx  {fiifi/ititèx  « , S sfiti.sfaisnnt  aux  conditions  intlitiuees  ci-' 
(/fssiis , si  l’on  a 


f(»  JV-) 


(') 


/'(?) 

Ver/nntian  J [x]  ~ o n’aura  aucune  racine  entre,  st  et 

Si  lu  soinine  des  sous-tangenU‘s  est  moindre  que  CL),  c esl-à-dire 
si  l'on  a 


on  ne  pourra  rien  airinner  sur  l’exislenco  ou  la  non-existence  de 
doux  racines  entre  a et  f);  mais,  en  prenant 

/(.«) 


a,  = a 


6 - /IM 

/'iO 


opérant  sur  ces  nouvelles  limites  comme  sur  les  premières,  et 
continuant  de  la  même  manière,  on  pourra  presque  toujours, 
après  un  très-petit  nombre  d’essais , décider  si  les  deux  limites 
données  ne  comprennent  aucune  racine,  ou  si  elles  en  compren- 
nent deux  ; ajoutons  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  aura  approché 
des  deux  racines  à la  fois,  et  que  la  substitution  d’une  quantité 
comprise  entre  les  deux  limites  a,,,  auxquelles  on  se  sera  arrêté, 
permettra , presque  toujours  aussi , de  séparer  ces  deux  racines. 

I.es applications  suivantes  montreront  la  simplicité  eiredicacité 
de  cette  méthode. 

374.  Applications.  — I.  .r‘-|-  3x'^  — /.r  4-  i = o (363). 
f'[x)=  4.c=4- 6.i' — •/,  ^/"(.r)  >. 


La  première  dérivée  s’annule  pour  une  valeur  de  .c  comprise 
entre  o et  la  seconde  dérivée  est  essentiellement  positive: 

nous  pouvons  donc  prendre  x = o,  P Dr, 

J\P)  - ^ I ' 

/'(fj)  f'{-x)  J_^-2 

'27 
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Cette  somme  étant  plus  grande  que  rét/ufithn  n*a  pas  de  ra- 
citres  réelles. 

II.  .r‘  -f-  Jc’  — 5,999  + 4 = o- 

f'(x)=  4x"-|-2.r  — 5,999,  i. 

L’équation  a peut-être  deux  racines  comprises  entre  o et  i.  Ces 
deux  nombres  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  ci-dessus,  nous 
prendrons  a = o , p = i . Nous  obtiendrons  ainsi 

/(P)  _ /(«)  _ 0,001  4 

rW)  /'(*)  0,001  5,999 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  i ; donc  l’équation  n’a  pas 
de  racines  réelles. 


III.  ioo.r‘-l- — 59x4-ii=ro. 


Quelques  essais  préliminaires  montrent  que  l’on  doit  chercher 
deux  racines  entre  o,3  et  0,4.  D’ailleurs, 

f'{x)  = 4oox^+  i34.r  — 59 


s’annule  une  fois  seulement  dans  cet  intervalle,  et  f'{x)  est  es- 
sentiellement positive. 

Prenons  donc  a = o,3,  p = 0,4. 

/(a)  = o,8i  -t-6,o3  — 17,7  -I-  Il  = o,i4, 

/'(a)  = 10,8+ 40,2  —59=— 8, 

/(P)  = 2,56  -1-  10,72  — 23,8  +11=  0,68, 


/'(P)  = 25,6  + 53,6  — 5g  = 20,2. 
fiP)  /(=t)  0,68  0,14 

7TF)  /'(a)-20,2-+ 


8 


<0,1. 


Les  limites  étant  trop  écartées,  nous  prendrons 

0|i4  o 

= 0,317..., 


a,  = 0,3 


8 
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ou  plutôt  a,  = 0,32,  [3,  = 0,36. 

/(«i)  z=  1,048576  + 6,8622  — i8|88  + 11==  0,080776, 
y'(a,)  = 13,1072  + 42,88  — 5g  = — 3,0128, 

/(P, ) = 1,679619  4-  8,683 2 — 21,24  4-  1 1 = 0,122 819, 

f’iM—  18,66244-48,24  — 5g  = 6,9024. 

/iAi  _ , 0|03o776  ^ , 

/'(P.)  /'(«■)  6,9024  3,0128  ’ 

Les  limites  sont  donc  encore  trop  écartées.  Mais,  /(«,  ) étant  une 
petite  fraction , il  y a lieu  d’essayer  si  l’on  ne  peut  pas  remplacer 
P,  par  un  nombre  beaucoup  plus  voisin  de  a,  ; si  l’on  substitue 
0,33,  on  trouve 

/(o,33)  =1,185921-1-  7,296 3 — 19,47  -t-  Il  = 0,012221, 
/'(o,33)  = 14,3748  -1-  44,22  — 5g  = — o,4o52. 

Les  racines,  si  elles  existent,  ne  sont  pas  comprises  entre  0,82 
et  0,33  : essayons  o,34- 

/(o,34)  = 1,336  336  -1-  7,7452  — 20,06  -f-  ii  = 0,021  536, 
/'(o,34)  = 15,721  6 4-  45,56  — 5g  = 2,281  6. 

Soient  actuellement  a^=  o,33,  Pj=  0,34. 

/(PJ  /(«;)  0,021  536  0,12221  ^ 

/'(PJ  /'(a,)  2,2816  o,4o5  2 ^ ' 

JJéqiuition  a donc  toutes  ses  racines  imaginaires. 

IV.  loox* -H- 67^^  — 5g,o4  J? 1 1 = O. 

On  trouve , comme  dans  l’exemple  précédent , 
a = 0,3,  P = 0,4. 

/(a)  = 0,128,  /'{a)  = — 8,04, 

/(P)  = 0,664,  /'(P)  = 20,16. 
a,  = 0,32,  P,  = 0,36. 

/(a,)  = 0,017920,  /'(a,)  = — 3,o528, 

/(P,)  = 0,108419,  /'(p,)=  6,8624. 

a,  = 0,33,  P,  = 0,34. 

/(«,)=—  0,000979,  /(pj  = 0,007936. 

La  séparation  est  effectuée  : l’équation  a une  racine  comprise 
entre  0,82  et  o,33,  et  une  seconde  racine  entre  o,33  et  0,34. 
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I.  Cakuler  los  racines  do  l'équalion 

70.0'  — I /(O k' 4- 90 I — O. 

R(’s(i/tfé/  : | ^ o,o(>9  43 1 844  9"5  4 , 

./•j  ^ o,33o  009  478  A07  567  7 , 

— Oi(>09  9«)ü  j'i I 792  432  3 , 

— 0|93o  5G8  1 55  797  024  G. 

II.  1 7iG.t''—  5 i48u:’-|-5 742.r' — 2 9o4-r'4-648.r'— 54  r + i =0. 

Résultat  : = o,025  44^  «43  828  620  2 , 

X,J  = O,  I 29  234  407  200  3o2  8 , 

.Oj  =:  0,297  077  4'-»4  3i  1 3oi  5, 

v^* 

.»•,  = 0,702  922  575  G88  G98  5,'^ 

.ij  = 0,870  765  592  799  697  2 , ' , 

0,974553956  171  3798  (*). 

III.  Siniplilier  la  résolution  des  deux  équations  précédentes, 
sachant  (|u'elles  jouissent  de  cette  propriété,  que  si  a est  racine, 
I — « est  racine. 

IV.  Calcuier  les  racines  de  l’étjuation 

3375  000  — 1 2 524  G92  5oo  x‘‘  4-  1 5 493  1 28  1 20  000  X 

— G 388  3G7  590  282  499  = O. 

Résultat:  J-,  ■=?  1 236,996  452  73,  , 

.Cj  = 1 237,004  35 1 36, 

1237,01919591  (**). 

(")  Gcs  (leux  exemples,  tirés  d’un  Mémoire  de  rilluslre  Gauss,  ont  été 
roprodiiils  dans  les  Nom’itllrs  Aniinlcs  de  Mathcmuliques. 

("*)  On  cherche  d’abord  la  transformée  * 


i|iii  a pour  racines 

.V,  — — sin  5o”=  — 0,766045, 
.r,  — — sin  10"—  — 0, 173 
y^—  sin  70''=  oi()3()  (ii)3. 
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V.  Los  éiiiialioiis 

■^797  •*"**•+  '4  9^1  a-’ + 5899.^-+  9 87(5 .0  -f-  (l().j9  — O, 

3 447  ■'-'*  + 1 4 5Go  a ’ + 99  43o  ,r‘  4-  xü  8;j7  -f-  '>9  1 93  .k’’ 

+■  1 1 59Ü  .r  + 5 üo'2  = O 

ont  toutes  leurs  raeines  imaginaires  (*). 


CHAPITRE  XXV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 


375.  Les  procédés  employés  pour  calculer  les  racines  incommen- 

surables d’une  équation /(.r)  = o,  que  nous  avons  fait  connaître 
dans  le  chapitre  précédent,  s'appuient  tous  sur  la  continuité  de 
la  fonction  entière  Par  conséquent,  ces  procédés  sont  ap- 

plicables, à pou  prés  sans  modifications,  à la  résolution  do  toute 
équation  de  la  forme  f{-v)  = o,  dont  le  premier  membre,  sans 
être  algébrique,  est  une  fonction  continue  de  .r,  sinon  pour  toutes 
les  valeurs  de  cette  variable,  au  moins  dans  un  certain  intervalle. 
Cependant,  la  discussion  dos  fonctions  transcendantes  étant  ordi- 
nairement assez  épineuse,  les  méthodes  indiquées  ci-dessus  seront 
presque  toujours  insuffisantes,  prises  séparément,  en  sorte  que  l'on 
sera  obligé  de  faire  dre  emprunts  à chacune  d'elles.  Les  exemples 
suivants  montreront  sufii.sammcnt  la  marche  à suivre  dans  chaque 
cas  particulier. 

376.  Exemple  I.  — Hésmulrr  PéqmUion  ( **  ) 


(*)  Ces  deux  équations  sont  tirées  d’un  Mémoire  sur  la  planète  Her- 
schel , par  M.  Le  Verrier.  Pour  les  discuter,  le  célèbre  astronome  s’est 
bien  gardé  d'appliquer  la  méthode  des  différences. 

(**)  Cette,  équation  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaînette  et  dans 
la  Mécanique  céleste  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  \LII, 
page  118/,). 
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On  simpliOera  lo  problème  si,  après  avoir  pris  les  logarithmes 
népériens  des  deux  membres , on  met  l’équation  sous-  la  forme 


, -r  4- 1 , . 

•XX  — / = O.  ( 2 ) 

X — I ' 

En  effet,  en  représentant  par  r le  premier  membre  de  la  nouvelle 
équation,  on  reconnaît  immédiatement  que: 

i".  La  fonction  y reste  continue  et  croissante  à partir  de 

.r  = H-e(’); 

2°.  Cette  fonction,  négative  pour  x = i 4-e,  est  positive  pour 
X = -x. 

Par  conséquent,  l’équation  (2)3  une  seule  racine  positive,  com- 
prise entre  i et  2. 

377.  Pour  approcher  de  cette  racine,  donnons  à x les  valeurs 
i,i  et  1,2;  nous  trouverons: 

Pour  x=i,i,  7=2,2  — /21  = — 0,844522437...,; 

Pour  a:  =1,2,  7=2,4-^11=4-0,002104727 


La  racine  est  donc  comprise  entre  les  deux  nombres  substitués, 
et  beaucoup  plus  près  du  second  que  du  premier. 

D’ailleurs , 


y =‘x  — 


X ■ 


4x 

l)” 


et  chacune  de  ces  fonctions  conservant  son  signe  à partir  de 
X = I 4-s,  la  méthode  de  Newton  est  applicable  (370). 

Faisant  a = 1,2  dans  la  formule 


h — — ( ** ) 


nous  aurons  h — — 0,000  32 

Ce  résultat  permet  de  supposer  que  la  racine  est  comprise  entre 


(*)  Suivant  l’usage , la  lettre  c désigne  une  quantité  positive  très- 
petite. 


(**)  La  limite  i|2  étant  déjà  fort  approchée,  nous  ne  suivrons  pas  la 
règle  qui  consiste  à choisir  la  limite  pour  laquelle y(T)  et  f t^x')  sont  de 
même  signe. 
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1,19967  et  1,19968.  Efféctivement , 

.r=  1,19967 

donne 

10  067 

7=  2,39934  - log  /.io{*)  = — 0,000106788; 

X = 1,19968 

donne 

„ , 219068  , 

7 = 2,399  36  — log  X /.  10  = 4-  0,000008999. 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  de  Newton  montre  que  la 
racine  est  comprise  entre  1,199678  et  1,199679.  La  substitution 
de  ces  valeurs  donne  ensuite  : 

pour  X—  1,199678, 

7=  2,399356  - log^^^^/.io  = - 0,0000044..., 
pour  x=  1,199679, 

y = 2,399  358  — log  /.  10  = + 0,000  002  2 

378.  Si  nous  appliquons  actuellement  les  formules  (2)  et  (3) 
du  n“  368,  en  y supposant 

« = 1,199678,  ^ = 1,199679, 

nous  aurons 

/(a)  = — 0,000  004  4)  /(P)  = 0,0000022, 
l®Sy  {^)  ~ ^ a J ) ( ^ I 1 ) ~ 

puis 

a,  = 1,199678  -I-  0,000000671  4 = 1,199678671  4, 

P,  = ï, >99679  — 0,000  001  • gg  = 1,1996786666; 

et  enfin,  avec  huit  décimales  exactes, 

X = 1,19967867. 

(*)  Les  Tables  de  Callet  ne  donnant  pas  les  logarithmes  népériens  des 
nombres  supérieurs  à 1200,  il  est  nécessaire,  pour  continuer  le  calcul, 
d’employer  les  logarithmes  de  Briggs  comme  intermédiaires. 

I.  20 
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379.  E\emi’1.e  II.  — Dctrrnünt'r  le  coeffu  ienl  a,  de  numièrc 
(jue  ré(juiilin>i 

e^  + e~  — ax  = «>  ( i ) 

ait  deux  racines  égales. 

En  général , on  dit  qu’««f  ê(juation  transcendante  f { ,c)  = o a 
deux  racines  égales  à x , t/iiand  la  (juantité  x annule , en  même 
temps,  f{x)  etf'{x)  (*). 

Cela  posé , la  dérivée  du  premier  membre  de  l’équation  ( i ) est 
f'[.v)  = — a. 

Égalant  cette  quantité  à zéro,  nous  aurons  à déterminer  a par  la 
condition  que  l’équation 

e^  — e~^  — a = O ( 2 ) 

ait  une  racine  commune  avec  la  proposée  (i). 

L’élimination  de  a donne 

e^  4-  e~^ 
r*  — e~^  ’ 


ou 


•C  + I 

X — I 


(3) 


Cette  équation  est  précisément  celle  que  novis  avons  considérée 
dans  l’exemple  I : elle  a pour  racine 

= I|«9967867. 

11  resterait  donc  à substituer  cette  valeur  dans  la  formule 


« = t"  — e 


•X  . 
î 


mais  il  sera  plus  commode  de  prendre  celle-ci  : 


•1 


’ (4) 


(pie  l’on  tire  aisément  des  équations  (1)  et  {2).  Elle  donne,  au 
moyen  des  Tables  logarithmiques, 

a = 3,017  76. 


(*)  11  est  évident  que  la  délinition  des  racines  cifalcs,  fondée  sur  la 
considération  du  plus  grand  commun  diviseur,  n’est  pas  applicable  , en 
général , aux  équations  transcendantes.  ' 


ALGKBHt;.  -^31 

380.  Jiciiia/yitr.  — L’équation  ( i ) auia  riH  incs  p<t\Hhcs 
inv^nlcs  tant  que  le  cocllicient  a sera  supérieur  à eette  dernière 
valeur;  elle  n’en  atira  aucune  dans  le  cas  contraire.  Par  exemple, 
l’équation 

-f.  3 — O 

n’a  pas  de  racines  réelles. 

381.  Exemple  III.  — Kcsainlrr  rth/tuitin/i 

Il  — r sin  H = ( i) 

ru  siijipimint 

e =:  0,245  3i6  i5,  3'29"44 

La  résolution  de  l’équation  (i)  constitue  ce  qu’on  appelle,  en  As- 
tronomie , le  Problème  de  Kepler  : e est  Ve.rceiitricieé  d’une  pla- 
nète; II,  \ anomalie  cxcentrUpie ; le  moyen  mouvement. 

.\vantde  chercher  la  valeur  de  ii,  remarquons  que,  e étant  un 
nombre,  on  devrait,  pour  rendre  l’éciuation  homogène,  exprimer 
l’arc  t en-parties  du  rayon  i;  et  alors  l’arc  a serait  également 
exprimé  en  parties  du  rayon.  Mais  il  sera  plus  commode  d’éva- 
luer, en  parties  de  la  circonférence , l’arc  z dont  le  rapport  au 
rayon  est  la  fraction  c.  Or,  l’arc  équivalent  au  rayon  a pour  valeur 

I 80^ 

= 57“,  295  779  1 3o  8a3 ...  ; 


donc 


180" 


14",  o55  579947 


382.  Pour  calculer  la  valeur  de  a,  nous  emploierons  d’abord  la 
méthode  des  approximations  successives,  dont  on  a vu  un  exemple 
dans  le  second  degré  (31). 

Négligeant  d’abord  le  terme  csiiiH,  ou  plutôt  zsin;/,  nous 
aurons 

(2) 

Cette  valeur,  substituée  dans  (i),  conduit  à 
/q  — s sin«„-(- ?.  (3) 

CA?lle-ci  donne , de  la  même  manière , 

/q  - r sin/q -f- Ç,  (1) 
puis  /q  = Z sin  <q-f- ï , (5) 

etc. 
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Le  calcul  logarithmique  donne  ensuite 

. logz  = 1,1478488 
log(—  sinwp)  = logsinSo”  1 5' 32", 34  = 1,7023525 

o,85o2oi  3 

zsinM,  = — 7°,  08  274=  — 7°  4^  5", 864 
u^  = 322“  40' 21", 80 


logz  = 1,147  848  8 
log  ( — sin  M,  ) = log  sin  37“  19'  38",  2 = i ,782  735  6 

0,930  584  4 

Z sin  K,  = — 8°, 522  83  = — 8°  3i' 22",  188 
tt,  = 321®  i3'5",47 

logz  = 1,147  848  8 
log(  — sinttj)  = log  sin  38" 46' 54",  53  = 1,796821  5 

0,9446703 

zsin  «J  = — 8°,8o3  80  = — 8"48'i3",68 
Mj=  320°  56'i3”,98 

logz  = 1,147  848  8 
log  ( — sin  «,)  = log  sin  39“  3'  46",  02  = i ,799  458  8 


0,947  307  6 

zsin«3=  — 8° 85743  = — 8°5i'  i8",75 

U,  = 32o°53'8",9I. 

383.  Pour  continuer  le  calcul,  nous  ferons  usage  de  la  méthode 
de  Newton , en  prenant 

a = 320°  53'. 

Nous  aurons 

y(aj  = « — Z sin  a — Ç = 

320°  53'+  8°  52' 3", 68  — 329°44'27",66  = 36", 02, 
/'(a)  = I — ecosa  (*)  = i — 0,190 332  = 0,809668; 


(*)  La  dérivée  étant  un  rapport,  s doit  être  remplacé  par  e.  Du  reste, 

si  l’on  fait  « = u , et  que  l’on  calcule  ? on  arrive  à la  même 

111.  " 

valeur  de  h. 
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puis 


//»  /Q-'J 

0,809668  ~ ‘«4.4873. 


La  valeur  de  la  racine  cherchée  est  donc,  à moins  deo",oi, 


H = 320®  5a'  i5"|52. 

38i.  Exemple  IV.  — Résoiulrc  Inéquation  (*) 

» 

y + 2 (tt  — !j))  sin’ ^ f — sin^  = ^ • (i) 

On  peut  d’abord  la  simplifier  en  posant  r — y = x,  et  en  rem- 
plaçant  2sin’  par  i — cosp  = 1 + cos.r.  On  obtient  ainsi 


7T 

sin  X — X cos  X 

2 


O.  (2) 


Si  l'on  représente  par  / le  premier  membre  de  cette  nouvelle 
équation , on  aura 

j>-'  = xsin.r.  (3) 

Par  conséquent , la  fonction  r a une  injinité  de  maximums  et  de 
minimums,  déterminés  par  sinx  = o,  ou  x = X tt,  k étant  un  en- 
tier quelconque,  positif,  négatif,  ou  zéro.  D’ailleurs,  pour 


X = . . . — 3 TT, 

— 2 TT, 

0, 

2 TT, 

3ît,... 

7 

3 

3 

I 

I 

5 

5 

‘ 

TT, 

TT 

-7T,.  . 

2 ’ 

2 

2 ’ 

2 ’ 

2 ’ 

2 ’ 

11  résulte,  de  l’inspection  de  ce  tableau,  que  l’équation  (2)  a 
«ne  infinité  de  racines  réelles,  comprises,  chacune,  entre  deux 
multiples  consécutifs  de  tt  : il  y a exception  pour  les  valeurs  — tt 
et  O,  qui  ne  comprennent  aucune  racine  (**).  Nous  nous  occupe- 
rons seulement  du  calcul  de  la  plus  petite  racine  positive  (***). 


(*)  Elle  répond  à ce  problème  : Partager  un  cercle  en  deux  parties 
équivalentes , au  moyen  d'une  circonférence  ayant  son  centre  sur  la  circon- 
férence donnée. 

(**)  Si  l’on  construit  la  courbe  dont  l’ordonnée  estx,  on  trouve  que 
cette  ligne  se  compose  d’une  seule  branche  continue,  sinueuse,  iiidc- 
6nie,  rencontrant  l’axe  des  abscisses  en  une  infinité  de  points;  etc. 

(***)  Elle  répond  an  problème  de  géométrie. 

ao. 
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38o.  Après  qucLiiics  tâtonnements,  on  trouve  ipie  celte  racine 

est  comprise  entre et  Pour  ces  deux  valeurs  de  .r.  v 

égale  — o,-28i9iâ  et  4-  o,o'2,5  5'29.  Donc  la  racine  diffère  très  peu 
de  ^ Tz.  Appliquant  la  correction  de  Newton  À cette  seconde 
limite,  on  a 


' TW)~ 


0,0'25  Ô‘29 


= 0,01 4 i5i. 


D’ailleurs,  -3'^  = G9>9  81);  en  sorte  que  la  valeur  corrigée  est 

I O 

1,91986—  0|0i4  i5=  1,90571.  Substituant  dans  le  premier  mem- 
bre de  l’éipiation  {'2),  on  trouve  - - 0,00001g. 

La  formule  de  Newton,  appliquée  une  seconde  fois,  donne 

//  = — 0,000  010,  .r  1,905  70, 


[luis  y = 0,000  002. 

Cette  dernière  fraction  est  si  petite,  qu’il  est  inutile  de  pousser 
plus  loin  les  calculs,  et  que  l’on  iieut  prendre,  pour  la  solution 
chenhée. 

.V  — 1,90570  = 109"  1 1'  18". 

Par  suite , ^ = 70"  48'  i'i", 

à moins  d’une  seconde. 


z:xx»x:icES. 

I.  Partager  un  demi-cercle  on  deux  parties  équivalentes,  par 
une  [)arallèle  au  diamètre. 

II.  Trouver  l’arc  double  de  .sa  corde. 

III.  Résoudre  10  — o. 

Jir.Mil/ (U  : .T  = 2,5o6  184. 

IV.  Résoudre  x/.v — 100  - o. 

lirsul/at  : 3,397  '-i85o. . . . 

V’.  Résoudre  — eos.^  — o. 

Ixrstilldt  : .2'  — 0,739083  i'2. . ...,  • 
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VI.  Trouver  la  |tlu.s  lu-tilo  racine  positive  de  rcupialion 

J-  — tarig  ./•  — O. 

llcsultat  : ./•  = 4i493  4**9  04  (*).... 

Vil.  Même  question  pour 

(4—3  I sin  a:  — 4 ■<’  cos  x — o. 

Hésnltat  : r = 2,563  434  i3  ( **  ). 

Vni.  Calculer  la  racine  positive  de  l’équation 

/(  I + .r  i — sin./'  = ü. 

1\.  Discuter  l’équation 

^ 3.r 

arc  tangx  - r— -?  = o. 


CHAPITRE  XXVI. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


380.  Une  fravlion  rtnioiiiicllc  est  une  expression  tle  la  forme 


n±i 

F(.r) 


dans  laquelle  les  deux  termes /(.ri  et  F(.r)  sont  des  po- 


lynômes entiers.  Nous  suppo.serons , dans  ce  qui  va  suivre,  que 
la  fraction  a été  réduite  à sa  j/lus  .sinijih’  (‘.rjjrrssio/i , ou  (pie/(j'  l 
et  F(.r)  n’ont  plus  aucun  facteur  commun.  Nous  supposerons,  on 
outre,  le  degré  /«  du  dénominateur  supérieur  au  degré  du  numé- 
rateur. Si  le  contraire  arrivait,  on  diviserait  le  nuinéraU^ur  par 


ledénorninaleur,  et  on  mettrait  la  fraction  sous  la  forme  Q 


F(.r)’ 

0 étant  un  polvnôme  entier,  et  ( >ine  nouvelle  fraction  satis- 

!•(./•) 

faisant  à la  condition  énoncée. 


(*)  M.  fierlrand  trouve  x — /|g3  /jOg  4-58  : rette  derniôro  vuloiir  est  pro- 
tialdeinent  plus  exacte  guc  l'autre. 

(**)  Los  ciii»}  clcriiiorcs  guostiuiis  sont  tircos  d’uii  savant  Mémoire  de 
M.  I crqucni,  inséré  dans  les  Nowcllrs  initiiirs  île  Malhénuiliqucs. 
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Cas  des  facteurs  inégaux. 

387.  Cela  posé , si  l’on  connaît  les  facteurs  x — a,  a:  — b, 
X — c,...,  X — A,  .r  — / de  F (.r) , ces  facteurs  étant  d’abord 


supposés  inégaux,  on  peut  se  proposer  de  décomposer 


F(^) 


en 


une  somme  de  fractions  simples,  ayant  pour  numérateurs  des 
constantes  K,L,  et  pour  dénominateurs  x — a, 

x — b,  X — c,, . X — A,  X — de  manière  à avoir,  quel  que 
soit  X, 

f[x)  A B . KL 


X 


X- A 


+ 


l 


(0 


F(j;)  X — a 

La  question  consiste  à déterminer,  s’il  est  possible,  les  numé- 
rateurs A,  B,. . L. 

388.  Première  méthode.  — Si  on  multiplie  les  deux  membres 
de  l’égalité  (i)  par  le  dénominateur  F(j7),  le  second  membre 
deviendra  un  polynôme  entier,  du  degré  /«  — i , contenant  les 
inconnues  A,  B,  C, . . . K,  L au  premier  degré,  et  que  l’on  pourra 
ordonner  par  rapport  à x.  D’ailleurs,  le  polynôme /(.r)  est,  au 
plus,  du  degré  m — i.  Si  donc,  pour  idcnti^cr\ei  deux  membres 
de  la  nouvelle  égalité,  on  égale  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  .r,  on  aura  m équations  du  premier  degré  entre  m in- 
connues. 

389.  Application.  — Soit 

A 


■tr  ■+■  i 


,5+_c_. 

X X — I 


/î  t - 
4 


. x[x^  — l)  X — 1 

Chassant  les  dénominateurs,  et  ordonnant  le  second  membre, 
(*)  Pour  justifier  celle  lenlalive  de  décomposilion , il  sulBl  d'observer 

. A B b 

que  la  somme  de  m iraclions  de  la  fornic  » ; ? • - -, 

X — Il  X — b X— » 

donne  lieu  ii  une  fraclion  rationnelle  dans  laquelle  le  dénominateur  est 
du  degré  m,  et  le  numérateur  d’un  degré  inférieur  à ru.  Par  exemple, 

■r*  . 


I 


1 I 

— -+-  ■ ' 
X X H- 


I 


■ x{x-—  l)’ 


donc,  réciproquement,  celte  dernière  fraction  est  décomposablc  en 
fractions  simples. 
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» 

nous  aurons 

x’+i  =(A  + B + C)x’  + (A-C).r- B. 

Par  suite,  A + B + C=i, 

A — C O, 

-B-i, 

puis  B = — I,  A = C = i;  etc. 


390.  Le  procédé  que  nous  venons  d’indiquer  est  connu  sous  le 
nom  de  Méüwdc  tics  coefficients  indéterminés.  Très-commode 
quand  le  dénominateur  F(.r)  est  du  deuxième  ou  du  troisième 
degré,  il  devient  impraticable  dès  que  le  nombre  des  fractions 
simples  cherchées  surpasse  cinq  ou  six.  En  outre,  cette  méthode 
est  incomplète , parce  qu’elle  ne  prouve  ni  la  possibilité  de  la  dé- 
composition essayée,  ni  X impossibilité  de  toute  autre  décomposi- 
tion; en  effet,  rien  ne  démontre  à priori  que  les  inconnues  A,  B,..., 
K,  L seront  finies  et  déterminées.  Mais  il  est  aisé  de  la  modifier, 
de  manière  à la  rendre  complètement  simple  et  satisfaisante. 

391.  Deuxième  méthode.  — Reprenons  en  effet  l’égalité  (i), 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  F(x);  nous  aurons, 
en  représentant  par  F,  (x),  F,(x),...,  F„(x),  les  quotients  de  F(x) 
par  X — a,  X — b,. . .,  x — /, 

f{x)  = AF,[x)  + BF,ix)+...-yL¥„{x).  (2) 


D’après  un  principe  démontré  (358),  les  polynômes  composant 
les  deux  membres  de  la  nouvelle  égalité  seront  identiques,  s’ils 
deviennent  égaux  pour  m valeurs  de  x (*).  Or,  si  l’on  suppose 
X = a,  les  polynômes  Fj(x),  F,(.r),. . .,  F„(x)  s’annulent,  parce 
qu’ils  contiennent  le  facteur  .r  — a,  et  l’égalité  devient 


d’où 


f{a)  = AF,(«), 


A = 


Ûfl. 


De  même , en  faisant  x = b,  on  obtient 


B = 


Æl. 

F,{by 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  le  second  membre  est  du  degré  ni  — i, 
et  le  premier  membre,  du  degré  m — 1 au  plus. 
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et  ainsi  do  suite.  Par  conséquent,  imir  ubtviur  Iv  ntimératt-ur  de 


la  fraction 


G 


correspondant  à un  facteur  iptclconcpte  x — g de 


F ( .r  ),  on  divise  F ( x ) par  x — «•  ; et,  en  représentant  par  ^ ( .c  ) le 


(piotient,  on  remplace  x par  " dam 


, A-r) 


392.  Rcmartpies.  — I.  Il  résulte,  du  principe  rappelé  tout  à 
l'heure,  que  si  l’on  donne  aux  coefîkicnts  \,  B,. . .,  1.  les  valeurs 


.A«)  /{/>) 


F,(«)'  F,  (/;)’■■■’  F,„(/) 

» 

résultant  de  cette  règle,  l’égalité  (2)  aura  lieu,  quel  que  soit  x. 
Il  en  sera  de  même,  évidemment,  pour  l’égalité  {i).  Donc  l/i  dé- 
comjiosilion  projmsée  est  possible. 

II.  Jm  décomj>osition  n’est  possible  que  d’une  seule  manière. 

f{,T\ 

Admettons,  pour  un  instant,  que  la  fraction  décom- 

A'  B'  G' 


f[l) 


jxisable  en  - 


-7-  -H. . .,  les  dénominateurs 


X — a'  X — .r  — c' 

X — a',  r — b\  X — c',. ..  étant  tous  différents  de  x — r/,  x — b, 
X — c,. .. . Il  résulterait,  de  cette  hypothèse. 


A 

X — a 


— b X ~ 


_j\'_ 
X — a' 


IV 


r<  + ' 


C' 


Multiplions  les  deux  membres  par  x — «'  et  faisons  ensuite 

A' 

X = a'  : nous  trouverons  o = ; donc  la  fraction r ne  peut 

X — a 

pas  faire  partie  de  la  décomposition  essayée.  On  prouverait,  de  la 
même  manière,  que  l’on  ne  peut  avoir 

A'  , B’  ^ l...- 

b ( X ) X — a X — b X — c ' 

les  numérateurs  A',  B',  G/,. . . différant,  en  tout  ou  en  partie,  dee 
premiers  numérateurs  A,  B,  C,. . . . 

393.  Troisième  méthode.  — .\u  moyen  d’une  reraartiue  due  à 
Euler,  on  peut  se  dispemser  de  diviser  F(.r)  par./-  — rq  x — /q..., 
.r  - /. 

En  effet , l’identité 

!■  (•'■)  (•''  - A' 
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donne  F ( .r  ) — { .r  — v' ( .r  ) v ( .r  ) ; 

et . en  rompla^'ant  .r  par  g-, 

n - ZM. 


■A3t) 


Par  suite , 


On  peut  donc  modifier  ainsi  l’énoncé  précédent  : 


Pour  obtenir  tes  mimérateurs  des  fractions 


A 


X 


a X — h 


dans  lesquelles  se.  dèeomnose  > on  prend  la  fraction  Zilf.* . 

' ' _^F(.r)  ' • F Ui') 

et  on  Y remplace  x successicement  par  a,  h,  c,. . . . 

39i.  Application.  — Soit 

A 


x‘-^  I 


B 

-! [- 


c 


(tn  a 


Donc 


x[x- — 1)  r — r X J"  + 1 

f{x]  __  x‘-t-  J 
F'(x)  ~ 3x‘-  i' 

A = l I , B = — I , C — I , 

3—1 


comme  ci-dessus. 

Cas  des  facteurs  é§:aux. 

39o.  Supposons  à présent  que  le  dénominateur  F(.r)  renferme 
des  facteurs  égaux  entre  eux,  et  qu’il  soit  égal,  par  exemple,  à 
(.r  — fl)''F,  (.r),  F,  (.r)  étant  le  produit  des  facteurs  simples  ou 
multiples  de  F(x),  autres  que  x — a. 


Si  l’on  considère,  pour  un  instant,  la  fraction 


{.r  — a)  F,(x)’ 


on  pourra,  d’après  ce  qui  précède,  la  décomposer  comme  il  suit  ; 


= — 


(3) 


(.r  — «)F,  (.r)  x-a  F.(a-) 

A étant  une  constante  et./]  (.r)  un  polynôme  entier.  En  effet,  on 
aura  d’abord  (391),  A^,=  -j— j ; et,  d’un  autre  côté, 

A.^)-A„F,(.r) 


Ai-f)  = 


./•  — a 
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est  un  polynôme  entier,  attendu  que /(x)  — A^F,  (,r)  s'annule 
pour  X = a (12)  (*). 

Cela  étant,  divisons  par  (x  — ny-'  les  deux  membres  de  l’éga- 
lité { 3 ) ; nous  obtiendrons 

^ ^ . (4) 

(x-rt)'>F,{x)  (x-«)'’^(x-fl)'>-'F,(x) 

Ainsi,  la  fraction  proposée  est  décomposablc  en  une  fraction  simple 
A 

de  la  forme  et  en  une  nouvelle  fraction  rationnelle 

(x  — «)P  ■' 

dont  le  dénominateur  ne  renferme  plus  que  la  puissance  {p  — \)  du 

facteur  x — a.  • 

On  peut  raisonner  sur  celle-ci  comme  sur  la  fraction  primitive, 

et  l’on  obtient,  successivement; 


(x-fl)»’-'F,(x)“  (x-fl)"-' 

1 ' 2 V / 

(x-fl)P-’F.(x) 

fA^)  K-2  , 

(x — F,  (x)  (x  — fl)'’"’ 

(x  — fl)P"’F,  (x) 

^ A,  /„(x) 
(x  — «)F,(x)  ,r  — rt’^F,(x) 


Par  suite, 


/(x)  ^ A A,  I K , fp{^) 

F(x)  X — a (x  — (x— F|(x) 


(5) 


On  voit  donc  que  la  présence  du  facteur  [x  — ay,  dans  F(x), 
donne  lieu  à p fractions  ayant  pour  numérateurs  des  constantes, 
et  jMur  dénominateurs  x — a,  (x  — [x  — a)'’.  D est  bien 

entendu  que  si  F,  (x)  est  divisible  par  (x  — Z^)’,  on^.  obtiendra 
pareillement  des  fractions  de  la  forme 


B. 

X — if 

et  ainsi  de  suite. 


B. 

(x  — b Y ’ 


B, 

(x-é)’’ 


(*)  Le  numérateur y(r)  peut  être  de  degré  plus  élevé  que  le  dénomi- 
nateur (*  — a)F,(x):  cette  circonstance  n’inOuo  en  rien  sur  la  possi- 
bilité de  la  décomposition  indiquée. 
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Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  des  numérateurs  A,, 

Aj, . • • , Ajj. 

396.  Première  méthode.  — En  multipliant  les  deux  membres 
de  l’égalité  (5)  par  F(x),  et  posant,  pour  abréger, 

(x)  = A,  {.r  — fl) A,  (x  — fl) '’-’-t- , . . + A^_ , (x — fl)  -I-  A,,,  (6) 

nous  obtiendrons 

/(x)  ='F(x)F,(x)-t-(x-fl)''/^(x); 
puis , en  prenant  les  /?  — i premières  dérivées  : 

/'{x)  = T(x)F,(x)  + 'F'{x)F,{x)+  etc.  (*), 

/''(x)  = 't^(x)F':(x)4-2M'(x)F',(x)+r'(x)F,(.r)-fetc., 
/"'(x)  = 'F(x)F7(x)  -f-  3'F'(x)F;  (x)  4-  3'T'’(x)F',  (x) 
4-'F"'(x)F,(x)  + etc., 


Dans  les  p égalités  ainsi  formées,  remplaçons  x par  a;  nous 
aurons 

/(fl)  = 'F(fl)F,(fl), 

/'(fl)  = 4(fl)F.(«)  + 'F'(fl)F,(.fl),  ' 

/" (fl)  = 'L  ( fl )F;  (fl)  + 2 4' (fl)  F.  (fl ) + H'"  (fl ) F,  (fl  ), 


Mais,  par  la  formule  (6), 

H^(fl)  = Ap,  'T'(fl)  = i.A^_„  ^"(fl)  = 2.i.A,.„ 

T'"(fl)=  3.2.1.  A,_3,...; 

donc,  finalement, 

/(fl)  = A^F,(fl),  /'(fl)  = A^F'.ffl)  + i.A,_,F,(«), 
/”(«)  = A^F”:  («)  4-  2. 1 . A^_. F',  (fl)  4-  2. 1 . A,_,F.  (a). 


La  première  équation  donne  A^,  la  deuxième,  A,,_,  ; et  ainsi- de  !» 
suite.  ' 


(*)  Il  est  inutile  de  développer  les  dérivées  de  (x  — parce 

qu’elles  s’annulent,  aussi  bien  que  celte  fonction  , pour  x = a. 

I.  31 
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397.  lit'indryiic.  — Le  polynôme  F,  (a  ) ne  contenant  pas  le 
facteur  j;  — n,  F,  («)  est  dil'fércnl  de  zéro;  donc  les  valeurs  de 
Ap,  Ap_, , A^, sont  Jînie.i  rt  dêtcrminrex.  En  outre,  comme 
f\a)  n’est  pas  nul,  la  valeur  de  A^,  est  différente  de  zéro;  donc /« 

A 

fraction  , — -‘’—r  existe  neeessni renient. 

' ( jr  — a f 

398.  Deuxième  méthode.  — En  multipliant  par  (.r  — a)’’  les 
deux  membres  de  l’égalité  (5),  prenant  les  dérivées  successives 
et  faisant  x = a,  on  trouve  des  équations  que  l’on  peut  écrire  sous 
la  forme  abrégée 


et  qui  font  connaître,  séparément,  les  numérateurs  A^, 

Ap^j, Malheureusement,  le  calcul  des  dérivées  successives  de 

/*(  ■t'  ) 

la  fraction  représentée  par  toujours  fort  com- 

pliqué. 

399.  Troisième  méthode.  — Dans 


Vt  {-r  - a)  + ...+  A,  {x  - «)''-■ 

remplaçons  x par  a + z : le  second  membre  se  transforme  en 
A,+*A,„  z + A^,  >’  + ..,+  A,  + (7) 


D’un  autre  côté,  en  développant  les  deux  termes  de  la  fraction 
' f6»mo 


f*  l Jé\ 

-■  par  le  théorème  de  Taylor,  nous  pourrons  la  mettre  sous  la 


F.H  + 7F'.(.0  4-^F;(r/)4-.. 
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A présent , divisons  le  numérateur  de  la  nouvelle  fraction  par 
le  dénominateur,  en  ordonnant  le  quotient  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  s,  et  en  limitant  ce  quotient  au  terme  en  s''  "'  ; 

nous  aurons,  au  lieu  de  la  fraction  une  expression  de  la 

h,  (./.•) 

forme 


B.  + B,  z'-L. . B^_,  z"-* 


(«) 


f(z)  étant  un  polynôme  entier.  Identifiant  les  développements  (7) 
et  (8),  nous  trouvons 

A,=  B„  A^,  = B„...  A,  = B_.  (9)(*) 


Ainsi , les  numcrateurs  des  fractions 
A, 


A„ 


>-i 


(.r  — a Y (vT  — 


sont  les  coejjicients  successifs  du  quotient  de  fl^n  -^-z)  par 

F,  (a  -|-  z),  ordonné  suivant  les  puisstaiccs  crtnssantes  de  z. 

400.  Remarque.  — Ces  trois  méthodes  doivent  donner  les 
mêmes  valeurs  pour  les  inconnues  A^ , Ap_, , . . . , A,  ; car  la  dé- 


composition de  la  fraction 
manière  ( **  ). 


f{-r) 

¥{x) 


n’est  /Mssible  que  d’une  seule 


JC^  J 

401.  JpplU  •ation.  — Décomposer  —r— — — r-^ en  frac- 

X ( .r  q-  I ) ( X — 1 ) 

tions  simples. 

Nous  nous  occuperons  seulement  des  fractions  coirespondant 
au  facteur  (x—  i)’  du  dénominateur. 


(*)  Les  fonctions  (7)  et  (8)  sont  deux  dévelojtpeinents  de  la  fraction 

quelle  que  soit  la  valeur  attri- 
buée .à  g.  Si  l'on  fait  t—o,  elles  se  réduisent  à et  à car  F,  est 
dilferent  de  zéro;  donc  A^,=  H„.  Retranchant  nicinbrc  à membre,  sup- 
primant le  facteur  commun  z , et  faisant  * = o,  on  trouve  A,._,=  B,;  etc. 
Absolument  comme  si  les  deux  fonctions  étaient  entières. 

(”')  Cette  proposition  se  démontre,  dans  le  cas  général,  à très- 
peu  près  comme  dans  le  cas  particulier  où  F(jc)  n’a  que  des  facteurs 
simples.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  dévelo)>per  la  démons- 
tration. 


/(x) 

i— ; donc  elles  doivent  être  égales, 

I V } 
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Première  met  hotte. 


•r’  4-  .r  — 1 
X ( jr  4-  I ) ( .r  — 


X 


I (x  — l)*  (x  — l)- 


4-  etc. 


x’+x  — I =[A,(x  — i)^4-A,(x  — 1)  + AJ(x’4-x)  + etc.  (i) 


2X-I-I  = [A,(x-  if  + A,(x-  i)  4- A3](2x-Hi)  \ 

4-[aA,  (x  — i)4-AJ(x’  + x)  + etc.  J ^ 

7.  = 2jA,  (x  — i)’  4-  A,{x  — i)  4-  A,]  J 
4- 2[2A,{x  — l)  + A,](2X+i)  I (3) 

-|-  2 A,  (.r’  4-  x)  4-  etc.  ) 

Pour  .r  = I,  ces  trois  égalités  se  réduisent  à 

i = 2Aj,  3 = 3A3  4-2Aj,  2 = 2 A34- 6A„  4- 4 a,. 


Donc 


Deuxième  méthode. 

x'‘-\-  X — I _ A, 


x(x4-  i)(x  — i) 


I ' (x-i)’  ' (x-i 


^ 4"  etc . 


x’  4-  -2^  • 


x^4- 


= A,(x  — i)’4- A,(x  — i)  4- A34-etc.  (4) 


(,r^4--r)(2x4-i)  — (•r’4--î^  — i)(2-c4-i)  . , , 

= ^ A.  ‘ etc. , 


ou 


2 .r  H-  I 
(x-^4  x) 


^ = 2A,  (x  — i)4“Aj4-elc.  (5) 


(■r’4--^-)’a-  (2x4-i)2(j.-’4--r)(ax4-i)  ^,,44.  cle 
(x»4-x)'  ‘ ' ■’ 

ou  2 P = 2 A,  4-  etc.  (b ) 

Faisant  X = 1 dans  les  égalités  (4),  (5),  (6),  nous  obtenons, 
immédiatement , 


Aj— Aj_  , A,- 


Troisième  méthode.  — En  i cmplaçant  x par  1 4-  s dans 


x’4-x  — I 
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, 1 j-  3 Z — }-  z~ 

on  a d’abord — : — ^ Par  la  division,  on  transformo  celle 


fraclion  en 


ü -j—  3 3 “1“  ■ 


•2^4  8 


i5  , 7 . 

8 ^8 
a -t-  3 3 + 3’ 


Donc 


A.-- 


7 

8 


' Cas  des  facteurs  imaginaires. 

402.  Dans  ce  qui  précède , rien  ne  fait  supposer  que  les  quan- 
lilés  a,  h,  c,...,  racines  de  l’équalion  F(j:)  = o,  soient  toutes 
réelles.  Si,  {>armi  ces  racines,  il  s’en  trouve  d’imaginaires,  les 
facteurs  qui  leur  correspondent  aurout  la  forme  (.r  —x  — p ^—lY, 
et  ces  facteurs  donneront  lieu  à des  fractions 

A,  A, 

X — 0L—p\/ — 1 [x  — a— py/— i) 

dont  les  numérateurs  seront  imaginaires. 

En  supposant  que  les  polynômes /(x),  F(.r)  aient  tous  leurs 
coefficients  réels,  on  peut,  ainsi  qu’il  suit,  faire  disparaître  les 
imaginaires,  ou  plutôt  se  dispenser  de  les  introduire  dans  le 
calcul. 

403.  Fnctf’iirs  imngitiaircs  simples.  — Considérons  d’abord  le 
cas  où  l’équation  F(.r)  = o admet  une  racine  imaginaire  simple, 
a + P\^~i-  Puisque  cette  équation  a ses  coefficients  réels,  elle 
admet  la  racine  conjuguée  a — p\/—  i (25o).  Nous  aurons  donc 

/(■^)  _ A ' B __  ^ /,(.r) 

^(•^)  X — a — P \/  — I .r  — x + Sy/  — i 

en  désignant  par  F,(.r)  le  quotient  de  F(.c)  par  {x  — 

De  plus  (393), 

\ = P _ /(g  - P y/-  1) 

F'(g  + ^y/=l)’  F'(g-pv^-i) 

Enfin,  si  l’on  réduit  A à la  forme f* 4- v y/—  i (Si),  la  valeur  de 
B sera  évidemment  y.  — v y/—  1 . Nous  pouvons  donc  écrire , au 

'.Il . 
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lieu  des  fractions  simples  considérées  tout  à l’heure. 

_ + y t ' — 1 I }>■  — y y — i 

X — a—  I .r  — «+^  / — 1 

u(x  — M X + N 

~ ^ (X  — X )’ 4-  [5'  ~ { .r  — X )■•'  -4-  ’ 

M et  N étant  des  constantes  réelles. 

Par  conséquent , /«  somme  des  fractions  simples  corresjxmdant 
aux  facteurs  conjugués  x — a — x— a + jB  — i,  est 

une  fraction  qui  a pour  numérateur  un  binôme  du  premier  degré, 
à coefficients  réels,  et  pour  dénominateur  le  trinôme  ( x — x)’  -f-  S’. 
-i04.  Facteurs  imaginaires  multiples.  — De 

i\f) + ^ , ./ilfl  , _ 

[(x-a)’+^“]F,  (•^)  (.r- F,{x)  ’ 

on  conclut , absolument  comme  au  n“  3üo  ; 

.f{jf) M^,x  4-  N, 

[(x  - x)'*4-^=]'’F,(x)  [(x--  «)■'  + fe’jc 

.4.  ^^.-1  + N,  V (x) 

■^  [( X - X )» -4  fi’ (x  - a )’ 4- ^ F,  (x j ’ 


Mp,  Np,  Mp_, , Np_, ,. . . étant  des  coefficients  réels. 

405.  Calcul  des  coefficients.  — On  l’effectuera  comme  au  n“  396  ; 
c’est-à-dire  qu’après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  l’éga- 
lité (8)  par  [(.c—  x)’-+- ^’]''F,(x),  on  prendra  les  p—  i pre- 
mières dérivées  ( * ) en  négligeant  le  terme 


et , dans  les  p équations  ainsi  formées , on  fera  x = x 4-  p y^—  i : 
celte  substitution  fournira  érpiations,  d’où  l’on  conclura,  suc- 
cessivement, :\Ip,  Np,  puis  Mp_,,  Np_,,  puis  Mp_,,  Np_j, Ordi- 

a,iii  i ti;e);i , ee  c.ilcul  sera  très-prolixe. 

-iOG.  Jpidication.  — Soit  VsT^r  — , — xr- ,■ rv 

“ F(x)  (x’4- I ) 


La 


(*)  Il  os<  bien  enleinlii  ijne  si  ;•  = 1,  IVf;iditc  ( S)  sutlira. 


Digitized  by  Google 


AUiERllH.  ï47 

fraction  doit  sc  décoiniioser  en 

+ , y\,.r  + N,  M,.c  + N, 

•c-  -|-  X -|-  I ( ,v^  -)-  X + I 

Pour  (létorminer  les  numérateurs  des  trois  [)rcniières  fractions 
simples,  nous  aurons  d’abord 

I = M'  (.r  ) ( x’-i-  -c  -f-  i)’  + etc., 

en  posant 

4 (x)  = (M,  X + N,  ) (x’+i )'-f-  (MjX  + Nj  ) ) -p  "4- Njj 
puis,  en  prenant  les  deux  premières  dérivées, 

O = 9. 'f  ( X ) (x’4- X + 1 ) ( y. X -f  I ) + M ' (x)  ( x’+  ,r -p  i P-|  etc. , 
O = 24  {.r)[-ji(x’  + x4-  i)  + (2.r+ I)’] 

4-  4 '»■  ' ( -c  ) ( x’+  .r  + 1 ) ( 2 X 4- 1 ) -P  4 ■"  (x)  (.r»4- x 4- 1 )’4-  e te . 
D’ailleurs 

4 ' ( ,c  ) = 4 (M,  X 4-  N,  ) (.r-  + I ) X 4-  M,  ( x’  4- 1 )’ 

4-  2 J 4“  Nj  ) X 4-  Mj  ( x’  4"  • ) 4“  M ,, 

4"(x)  = 4(M,x-pN,)(3x’+i) 

4-  G M,  ( X''  4~  I ) X 4“  ( l^f  J X’  4“  N.J  ) 4"  4 ^^2  x . 

Si  actuellement  nous  remplaçons  .r  par  — • , nous  déduirons, 
des  six  dernières  relations,  les  équations  suivantes: 

I = — ( I + Nj), 

O rr-  2(M^v^—i  +nJ  \I—  1 (xv/—  1 4-  i) 

— X (M.j  P — I 4"  Nj)  \ — 1 — Mj, 

0 = 2 (M3\/—  I4  Nj)  (x/—  I 4 |)'J 

+ 4 [ 4--  ) V + M,.  ] + • ) 

4-  « (M,  V -1  + N, ) - 2 ( M.,  4-  N,)  - 4 M, 

d’où  nous  tirerons  enfin  ; 

■M,.  = O,  .M,  = --  2,  - I,  M - 4,  N,  X. 
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On  trouve , par  un  calcul  semblable , 

^2=0.  0,=  — »>  P,  = 4,  Q,  = 2. 

Par  conséquent, 

2 . r — 1 2.x  -\-l  I 

(.r’  + i)’(.r’  + a:  + iy 


= — 2 


2 .r  -t-  I I 


-j—  2 — - 

jc’  4-  X -4-  I ( X-  4-  4-  I ) 


(*)• 


407.  Remarque.  — Au  lieu  d’opérer  conformément  aux  prin- 
cipes exposés  ci-dessus , il  est  souvent  plus  commode  de  recourir 
à la  méthode  des  coefficients  indéterminés , surtout  quand  l’équa- 
tion F (,r)  = O a toutes  ses  racines  imaginaires.  Soit,  par  exemple, 

la  fraction  • Après  avoir  décomposé  le  dénominateur  en 

(.r^4-x  v^2  4- 1)  (x’ — X y/i -4- i)  (60),  nous  poserons 
I _ Mx4-N  ^ P.r  4- Q 
"H  * X \[2  4-1  x’  — X y/2  -)- 1 

Chassant  les  dénominateurs,  et  identifiant  les  deux  membres,  nous 
aurons 

o = M4-P,  o = N4-Q-+-(P-M)v/I,  o = M4-P  + (Q-N)v/2» 
i=N4-0, 

ou,  plus  simplement,  , 

M4-P  = o,  M-P=-5=,  N -0  = 0,  N 4- 0 = 1. 


Ces  équations  donnent 
M = ' 


y/ü 


2 y/2 


P = 


N = 0 = -- 


2 yj‘2 


Par  conséfjuent, 


I _ > / X 4-  y/2  X — y^  2 \ 

“1“  • 2 \J‘i  \x’  4-  X y/2  4-1  x’  — X y/2  4-  I / 


(*)  Les  calculs  précédents,  et  tous  ceux  qu’exige  la  décomposition 
d’une  fraction  rationnelle  quelconque,  sont  susceptibles  de  simplifica- 
tions nombreuses,  dans  le  détail  desquels  nous  ne  pouvons  entrer;  le 
lecteur  les  apercevra  facilement. 
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Usage  de  la  décsom position  des  fractions  rationnelles. 

408.  Quand  on  veut  trouver  la  fonction  primitive  (230)  d’une 

f [ t\ 

fraction  rationnelle  — {i  on  décompose  celle-ci  en  fractions 

h{x) 

simples,  et  la  question  peut  alors  être  considérée  comme  résolue, 
au  moins  dans  le  cas  où  l’équation  F(x)  = o a toutes  ses  racines 


A A 

réelles.  En  effet , les  fractions  — ^ i 

X — a [x  — rt J 


ont  pour  fonc- 


I A 

tions  primitives  A,/(a:-  rt)-f-const.,  et -, ^-7-^.  4-const. 

‘ ' p\x  — a)^~ 

Quand  l’équation  F(x)  = o a des  racines  imaginaires,  simples  ou 

f (x) 

multiples,  la  recherche  de  la  fonction  dont  la  dérivée  est 

devient  un  peu  plus  difficile,  et  nous  ne  pourrions,  sans  sortir 
des  limites  que  nous  avons  dû  nous  imposer,  indiquer  comment 
on  doit  s’y  prendre  pour  déterminer  cette  fonction  (*).  Du  reste, 
quelques  exemples  simples  suffiront  pour  montrer  l’importance  de 
la  théorie  exposée  dans  ce  chapitre. 

409.  Exemple  I.  — Quelle  est  la  fonction  y tpii  a poiw  dérivée 


On  a trouvé  ci-dessus 


-4~  1 y 

X ( x’  — I ) ' 


J — 1 X X 4-  I 

Par  conséquent , 

>■  = /(x  — i)  — /x  -1-  /(.r  4- 1)  -I-  const., 
ou,  par  les  propriétés  des  logarithmes, 

I 

y = I — ^ h const., 


(•)  Néanmoins,  si  l’on  met  la  fraction  y'=^ 


forme 


M (x  — a) 


Mx  -h  N 


sous  la 


on  reconnaît  aisément  qu'elle 


a pour  fonction  primitive 

M M « -+-  N X — X 

r = - /[(x-  «)•+(?’]-! ^ — arclaiig  — y- ' 
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ou  enfin , parce  que  le  logarithme  <rune  constante  est  une  con- 
stante, 


410.  Exemple  II. 
On  a vu  que 


r = V 


y= 


e.v 

I 


.r*  + 1 


J 


I / .r  + v/2  .r  — V \ 

a \a7^ 4-  .r  4-  I .r*  — x + i J’ 


donc  il  suffit  de  trouver  les  fonctions  primitives  des  deux  frac- 
tions contenues  dans  la  parenthèse. 

M »ï*  j -► 

Comparant  la  première  à . ü-tTî’  ® M = i,  N = 

(X  — a ] + P 

“ = — 7 V ^ = 7 V ^ 5 donc  cette  fraction  est  la  dérivée  de 

^ ‘À 

^l {.v‘ X -ri  \)  -h  arc  tang  (.r  y/a  1 ) • 

jr*  4 / 

De  même,  la  fraction  ;= est  la  dérivée  de 

■ri  — X y 1 -f- 1 

^ l (x’  — X \/-2  -ri  i)  — arc  tang  (.r  y 2 — i )• 

Par  suite,  " 


_ _J_  r / * / y^-2  +1  4-  arc  tang  {x  y 2 -i- 1 )"| 
2 L V .r’  — X y/2  4-  I 4-  arc  tang  (x  y^a  — i ) J 
Par  une  formule  connue , 

arc  tang  (x  y/a  4- 1 ) 4-  arc  tang  (x  y/a  — 1 ) = arc  tang 
donc,  finalement, 


const. 


J 


' r / i / -y'  + y /'■*  + 1 , . -y 

— P I \/  e 1-  arc  tang  — Î-— 

2 y/2  [_  V X'*  — X y 2 4-1  J — 


< étant  la  constante  arbitraire. 
IH.  Exemple  III.  1 


■y*  4-  I 
X '*  4-  1 ' 
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Le  (iénominateur  i est  ilécomposable  en 

( jr’  4- 1 ) {x‘  X \f%  \ \)  ( jr’  — .r  \/3  + i ) ■ 

Par  suite , 

t.  I 


■^5i 


J 


+ ■ 


i)  6 (vT^4- JT  y 3 + * ) 6(jr^ — xy/3  + i) 


i“.  La  première  fraction  simple  est  la  dérivée  de  ^arc  tang  r. 

2".  En  mettant  x'^  + .r  + 1 sous  la  forme  + 

on  trouve  (408)  que  la  deuxième  fraction  est  la  dérivée  de 

^arc  tang(ï.r  4-  v*^)- 


3".  De  même,  — 7- 


6 — or  v/3  + I ) 


est  la  dérivée  de 


^arc  tang(ax  — y^). 

La  fonction  primitive  cherchée  est  donc 
y = ^ [2arc  tangx4-arc  tRng(2x4- y/3)  4-arc  tang(2x  — V'^)] 
4-  const., 

ou,  plus  simplement, 

I 3^(  I — X*) 

J = 3 arc  tang 

EXERCICES. 


I.  Décomposer 


X' 


1 


IL  Décomposer  f = 
Résultat  : 


[x  - if  {x^+x  + iy  {x^+if 

1 


et  trouver  la  fonction  primitive  r. 
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III.  En  représentant  par  b,,  des 

quantités  quelconques,  on  a,  identiquement, 


% 

IV.  Démontrer  la  relation 


(*)• 


(*)  Il  est  évident  que  le  dénominateur  ne  doit  pas  contenir  le  facteur 
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TRIGONOMÉTRIE. 


COMPLÉMENT  DE  TRIGONOMETRIE  RECTILIGNE. 


CHAPITRE  1". 

DISCUSSION  DES  FORMULES. 


Arcs  répondant  à une  ligne  trig^onométrique  donnée. 


1.  Quand  ün  arc  varie  entre  — oo  et  4-  oo  , les  fonctions  circu- 
laires sin.r,  cosx,  tangÆ,  etc.,  repassent  périodiquement  parles 
mêmes  valeurs  [B.,  Trig.,  9-13).  Par  conséquent,  à une  même 
valeur  desin.r,  de  cosx,  do  tango-,  etc.,  correspondent  une  infi- 
nité de  valeurs  do  x.  Eu  d’autres  termes , chacune  des  équations 
sinx  = l,  cos  a:  = l,  tango;  = l,  etc.,  a une  infinité  de  racines 
réelles  [*).  Cherchons  les  relations  qui  existent  entre  ces  racines. 

2.  Soit  d’abord  sin  x = L 


B' 


Après  avoir  décrit  la  circonférence  O, 
dont  le  rayon  sera  pris  pour  unité  de  lon- 
gueur, traçons  les  deux  diamètres  perpen- 
diculaires AA’,  BB';  prenons,  au-dessus  et 
au-dessous  de  .\A',  suivant  que  I est  posi- 
tive ou  négative , la  distance  OC  propor- 
tionnelle à la  valeur  absolue  de  cette  quan- 
tité, et  menons  M'CM  parallèle  au  rayon 
fixe  OA  : tous  les  arcs  qui  commencent  en  A et  qui  se  terminent 
en  M ou  en  M',  ont  évidemment  / pour  sinus. 

Or,  si  Ton  désigne  par  a le  plus  petit  AM  des  arcs  positifs  dé- 


(*)  Il  est  sous-entendu  que,  dans  les  deux  premières  équations,  la 
quantité  l est  comprise  entre  -t-  i et  — i . 

I.  22 
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terminés  par  la  construction  précédente,  on  aura,  si  l est  posi- 
tive, ABM'=  TT  — a;  et,  si  / est  négative, 


ABM'  = 27T  — (a  — tt)  = Stt  — 

Augmentant  ou  diminuant  chacun  des 
arcs  a,  TT  — a,  3 TT  — « d’un  nombre  quel- 
conque de  circonférences,  on  trouve 

X = -ik-K  a.,  (i) 


.r  = (2/ -|- i)7T  — a.  (2) 


Dans  ces  formules,  k est  un  entier  jiositif,  négatif  ou  nul. 


3.  Si  l’on  prend  cosx  = /,  et  que  l’on 
désigne  par  a la  plus  petite  valeur  positive 
de  X,  ou  obtiendra,  au  moyen  de  la  con- 
struction indiquée  ci-contre , 

X = ik-n  ± 'X.  (3) 

A.  Enfin,  de  tangx  = /,  on  conclut 
X ki:  -\-OL.  (4  ) 


Application*  de*  formules  précédente*. 

5.  Quand  on  cherche  à exprimer  le  sinus  ou  le  cosinus  d’un 

arcx  en  fonction  de  sa  tangente,  on  trouve  [B.,  Trig.,\l) 

, tang  X I 

Rin  ,r  = ± - — ° — 1 cos  X = ± ■ ■ ■ , 

V I -1-  tang’  X V I 4-  tang’  x 

en  sorte  que  l’on  obtient  deux  valeurs  pour  chacune  des  deux 
inconnues.  La  formule  { 4 ) montre  clairement  à quoi  tient  cette 
indétermination.  En  effet , les  sinus  et  les  cosinus  de  tous  les  arcs 
qui  répondent  à la  tangente  donnée  / sont  compris  dans  les  deux 
formules 

sin  X = sin  (/  tt  -f-  a),  cos  x = cos  (/  tt  -j-  a). 

Cela  posé , si  k est  pair, 

sin  X = sin  a,  cos  x = cos  a ; 
et , si  k est  impair, 

sin  X = — sin  a,  cos  x ~ — cos  a. 

Les  valeurs  de  sin  x se  réduisent  donc  à ± sin  a;  etc. 
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6.  Les  formules  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié 
d’un  arc  en  fonction  du  cosinus  de  cet  arc , sont  (B.,  Trig.,  22) 


I , /l  — COSvC  I , /i-t- 

sm-.r  = ±W , cos-x  = ±w  


cosx 


11  est  encore  très-facile  de  voir  pourquoi  l’on  obtient  deux  va- 
leurs pour  sin  ^ -îp  et  deux  valeurs  pour  cos  ^ æ.  En  effet,  a repré- 
sentant le  plus  petit  arc  répondant  au  cosinus  donné,  on  a (3) 

sin  - .r  = sin  ( X-7r±-aI  = ±:  sin  - «, 

2 \ 2 / 2 

( - X = cos  (A‘7r±-al  = ± cos  - a. 

2 \ 2 ; 2 


cos- 


7.  Problème.  — Trouver  sin- c/ cos  - x,  conuai.smut  sin  x. 

2 2 


De 


sin’  -X  cos  - Æ-  = I , 
2 2 


.1  I 

2 sm - X cos -X  — sm  x, 
2 2 


on  conclut,  en  ajoutant  ou  retranchant, 

( sm  - .r  + cos  - .r  I = i 4-  sm  x, 

V 2 2 / 

I sin  -X  — cos  - .r  I = i — sin  x : 

V 2 2 y 

puis,  par  un  calcul  très-simple, 

i-x  = ±i(y/i  + sinj;±v/i  — si»-r). 


sm  ■ 


cos 


- -T  = ± - ( 4-  sin  X q:  \/i  — sin  x) . 


Ainsi , l’on  obtient  quatre  valeurs  pour  chacune  des  deux  in- 
connues ; en  outre,  les  valeurs  de  sin  - x sont  les  mêmes  que  celles 

2 
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de  cos-.r  (*).  Les  formules  (i)  et  (a)  peuvent  servir  à expliquer 
ce  résultat. 

Effectivement,  la  formule  (i)  donne 

I ■ ( 1 > \ .1 

sin  -.r  = sin  I A TT  -t--a  ) = ± sin  - a, 
a \ a / a 

I /,  > \ > 

ros  - .r  = cos  1 A-  7r  -| — a ) = ± cos  - a ; 
a \ a / a 

el  la  formule  (a), 


• • * ■ / 

, TT 

, I 

sin  -X  = sin  1 

A TT  H a 1 

1 = ± COS  - a, 

2 \ 

a J 

' a 

I / 

. I 

cos  - X = cos  ( 

k-n  a ] 

1 = ± sin  - a. 

2 \ 

2 ) 

a 

8.  Remarque.  — Quand  l’arc  x est  donné,  ou  que  l’on  connaît 
seulement  des  limites  entre  lesquelles  il  est  compris , le  problème 
précédent  cesse  d’être  indéterminé.  Soient,  par  exemple, 

sin  X = - } et  - < X < TT. 

4 2 

On  conclut,  de  ces  dernières  inégalités, 

.1  \ r I ^ 

sm-a:>-v2,  cos-x<-va»  cos-x>o. 

2.  2.  a a a 

Par  conséquent , les  seules  valeurs  admissibles  sont 

sin^j;  = i(v/7-4-i)»  cos^x  = i (v^  — i). 
a 4 24 

Les  formules  considérées  dans  les  n“  5 et  6 donnent  lieu  à des 
remarques  du  même  genre. 


(*)  Cependant , si  l’on  adopte  une  de  ces  valeurs  pour  sin  - * , on  doit 

rejeter  cos  - 1 = sin  i j:  , et  cos  - jr  = — sin  - x-  : sans  quoi  l’on  n'aurait 
22  2 2 

plus  sin  - X cos  - X = I . 

2 2 
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9.  Problème.  — Tnmvcr  tang  - x,  connaissant  tang  x. 

On  a [B.,  Trif;.,  21) 

, 2 tang  i J’ 

tang.r  = . , , --j 

” 1 — tang’^jr’ 


257 


\ % \ 

d’où  tang’  -x  tang  - x — i = o. 

2 tang  X ”2 

Cette  équation  du  second  degré  ayant  pour  dernier  terme — i, 

les  deux  valeurs  de  tang  ^ x sont  réelles  et  de  signes  contraires  : 

de  plus,  si  l’une  est  égale  à la  tangente  d’un  arc  l’autre  aura 
pour  valeur  — cotw.  Pour  vérifier  qu’il  en  doit  être  ainsi,  ob- 
servons que,  d'après  la  formule  (4), 

tang  - •*'  = tang  ( " ~ ^ 


ou 

k étant  jHiir, 


I I 

tang  - X = tang  - a, 
"2  '"2 


et 


cot  - a, 
2 


k étant  impair. 


CHAPITRE  IL 

RÊaiERCIIE  DES  VALEURS  DES  LIGNES  TRIGONOMÉTRIQÜES. 


Su  décagone  régulier  (*). 

10.  Problème.  — Partager,  en  moyenne  et  extrême  raison,  une 
(Imite  donnée  AB. 

Au  point  B , élevons  la  perpendiculaire  BC  égale  à la  moitié  de 

(*)  Ce  paragraphe,  et  celui  qui  le  suit,  ont  leur  place  naturelle  dans 
la  Géométrie  ; nous  avons  dû  nous  confurmer  à l’ordre  indique  par  les 
auteurs  du  Programme. 

l'i. 
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AB.  Menons  AC.  Prenons  CD  = CB , et  AE  = AD  ; le  segment  AE 

sera  moyen  proportionnel  entre  la  droite 
entière  AB  et  l’autre  segment  BE. 

En  effet,  la  tangente  AB  et  la  sécante 
ADCD'  donnent  (£.,  Géom.,  166) 

AD'  AB. 

AB  “AD’ 


puis 


AB 


AD 


AD'  - AB“  AB  - AD 


ou 

ou  enfin , 


AB  AD 
AD  “ AB  - AD’ 

AE  “ BE' 


H.  Rcmarfjiœ.  — En  représentant  par  n la  longueur  de  AB, 
nous  aurons 

BC  = - rt,  AC  = 4 /a’  -i-  7 

2 Y ^ 1 

et  AE  = AD  = -av/5  — -a  = ~a{^ — i). 

2 2 2 


Ainsi,  quand  une  droite  est  partagée  en  moyenne  et  extrême 
raison , le  plus  grand  segment  est  égal  au  produit  de  la  droite  par 

la  quantité  incommensurable  ^ — i)  • 

12.  Théorème.  — Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal  à la 
plus  grande  partie  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  partagé  en 
moyenne  et  extrême  raison. 

Soit  AB  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  AO. 

L’angle  O a pour  valeur  et  l’angle  ABO, 

— ^ = î-  * Ainsi,  dans  le  triangle  isocèle  ABO, 

l’angle  à la  base  est  double  de  l’angle  au  sommet. 
D’après  cela , si  nous  menons  la  bissectrice  BC, 
le  triangle  BCO  sera  isocèle;  et  les  triangles  ABO,  ACB,  ayant  un 
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angle  commun  et  un  angle  égal , seront  semblables.  Donc 

AB  “ A0‘ 

Mais  comme  AB  = BC  = CO,  la  proportion  précédente  devient 

^_CO 

CO  “ A0‘ 

Sous  omette  forme,  on  voit  que  le  point  C partage  AO  en  moyenne 
et  extrême  raison  ; donc , etc. 

I>u  pentédécagone  réciter. 

13.  Théorème.  — Varc  sous-tendu  par  le  côté  du  pentédéca- 
gone  régulier  inscrit  est  la  différence  des  arcs  sous-tendus  par  les 
côtés  de  r hexagone  et  du  décagone. 

En  effet,-ces  arcs  sont  respectivement  circon- 
férence ; et  ^ 

i5  b lo 


Valeur!  des  sinus  et  cosinus  des  arcs 


7t 

3’ 


14.  Le  sinus  (Fun  arc  moindre  qiCun  ipiadrant  est  la  moitié  de 
in  corde  qui  sous-tend  Parc  double  {B.,  Trig.,  28).  Par  consé- 
quent, et  en  ayant  égard  aux  valeurs  des  côtés  du  triangle  équi- 
latéral, du  carré,  de  l’hexagone  régulier  et  du  décagone  régulier, 
inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  i , on  aura 


. /T 

sm  - = sin  bo®  = 


(0 


sin  ^ = sin  45"=  - i/â,  {%) 

4 2 ' ’ ' ' 

TT  I 

sin  77  = sin  3o"  = - 5 ( 3 ) 

6 2 

sin -^  = sin  i8"  = 7 (i/5  — i).  (4) 

lO  4 / 'T/ 

Remplaçant  les  trois  premiers  arcs  par  leurs  compléments , et 
appliquant  à la  formule  (4)  la  relation  cos’<7  -I-  sin’w  = i,  on  aura 
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encore 

eos  ^ = 008  30"= -y/3,  (5) 

6 2 ' ' ' ' 

008  - = cos45"=  - V2,  (6-) 

4 

TT  I 

008  - = COS  6o"  = - ) ( 7 ) 

J 2 

008— = 008  i8“=  Wio  4- a v^5.  (8) 

lo  4 

IS.  Si  l’on  applique  aux  équations  (3)  et  (4)  les  formules  du 
n“  7,  on  obtient , en  prenant  convenablement  les  signes  des  radi- 
caux , 

sin  — = sin  i5"  = 7 (/6  — , (o) 

12  4 

cos-^  = cosi5“=  i(/6-l-v/â),  (lo) 

sin-^=sin  9“  = ^ (v/io -t- — a (ii) 

20  O 

cos— = cos  Q°—  3(/ÏÔ  V^-t-  2 V^5  — V^).  (la) 

20  O 

46.  Enfin,  la  combinaison  des  valeurs  (4),  (8),  (9),  (10) 
donne,  à cause  de 

sin(i8°—  i5°)  = sin  ifi^cos  i5°—  cos  18°  sin  i5",  etc.  : 
sin^=  sin3“=  -j^[(\/5  — i)  (y/ë-l-v/a)  — (v/6— v^)n/io-|-2v/5]i 
cos^=  cos3“=  -^[(v/S  — i)  (v/6— v/2)-l-(\/6-f-v/2) S/ io4-2v/5]> 


ou 

sin3°=  [(v^5  — i)  (y/Ô-t-v/â)  —2  '^ï{S  + \^5)  (2—  v^)]j  (i3) 

eos3°=  [(y/S  — i)  (v'ë—  y/2)  4-2V^2 (54-/5)  (2+  /3)]'  (i4) 
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Si  l’on  part  de  ces  dernières  formules , on  pourra , de  proche 
en  proche,  calculer  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  de  6",  9°,  , 

45"  (*).  Nous  engageons  le  lecteur  à effectuer  ce  calcul. 

il.  De  tangrt  = on  conclut,  par  les  valeurs  précédentes, 
tang^  = tang6o"=  v^,  (i5) 

tang|  = tang45"=  I,  (16) 

tang^=  lang3o"=  (17) 

tang-^  = tangi8“= (|8) 

® Vio  + 2 

tang^=  tangi5°  = ^^^  5 (19) 

**  v34-i 


tang  ^ = tangg" 
et  enfin 

tangf  = lang3-=  (/i-)  V3+.)- W(5+,/5) 

30  (/5-.)(v/3-.)+W{5+v/5)(»+v/5) 

On  rendra  les  quatre  dernières  expressions  beaucoup  plus  com- 
modes , si  on  les  transforme  en  d’autres  ayant  leurs  dénominateurs 
rationnels.  C’est  là  encore  un  utile  exercice. 


^ + (ao) 

v/5  + i-l-t/io  — 2/5 


Trisection  d’un  arc  ou  d’un  angle. 

18.  Problème  I.  — Trouver  sin^.r,  connaissant  sinx. 
Los  formules  relatives  à l’addition  des  arcs  donnent 
sin3«  = sin(2«-i-rt)  = sin2rtr.cosfl-l-cos2fl.sin«, 


(*)  L’arc  de  3°  est  le  plus  petit  de  ceux  qui  sont  représentes  par  un  nom- 
bre entier  de  degrés,  et  dont  on  puisse  calculer,  sous  forme  finie,  les  lignes 
trigonumétriquos. 
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ou  sin  3rt  = asinrt  cos«.cosa  (i  — 2 sin’a)  sina, 

ou  enfin  sin  3a  = 3 sin  a — 4 sin’ a. 

Par  suite , en  remplaçant  3 a par  x , nous  aurons 

. 3 I 3.1  , I . 

sin’  ^ .r  — 7 sin  - .r  H-  - sina^  = O , 

O 4^4 

ou,  en  posant  sin.r  = /,  sin  ^ .r  =j, 


(i) 

Cette  équation  du  troisième  degré  a pour  racines  /es  sinus  des 
tiers  de  tous  les  arcs  qui  répondent  au  sinus  donné  l. 

19.  Discussion.  — D’après  les  formules  (i)  et  {2)  du  chapitre  I", 
on  a,  en  désignant  par  a le  plus  petit  de  ces  arcs, 

. 24'Tr-l-a  . (2X-f-l)îr  — a 

y = sin , y = sin  

En  donnant  à k les  valeurs  o,  i,  2,  3,  4i--m  et  négligeant  les 
multiples  de  la  circonférence,  on  obtiendra  donc 


. a 

. 7T  — a 

J = Sin  ^ , 

y = sm  — ^ J 

277  + a 

. 377  — a 

y = sm  — j — 5 

jr  = sm  3 , 

. Ltz  a. 

. 5t7  — a 

y = Sin  — ^ 5 

y = sm 3 — > 

. a 

. 7T  — a 

J = Sin  3, 

J = sm  3 J 

etc. 

etc. 

Par  suite , toutes  les  valeurs  de  j se  réduisent  à 


a .77  — a 

ji-,  = sin7,  j,=  sin-7— , 


r,  = — sin 


77  -|-  a 


Ces  valeurs  sont  généralement  distinctes,  en  sorte  que  l’équation  ( 1 ) 
a ses  trois  racines  réelles  et  inégales.  Cependant,  si  l’on  avait 

^ = ~3~  ’ f’pst-à-dire  “ = ^ ' les  deux  racines  r,  et  j»  j devien- 
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(iraient  égaies.  Dans  ce  cas, 


20.  Application:  — Si  l’on  suppose 


/ = sin9°=  ^(/îô  + v/â  — 2^5  — y/s), 


on  aura  = sin  3°,  = sin  5y°,  = — sin  63°. 

Or,  le  sinus  de  3°  est  connu  (16),  et  il  est  facile  de  calculer  les 
sinus  de  57°  et  de  63°.  Nous  avons  donc  l’exemple  d’une  équation 
du  troisième  degré,  à coefficients  compliqués  de  radicaux,  dont 
les  trois  racines  sont  réelles,  et  exprimables  sous  forme  finie.  Les 
valeurs  de  ces  racines  sont 


f—  {y/l  — i)  (v^—  v/â)-f-V'2(5  + v^)  (3  + v/6)~|  ^ 

+1/2  (5  + V/5)  (2  — v/3)J 

7^3  = — (v^— + V2(i+7^){ï+V^ — V^5+ v/5)  (2 — v/3)]* 


Un  calcul  semblable  à celui  du  n°18  conduit  à l’équation 


ramener  l’équation  (2]  à l’équation  (i),  en  faisant  attention  que 


r.= 


— i)  (v/6-l-  y/ü)  — 2 V^2(5  + v5)  (2  — y/s)]. 


Par  conséquent , les  valeurs  do  cos  ^ x sont  égales  aux  valeurs  de 
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22.  Problème  III.  — Trouver  tang^jr,  connaissant  tang.r. 


De  . 


ta„g(„+t)  = iîîS-2±i?.'«4, 

^ ^ ' I — tang  a tang  b 


on  conclut,  en  supposant  b = ia, 


tan: 


„ tang  a + tang  2 a 


I — tàng«  tang  2 fl 


ou  tang3rt  = 


tang  fl 


2 tang  fl 


I — 2 


1 — tang^fl  _ 3 tang  fl  — tang^  n 
tang’ fl 
I — tang’  a 


I — 3 tang’  fl  ’ 


puis,  en  remplaçant  3«  para:, 

tang’^x  — 3 tang X tang’ ^ a;  — 3tang  ■^xH-tangjr  = o; 


ou  enfin,  en  posant  tangj:  = /,  tang^.r  = /, 

(3) 

23.  Discussion.  — L’équation  (3)  a ses  racines  réelles  et  iné- 
gales. En  effet , à cause  de  la  formule  (4)  (Chap.  I") , 

/<■  TT  + a 


t = tang 

a 3 


c’est-à-dire 

Cl. 


/ = tangj,  r=tang^^-j^,  r = tang  — tang 


* . 3:t  -P  a a 

t = tang  — ~ — = tang  etc. 


Or,  ces  dernières  valeurs  se  réduisent  à 

a TT  + a 


7T  • 


ï,  = tang-,  r,=  tang— y-,  ^j^-tang-^ — 

24.  Remarque.  — Si  la  tangente  donnée  /,  (Pabord  supposée 

jmsitive,  grandit  indéfiniment,  la  valeur  limite  de  « sera  -•  Par 

2 
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conséquent,  les  limites  vers  lesquelles  tendront  les  racines  de 
l’équation  (3)  seront 

Si,  au  contraire,  la  tangente  l est  supposée  négative,  on  aura, 
pour  / = — 00  , 


On  peut  encore  arriver  à ces  conclusions,  en  supposant 

3 tang  j-  X - tang^  ? ^ 

I — 3 tang^  ï .r 


CHAPITRE  III. 

APPLICATION  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  A LA  RÉSOLUTION 
DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Éfiuation  du  deuxième  deg^ré. 

25.  Soit  l’équation  px  ->r  q = 


d’où 


X 


-p± 


Pour  rendre  cette  formule  calculable  par  logarithmes,  nous 
écrirons  d’abord 


Cela  posé , trois  cas  sont  à distinguer  ; 

1°.  Si  les  racines  sont  réelles  et  que  q soit  positif,  la  quantité 

— sera  positive  et  inférieure  à l’unité.  Nous  pourrons  donc  poser 
sin^  = ^V^-,  (A) 


d’où 


X = — - (l  q::  C09  (p); 


33 
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puis,  en  séparant  les  deux  racines, 


X = — P sur  - y, 


• P cos  - 


(B) 


2°,  Si  7 est  négatif,  auquel  cas  les  racines  sont  nécessairement 
réelles,  la  quantité  — ^ étant  positive,  on  posera 

tangO=^y/^,  (C) 

cll-onaura  x = - i T 
c’est-à-dire 


X = P 


sin’  ^ G 


X — — P 


cos^ 


(D) 


cos  0 ' ~ cos  G 

3“.  Enfin,  quand  les  racines  seront  imaginaires,  on  écrira 


et,  pour  calculer  le  coefficient  de  v/—  i,  on  pourra  le  mettre  sous 
la  forme  sin  w,  en  prenant 

P 

cos  w = 

2 \/q 

26.  Rrmarqiu-.  — Dans  ce  dernier  cas , les  deux  racines  peuvent 
être  représentées  par 

X = P (cos  w ± ^/—  I sin  w) , 

P étant  le  module.  Cette  forme  remarquable,  à laquelle  on  peut 
ramener  toutes  les  expressions  imaginaires,  en  facilite  beaucoup 
la  théorie. 

équation  du  troisième  degré. 

27.  On  a vu  dans  \ Algèbre  (chap.  XXI),  i“.  Que  toute  équation 
du  troisième  degré,  à une  seule  inconnue,  peut  être  réduite  à la 
forme 

X?  A- px  A- q — (i) 

2°.  Que  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  est 


4 // -f- 27  7’ < O.  (2) 
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Quand  celte  dernière  condition  (qui  suppose  p négatif)  est  véri- 
fiée , on  réduit  très-aisément  la  résolution  de  l’équation  proposée 
à la  résolution  de  l’équation  qui  donne  le  sinus  du  tiers  d’un  arc  a 
dont  le  sinus  est  donné  (18).  En  effet,  posons 


d’où  f pld y qld  = O.  (3) 

Pour  identifier  cette  équation  avec  l’équation  citée,  il  suffit  de 
prendre 


Cette  dernière  formule  donne  une  valeur  réelle  pour  l’arc  auxi- 
liaire a (*). 

En  effet,  la  condition  (2)  équivaut  à 
“““ 

ainsi , la  valeur  de  l est  comprise  entre  -1-  i et  — i ; etc.  L’arc  a 
étant  connu , on  aura , pour  valeurs  des  trois  racines , 


•^3=  - 2 (***).  (5) 


28.  Applications.  — I.  Soit  l’équation 

— 4ï  "P  + 39  = O. 


(*)  Et  même  une  injinUc  de  valeurs  réelles  : les  Tailles  trigonomé- 
ti-iques  font  connaître  la  plus  petite. 

(**)  Dans  cette  formule,  représente  ^ ou  — </,  suivant  que  9 est 
positif  ou  négatif. 

(•**)  On  peut  vérifier  que  ces  valeurs  satisfont  aux  relations  connues  : 
X, -1- X, -H  ar,  = O , x,a, -f-  r,x,  = /7,  — 
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formule  (4)  devient 


Le  calcul  prend  ensuite  la  disposition  suivante  : 
log3  = 0,477  I2I  3-f- 

log  4i  = 1,6127839  — 

Iog^=  2,864  3374 -t- 

1,432 1687  -f- 

log  39  = 1,591 0646  4- 
log  2 = o,3oi  o3oo  — 

log  sina  = 7,586540  7 
a = 22“42'ii",7. 

(roir  le  tableau  à la  page  269.) 

F' érification. 

•^1=  O1973737  logx,  =7,988  44 194- 

x^=  5,860480  log X,  = 0,7679334  4- 

X3  = — 6,8342i5  log  (— xJ  = 0,8346886  + 

0,000002  , log  ( — x.XjX,)  = 1,5910639 

x,XjX3  = — 38,9994. 

n.  X*— 7x  + 7 = o {Alg.,  36S). 

En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple,  on  trouve,  succes- 
sivement , 

= « = 79“6'24",o, 

5 = 26''22'8«,  1:^=33»37'52",  = 86“22'8"; 

et  enfin 

X,  = 1,356896,  Xj  = 1,692021,  •ï'j  = — 3,048917. 
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29.  Quand  l’équation 

-G  px  4-  <7  = O 

a une  seule  racine  réelle , ses  coefficients  satisfont  à l’inégalité 

27ry’>  O. 

En  même  temps,  les  formules  qui  donnent  les  trois  racines 
sont  [yllg;  chap.  XXI) 

x,=R,+  R,,  ^ =-i(R,4-R,)±i(R,-R,)v^v/=l. 

Pour  rendre  les  deux  premières  valeurs  calculables  par  loga- 
rithmes, il  suffit  d’opérer  comme  pour  l’équation  du  deuxième  de- 
gré (2.^);  c’est-à-dire  que: 
i”.  P étant  positif,  on  aura 


a".  P étant  ncgatif,  on  aura 


(”)  On  peut  aller  plus  loin,  et  rendre  calculables  par  logarithmes 
R, -H  R,  et(R,  — R,)^:  mais  les  transformations  que  l’on  est  obligé  de 
faire  subir  aux  formules  ci-dessus  nous  semblent  peu  utiles  et  peu  com- 
modes. 
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30.  Application.  — 2x  — 5 = o. 

8ino  = -2y/(îy,  R,=ÿ/58i„-iç,  R,  = ÿ/5cos'i». 

log  2 = o,3oi  o3o  O 4- 
log  3 = 0,477  121  2 — 

1,8239088  4- 

1,9119544  + 

log  2 = o,3oi  o3oo  + 
log  5 = 0,6989700  — 

log  ( — siii'}-)  = 1,3379282. 

<p  = i8o“4-  i2“34'33",2, 


96“  I7'i6",6. 


logsini<p=  1,9973794 

X 2 = 1,994758  8 4- 
log  5 = 0,6989700  4- 

0,693  728  8 

I = log  R,  = 0,23 1 2429 

R,  = 1,703  1 10, 

R,  + R,  = 2,094  55i. 


log^— cos^^^  = 1,0895140 

X 2 = 2,07902804* 
log  5 = 0,69897004- 

2i777998o 
i = logR,  = 1,5926660 

R,  = 0,391  441, 

R,  — Rj=  i,3u  669. 


x^  = 2,094  55i,  x,;=  — 1,047275  4-  0,655  834  /3 

Xj  = — 1 ,047  275  — 0,655  834  V^3  • 


EXERCICES. 


I.  Résoudre  (sin  x — cosx)  sinx  = /«. 

II.  Diviser  un  angle  droit  en  quatre  parties  x,  y,  z, 
nière  que 


tang  Z 

- — — — m. 

tang» 


«,  de  ma- 


x = y,  H = J -4  Z, 


V]1.  TRIGONOMÉTRIE, 

ni.  Dans  tout  triangle  rectiligne, 

„ ahc  I . I „ I „ , cos  A + cos  B -h  cos  C — i 

T = — cos  - A cos  - B cos  - C = />’  — : — i 

P % 1 1 sin  A + sm  B 

I cr  + A’  + â 


sin  C 


4 cot  A cot  B H-  cot  C 


R = -(/ 
a Y ! 


nhc 


sin  A sin  B sin  C 4 cos  J-  A cos  { B cos  ÿ C’ 


h,  c représentent  les  côtés;  A,  B,  C,  les  angles  opposés;  T,/>,  R 
représentent  l’aire,  le  demi-périmètre,  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

IV.  Résoudre 


sin  X + sin  a X -I-  sin  3 X -I-  sin  4 x -1-  sin  5 x = o. 

V.  Calculer,  à moins  de  o,oooooi,  le  sinus  de  3"  (16). 
Résultat  : o,o5a  336. 

VI.  Résoudre  les  équations 


Il  . .TT 

.r  + r + Z z=  sm  X -4-  sin  y -4-  sin  z = sin  j •> 

TT 

cos  X -I-  cos  J -4-  cos  s = cos  J • 

VII.  Transformer  en  produit 

sin  X -1-  sin  -4-  sin  Z — sin  (x  -f-  r-l-  z). 


VIII.  Vers  quelle  limite  tend  le  rapport 


TT  . aTT  . 3tT  . « 7T 

sin 1-  sin h sin 1-.  • .-4-  sin  — 

a « a « a « a n 


TT  a TT  3 TT  nn 

1 1 r.  • .-l 


a fl  2/1  in  a « 


quand  le  nombre  entier  n augmente  indéfiniment? 

Réponse  :\ers 

IX.  Déterminer  le  triangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  par  trois 
nombres  entiers  consécutifs , et  dans  lequel  le  plus  grand  angle  est 
double  du  plus  jietit. 
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X.  Résoudre  les  équations 

acos  X — h cos/  = («  — h]  cos  a, 
flsin  X — 6 sin  y = [a  — b)  cos  a cot 

et  rendre  les  formules  calculables  par  logarithmes. 

XI.  Calculer  les  valeurs  des  angles  x et  / qui  satisfont  aux  re- 
lations 

(2  -H  cos  2x  -1-  sin  2x)  sin  2/-t-  (cos  x -4-  sin  x)  cos  2/  = o, 

2 (cos  2x  — sin2x)  sin  J + (cosx  — sin  x)  cos/  = o. 
Résultat  : L’équation  qui  donne  x est 

tang’ X — 9 tang’ X — 1 7 tang  X -I- 9 = o. 

Elle  conduit  à 

X = 843435,5,  /=i58  56  38,9. 

x=ii657  8,5,  /=  715944,9. 

x=  232981,3,  /=  792755,4. 
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TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


CHAPITRE  I“. 

RELATIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  D’UN  TRL4NGLE 
SPHÉRIQUE. 

Relation  entre  les  trois  côtés  et  un  ang;le. 

31 . Soit  ABC  un  triangle  sphérique  déterminé  par  les  intersec- 
tions des  plans  AOB,  ROC,  CX)A 
avec  la  sphère  ayant  pour  centre  le 
sommet  O de  l’angle  trièdre  OABC. 
Représentons  par  A,  B,  C les  angles 
du  triangle , et  par  a,  b,  c les  côtés 
qui  leur  sont  respectivement  oppo- 
sés , ces  angles  et  ces  côtés  étant 
évalués,  soit  en  degrés,  minutes, 
secondes,  etc.,  soit  en  parties  du 
rayon  AO,  lequel  sera  pris  pour 
unité. 

Pour  obtenir  la  relation  fonda- 
mentale entre  les  côtés  a,  b,  c et 
l’angle  A,  menons  les  tangentes  AS,  AT  aux  arcs  AB,  AC,  et  les 
parallèles  BB',  CC'  au  rayon  OA  : ces  dernières  droites  sont  per- 
pendiculaires au  plan  TAS,  tangent  en  A à la  sphère.  Par  consé- 
quent, si  nous  menons  BC  et  B'C',  le  trapèze  BCB'C'  aura  les 
angles  B'  et  C'  droits. 

Cela  posé, 

BX’=  ÂB'VÂC' - 2 AB'.  AC',  cos  A, 

BC  = FC'  + (CC'- BB')’; 

d’où 

BC  = ÂB'VÂtÿ-  2AB'.AC'cos  A-f  (CC'  - BB')’. 
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BC  = (cord.  nf—  4sin^^rt  = 2(1  — cosrt); 

et , quelle  que  soit  la  forme  du  triangle  sphérique , 

AB'=  sine,  AC'=  sinf>,  BB'=  i — cose,  CC'=  i — co%(>  (*). 
Donc 

2(1  — cos  a)  = sin’c  + sin’f»  — 2sinc  sini  cos  À4-(cos6  — cosc)’, 
ou  cosa  = cos^i  cosc  4- sini  sine  cos  A.  (i  ) 

32.  Remarque.  — D’après  la  manière  dont  la  relation  fondamen- 
tale (i)  a été  démontrée,  on  voit  qu’elle  a lieu  pour  un  triangle 
sphérique  quelconque  : les  relations  qui  en  seront  déduites  au- 
ront donc  le  même  degré  de  généralité. 

33.  Au  moyen  d’une  permutation  tournante,  on  conclut,  de 
l’équation  (i), 

cosA  = cosc  cosrt  + sine  sin«  cosB,  (2) 
cx)s  r.  = cos  a cos  Z)  4-  sin  rt  sin  b cos  C.  { 3 ) 

Relation  entre  deux  côtés  et  les  deux  angles  opposés. 

34.  Pour  obtenir  une  relation  entre  a,  Z>,  A,  B,  il  suffit  d’éli- 
miner c entre  les  équations  (i)  et  (2).  Cette  élimination  peut  être 
faite  comme  il  suit  : 

Après  avoir  isolé  les  termes  contenant  cos  A et  cos  B,  ajoutons 
et  retranchons  membre  à membre  ; nous  aurons 

(cosrt  4-  cosZ»)  (i  — cosc)  = sinc(sinZ»  cos  A 4-  sino  cosB), 

(cos  fl  — cos  6)  (i  4-  cosc)  = sin  c ( sin  6 cos  A — sin  a cos  B). 

Ces  deux  nouvelles  équations,  étant  multipliées  membre  à mem- 
bre, donnent,  après  la  suppression  du  facteur  commun  sin’c  (**  ), 

cos’  fl  — cos’  h = sin’  a cos’  A — sin’  « cos’  B ; 

(*)  B..  Trig..  18. 

(*’•)  Le  cOté  c étant  compris  entre  o et  ;t,  son  sinus  est  difTérent  de 
zéro. 
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puis,  successivement, 

sin’  b — sin’  « = sin’  b — sin’  b sin’  A — sin’  n sin*  a sin^  B , 

sih*  A _ sin’B 
sin’  a ~ sin’  b 


Nous  aurons  donc,  en  observant  que  les  éléments  d’un  triangle 
sphérique  sont  inférieurs  à i8o  degrés. 


sin  A _ sin  B _ sin  C 
sinrt  ~ sinè  ~ sine 


(4)  \ 


Ainsi,  dans  tout  triangle  sphérique,  les  sinus  des  angles  sont 
proportionnels  aux  sinus  des  côtés  opposés. 

35.  Remarque.  — La  suite  de  rapports  égaux  (4)  équivaut  à 
deux  équations  distinctes. 


Relation  entre  deux  oôtéi,  l’angle  compris ^ et  l’un  des  deux 
angles  opposés. 

36.  Dans  l’équation  (i),  remplaçons  cosc  par  sa  valeur  (3)  et 

sine  par  sinC  (équat.  4)  : c sera  éliminé,  et  nous  aurons 

une  relation  entre  les  deux  côtés  a,  b,  l’angle  compris  C,  et  l’an- 
gle A opposé  h a. 

Cette  relation  est 

cos  « = cos  è ( cos  fl  cos  6 -H  sin  fl  sin  i cos  C ) + sin  ^ sin  C cos  A . 

Pour  la  simplifier,  faisons  passer  le  terme  cos  a cos’è  dans  le  pre- 
mier membre , et  divisons  les  deux  membres  par  sin  a sin  6 ; nous 
aurons 

cos  fl  sin  A , „ , sin  C cosA 

— : = C0S6  cos  C H ; — I — ? 

sin  fl  sin  A 

ou  cotflsinô  = cotAsinC-4- cosècosC.  (5) 

37.  Cette  relation  en  donne  cinq  autres.  En  effet,  si  l’on  change 
d’abord  è en  c et  C en  B,  on  obtient 

cotfl  sine  = cotA  sinB -+- cosc  cosB.  (6) 

Des  permutations  tournantes  donnent  ensuite 

col  b sin  c = cot  B sin  A + cos  c cos  A , ( 7 ) 
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cotftsinrt  = cotBsinC  + cosrtCOsC,  (8) 
cote  sinrt  = cote  sinB  + cosrt  cosB,  (9) 
cote  sin  A = cote  sinA  + cosi  cosA.  (lo)  (*) 


9,77 


Relatioii  entre  trois  angles  et  un  côté. 

38.  En  appliquant  la  relation  fondamentale  au  triangle  supplé- 
mentaire du  triangle  donné , on  a 

cos  (tt— A)= cos  (tt— B)  cos  (tt— e )-l-  sin  (tt— B)  sin  (tt—  e)  cos  (tt  —a), 
ou  CO8  A = — cos  B cos  e + sin  B sin  e cos  a.  ( n ) 

Un  changement  de  lettres  donne  ensuite 

cos  B = — cos  e cos  A + sin  e sin  A cos  â,  (12) 
cosC  = — cos  A COS  B -I- sin  A sinBcosc.  (i3) 

39,  Remarque.  — Les  quatorze  équations  (i),  (2),...,  (i3) 
renferment  toute  la  résolution  des  triangles  sphériques. 


CHAPITRE  II. 

HÉSOLOTION  DES  TRIANGLES  RECTANGLES. 


40.  Si  nous  supposons  A = 90°  dans  les  relations  (i),  (4), 
(6),. . .,  nous  -obtiendrons  les  six  formules  principales  suivantes, 
lesquelles  sont  propres  au  calcul  logarithmique  ; 

cosfl  = cosè  COSC,  (14} 
sin/;  = sin  « sin  B,  (i5) 
tang  c = tang  n cos  B,  (16) 
tangè  = sine  tangB,  (17) 
cosrt  = cotB  cote,  (18) 

COS  B = sin  C cos />.  {19) 

(*)  Malgré  le  défaut  de  symétrie  de  ces  équations,  on  les  retrouve  asseA 
aisément  si  l’on  observe  : 1®  que  le  premier  membre  et  le  premier  terme 
du  second  membre  sont  de  la  forme  cotxsin,  le  premier  produit 
étant  relatif  ii  deux  côtés , le  second  h deux  angles;  2®  que  les  deux  co- 

l.  2'l 
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•il.  Ces  six  équations  constituent  autant  de  théorèmes,  que  Ton 
peut  énoncer  ainsi  : 

Dam  tout  triangle  sphérique  rectangle  : 

Le  cosinus  de  L hypoténuse  est  égal  au  produit  des  cosinus 
des  deux  autres  côtés; 

1°.  Le  sinus  d’un  côté  de  l’angle  droit  est  égal  au  sinus  de 
l’hypoténuse , multiplié  par  le  sinus  de  l’angle  opposé  au  pre- 
mier côté  ; 

3".  La  tangente  d’un  côté  de  l’angle  droit  est  égale  à la  tan- 
gente de  V hypoténuse , multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  com- 
pris ; 

4°.  La  tangente  d’un  des  deux  côtés  de  l’angle  droit  est  égale 
au  sinus  de  Vautre  côté , multiplié  par  la  tangente  de  l’angle 
opposé  au  premier  côté; 

5°.  Le  cosinus  de  l’hypoténuse  est  égal  au  produit  des  cotan- 
gent es  des  angles  wljaccnts; 

6°.  Le  cosinus  d'un  des  deux  angles  adjacents  à l’hypoténuse 
est  égal  au  sinus  de  l’autre  angle , multiplié  par  le  cosinus  du 
côté  opposé  au  premier  angle. 

42.  Remarques.  — \.  D’après  l’équation  (i4),  cos  fl,  cos^>,  cosc 
sont  positifs,  ou  bien  un  de  ces  cosinus  est  positif,  les  deux  au- 
tres étant  négatifs.  Donc  : 

Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  les  côtés  moindres  cpt’un 
quadrant  sont  en  nombre  impair  (*). 

II.  Semblablement,  à cause  de  l’équation  {17)  : un  côté  de  l’an- 
gle droit  et  l’angle  opposé  sont  de  même  espèce,  c’est-à-dire  tous 
deux  plus  petits  ou  tous  deux  plus  grands  que  1 80  degrés. 

43.  Formule  empirique  de  Mauduit.  — Les  équations  ci-dessus, 
ou  celles  qu’on  en  déduit  par  un  changement  de  lettres,  expriment 
chacune  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  éléments  connus  et 
l’élément  cherché.  Or,  si  Ton  fait  abstraction  de  l’angle  droit  A, 


tangentes  se  correspondent;  3°  que  le  dernier  terme  du  second  membre 
est  é^al  au  produit  des  cosinus  des  arcs  dont  les  sinus  entrent  déjà  dans 
la  formule. 

(*)  Cependant,  si  a = ^,  un  des  côtés  de  l’angle  droit,  au  moins, 
égale  Et  si  t = ^,  l’hypoténuse  égale  aussi 
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on  pourra  toujours  faire  le  tour  du  triangle , de  manière  que  ces 
trois  éléments  soient , ou  continus , ou  nlternntifx.  Cela  posé , toutes 
les  équations  dont  il  s’agit  sont  comprises  dans  la  formule  empi- 
rique suivante  : 

, . , . 1 r/t’A-  A7// rf’/TA-.V  ALTER.NKS, 

intcrmemmre  = produit  < , ,, 

' I des  cot  d arcs  co.NTlGi  s; 


eos  arc 


c 


seulement , en  appliquant  ce  théorème,  on 
doit  avoir  soin  de  remplacer  chaque  côté 
de  l'angle  droit  par  son  complément  (*). 

Par  exemple , si  l’on  veut  calculer 
c,  B,  connaissant  « et  C,  on  fera  le  tour 
du  triangle,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche;  et  l’on  aura,  successivement, 


r . 


cos 


cos 


C = cotrt  cot  ~ (**); 

« = sin(^-fe)  sin^^-c^  (***); 


3“.  cos«  = cotB cote  {****); 

ce  qui  est  exact. 

Cas  douteux.  — Quand  on  veut  résoudre  un  triangle  rec- 
tangle, connaissant  un  côté  de  l'angle  droit  et  l'angle  opposé, 
le  problème  peut  être  impossible,  et  il  peut  admettre  deux  solu- 
tions ou  une  seule  solution.  En  effet,  les  équations  (i5),  (17), 
(19)  donnant 

sin  6 tang  h . „ cos  B 


sin  a = 


sinB 


smc  = 


tang  B 


sinC  = > 1 

cos  b 


il  est  d’abord  visible  qu’il  n’y  aura  aucune  solution  si  quelqu’une 
des  quantités  sin«,  sine,  sinC  surpasse  l’unité,  et  qu’il  y en 


(*)  A l'énoncé  précédent,  que  nous  copions  textuellement  dans  le 

Cours  de  Mathématiques  pures  de  Francœur,  notre  savant  et  regrettable 

maître,  on  peut  substituer  cette  phrase  purement  mnémotechnique  : 

, ( des  cot  contieuès, 

cos  moren  — produit  \ , . . 

( des  sin  non  contigus. 

(**)  Éléments  contigus. 

(***)  Eléments  alternatifs. 

C****)  Éléments  contigus. 
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aura  une  seule  si  ^ = R ( * ).  D’un  autre  côté , si  l’on  a sin  b < sin  B, 
on  pourra  prendre 

a = OL  ou  a = Tz  — a, 

a étant  compris  entre  o et  et  déterminé  par  sina=  (“)• 


CHAPITRE  III. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  OBLIQUANGLES. 


•45.  Pkemier  cas.  — On  cannait  les  trois  côtés  a,  b,  c. 

Les  trois  angles  A,  B,  C seront  déterminés  par  les  équations  (i), 
(2),  (3).  On  tire,  de  l’équation  (i), 

, cos  a — cos  b cos  c 

cos  A = ^ • 

sinô  smc 

Afin  de  transformer  cette  formule  en  une  autre  qui  soit  calculable 
par  logarithmes , ajoutons  l’unité  aux  deux  membres  ; nous  aurons 

,1.  cosrt  — cosô  cosc  + sinô  sine  cosn  — cos(i4-c) 

2 cos  - A = : — , — ; = —, — H 

2 sin  b sin  c sin  b sin  c 

_ 2sin|(rt  + ô 4-  c)  sin  -j  4-  c — «)  _ 

~ sin i sine  ’ 


(*)  Dans  ce  cas,  les  angles  A,  C sont  droits,  et  les  côtés  a,  c sont 
égaux  à 90  degrés,  en  sorte  que  le  triangle  ABC  est  la  moitié  du  fuseau 
qui  a pour  angle  B. 


(’*)  Soit  BCB'Ale  fuseau  qui 
a pour  angle  B.  Si  le  triangle 
rectangle  BAC,  dans  lequel  l’hy- 
poténuse a = « , satisfait  à la 
question,  le  triangle  B'AC  y sa- 
tisfera pareillement.  Or, 


H'C  = w— a,  B'A  = w — c,  B'CA  = i8o°  — C. 


Par  suite,  quand  on  aura  choisi  l’une  des  deux  valeurs  de  a , auquel  cas 
c et  C seront  déterminés  A'espèce , les  formules  (17)  et  (19)  donneront , 
sans  aucune  ambiguïté,  les  valeurs  de  ces  deux  éléments. 
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|niîs,  en  représentant  par  i.p  le  périmètre, 


cos 


I . /sinwsintw  — a)  . . 

sintsin.  • <“> 


Dans  cette  formule,  le  radical  doit  être  pris  positivement,  parce 
que  i A est  inférieur  à 90  degrés. 

4G.  Si,  au  lieu  d’ajouter  i à cos  A,  on  forme  1 — cos  A,  on  trouve 

(21) 


. I . /sinly.» 
sin  - A = 1 / ^ 

2 V 


— h)  sin  (/>  — c ) 


sin  Z»  sine 

Enfin,  les  équations  (20)  et  (21)  donnent,  par  la  division. 


tang-A=  4 / 

2 Y sin 


— h)  sin (/.»  — r) 


(*).  (22) 


1 j)  sin  {p  — a ) 

47.  Deuxième  cas.  — On  connaît  les  trois  angles  A,  B,  C. 

En  appliquant  l’équation  (22)  au  triangle  supplémentaire  de  ABC, 
on  aura  d’abord 


. X /sin  J (tt  + B — A — C 

tang  J (,  - »)  = 


C)  sin  j (tt  + C — A — B) 


C)  sin  ^ (tt + A — B — C) 


puis,  en  posant 
cot 


cos  j ( A -1- c — B ) cos|(±V4-  B — C)  _ 
- cos  A 4-  B + C)  cos  i ( B 4-  C — A ) ’ 

A4-B  + C = 2P, 


P-B)cos(P-C) 


(**).  (23) 


cosP  cos(P  — A) 

48.  Troisième  cas.  — On  connaît  deux  côtés  h,  c et  Pangle  com- 
pris A. 


(*)  Les  trois  dernières  formules,  analogues  à celles  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  trigonométrie  rectiligne,  donnent  lieu  aux  mêmes  re- 
marques. Nous  engageons  le  lecteur  à retrouver,  par  leur  moyen , les 
conditions 

a <_  h -k-c,  É<cH-a,  c<a-f-fe,  <i-t-fc-t-c<2^, 
nécessaires  pour  que  le  triangle  soit  possible. 

(**)  L’équation  (23)  donne  lieu,  comme  la  fbrmule(22),  à une  discus- 
sion que  nous  supprimons,  pour  abréger. 

24. 
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Les  trois  autres  éléments  du  triangle  seront  déterminés  par  les 
équations 

cos  a = cos  b cos  c -i-  sin  i sin  c cos  A,  (i  ) 

cot^>  sine  = cotB  sin  A -I- cosecosA,  (7) 

cote  sin  A = cote  sin  A -t- cos  i cos  A,  (10) 

qu’il  s’agit  de  transformer,  de  manière  à en  tirer  des  formules  cal- 
culables par  logarithmes. 

49.  1°.  Si  l’on  met  cos^»  en  facteur  dans  le  second  membre  de 
la  relation  (i),  on  aura 

cos«  = cos è (cos c -t-  sinc.tang/; cosA)  ; 


{*).  (^5) 


et,  en  posant  tangy  = tang^>  cos  A,  (24) 
cos  b cosfc  — 

cos  a = i ^ ' 

COSiy 

2”.  On  tire,  de  l’équation  {7), 

coté  sine  — cos  c COS  A sine  — cosctangècosA 


cotB  = 


ou 


sin  A 


cotB  = — 


sin  A tans  b 


sin  ( e — Ÿ ) 
sin  A tang  b cos  y ’ 


ou  enfin,  à cause  de  tang 6 = 


tang  <p 
cos  A ’ 


cotB  = 


cotA  sin(e  — ® ) 
cos  y 


(26) 


3".  En  posant  tang  = tang  e cos  A , 


on  aurait,  pareillement, 

^ „ cot  A sin  ( /;  — ®'  ) 

cote  = 

co  s Y 

50.  Remarque.  — Les  transformations  précédentes  équivalent  à 
la  décomposition  du  triangle  ABC  en  deux  triangles  rectangles.  En 


(*)  En  général,  pejur  transformer  en  produit  une  expression  delà 
forme  M cosx  -t-  N sinx,  il  suflît  d’égaler  ^ à la  langcutc  ou  à la  cotan- 
gente  d’un  arc  auxiliaire. 
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effet,  soit  CP  Tare  mené  du  sommet  C,  perpendiculairement  à AB. 

On  aura , par  la  formule  de  Mauduit , 

cos  A = cot  b tang  AP. 

Ainsi , AP  = Ÿ ; etc. 

51.  Remarque.  — L’emploi  de  l are 
auxiliaire  suppose  une  seconde  décom- 
position du  triangle,  obtenue  en  menant, 
' du  sommet  B,  un  arc  perpendiculaire  à 
AC.  On  peut  éviter  cette  nouvelle  décomposition  en  calculant  l’an- 
gle H formé  par  CP  avec  AC.  On  a effectivement 


c 


tang  M 


cot  A 
cos 


(27) 


et 


tang(C-  M ) 


cot  B 
cos«‘ 


(■28) 


les  angles  M et  C — M'  étant  connus,  leur  somme  donnera 
l’angle  C (*). 

S2.  OuATRiÈME  CAS.  — O/l  coiinait  un  côté  a et  les  deux  angles 
adjacents  B,  C. 

Ce  cas,  que  l’on  ramènerait  au  précédent  par  le  moyen  du 
triangle  supplémentaire,  peut  aussi  être  résolu  comme  il  suit  : 

Le  triangle  rectangle  BPC  donne 


tang(C  — H ) = (-28) 

tang  { f — ç ) = COS  B tang  a,  { -29  ) 
cos(C—  H ) = cotr/.tangCP; 


et,  le  triangle  APC, 


tang 


cotA 
cos  b ’ 


tang  y = cos  A tang  b,  cos  'f  = cot  b tang  CP. 


(*)  On  conclut,  des  deux  dernières  formules,  cette  relation  entre  les 
cinq  cléments  A,  B,  C,  a,  £ : 


tangC  — 


cos  a cot  A -f-  cos  b cot  B 
coK  n cos  b — cot  A cot  B 
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Éliminant  langCP,  on  a donc 

. , . cos(G  — H ) , 

tans  b = tane  a — ^ , ( 3o  ) 

cos  M 

puis  tangA  = , ? (3i) 

COSi» 

tang  = COS  A tang  b.  ( 24  ) 

L’équation  {28)  sert  à calculer  l’angle  auxijiaire  M‘,  après  quoi 
les  formules  (3o)  et  (3i)  donnent  b et  A.  Enfin,  les  équations  (29) 
et  (24)  déterminent  c au  moyen  de  ^ et  de  c — y. 

K3.  Cl.NQLiÈME  CAS.  — On  connaît  deux  côtés  a,  b,  et  Fannie  A 
opposé  h l’un  d’eux. 

Pour  calculer  l’angle  B,  il  sulSt  d’observer  que  la  première  des 
équations  (4)  donne 

. _ sin^i  . . . 

sinB  = -^ — smA,  (32) 

après  quoi  lesformules(24),  (29),  (27)  et  {28)  détermineront  com- 
plètement c et  C. 

JÎ4.  Remarcjuc.  — L’angle  B étant  donné  par  son  sinus,  le  pro- 
blème est  imjMssible  quand  le  second  membre  delà  formule  (82) 
surpasse,  en  valeur  absolue,  l’unité;  et  quand  ce  second  membre 
est  compris  entre  + i et  — i , le  problème  peut  admettre  dcu.z 
solutions,  ou  une  seule  solution,  ou  enfin  il  peut  être  imjjossiblc. 
La  discussion  complète  des  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter 
est  fort  prolixe  ; mais , quand  a,  b et  A sont  donnés  en  nombres, 
il  est  toujours  facile  de  décider  si  l’on  doit  admettre  ou  rejeter 
l’une  ou  l’autre  des  valeurs  obtenues  pour  B.  Soient,  par  exemple, 

« = 1 12“  i8'2o",  a = 68“ 39' 30*,  A = i3o“48'5o". 

On  trouve 

B = 49“38'i2"  et  B = i3o“2i'48". 

Ces  deux  valeurs  sont  admissibles,  parce  qu’elles  sont  moindres 
que  A,  et  que  d’ailleurs  n surpasse  b [*). 

Soient  ensuite 

(7  = 67“  41 ' 40",  b = 68“  39'  3o",  A = 1 3o“  48' 5o". 


(•)  Dans  tout  triangle  sphérique,  à un  plus  grand  côté  est  opposé  un  plus 
grand  angle. 
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On  trouve  encore 

B = 49"  38' 1 2",  B = i3o“2i'48'. 

Ces  deux  valeurs , étant  moindres  que  A,  sont  inadmissibles. 
Enfin,  si  l’on  prend 

rt  = 72” 1 8' ao",  i = 68"39'3o",  A = 49“  > 10", 

<l’où  l’on  conclut 

B = 47“  43' 44"  et  B=  i32"i6'i6*, 

on  doit  admettre  seulement  la  première  valeur  de  B. 

35.  Sixième  cas.  — On  connaît  deux  angles  A,  B,  et  le  côté  a 
opposé  à l*un  d’eux. 

Ce  cas  se  résout  comme  le  précédent.  Il  donne  lieu  aux  mémos 
remarques  et  aux  mêmes  difficultés. 


Analogàes  de  Bféper.  — Formule*  de  Belambre. 

56.  Dans  les  quatre  derniers  cas , la  résolution  des  triangles 
«bliquangles  peut  être  simplifiée  au  moyen  de  relations  remar- 
quables , dues  à Néper.  Pour  trouver  ces  relations , rappelons-nous 
la  formule 

tang|(A  — B)  _ a — b 

COt  Y C Cl  — j—  b 

qui  sert  h résoudre  Tin  triangle  rectiligne,  connaissant  deux  côtés 
et  Vanglc  compris,  et  cherchons  par  quoi  doit  être  remplacé  le 

rapport  quand  le  triangle  est  sphérique. 

En  développant  tang  ^ ( A — nous  aurons  d’abord 


Mais 


tang  3- {A  — B)  __  tang  ^ A tang  ^ C — tang  | B tang  -1  C 


COt  ~ C 

I -f-  tang  Ÿ A tang  -j  B 

tang  ^ ^ ) 

/sin [p  — b)  s,in{p  — c) 
/ sin  /V  sin  ( /y  — a)  ' 

tang  i B = * 
2 t 

/sin  (p  — c)  sin  {p  — a ) 
y sinj»  sin(/>  — /!»)  ’ 

/sin  [p  — c/)  sin  (/J  — /y) 
/ sinyysin(yy  — r)  ’ 
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donc  tang  - A tang  - B = — j 

2 2 sin  /> 

, In.  If,  sin(o  — «) 

° 2 2 sin/> 

. I . , 1 „ sin  ( O — /.I  ) 

tang  - A tang  - G = — ; 

° 2 ® 2 sm  /P 

et,  conséquemment, 

tang|( A — B)  __  sin(/;  — i)  — sin {p  — «)  _sin|(<i  — ^»)cos|c 
cot^G  ~~  sin/2  + sin(/ï  — c)  ~sin-j(/7  + ^>)cos|c’ 

ou  tang^(A  - B)  ^ sini(a- 


cot^G  sin|(«4-6) 
Sans  nouveau  calcul,  on  peut  écrire 


(33) 


ou 


tangÿ ( A 4-  B)  _ sin  (/?  — b)  sin{p  — a) 
cot^G  ~ sin/j  — sin(/;  — c)  ' 

Umg^(A  + B)_cosi(fl  — />)  ,,,, 

cot^G  ~cos{(a  + b)' 


Enfin , la  considération  du  triangle  supplémentaire  donne 

tangJ-(/z  — _ sin4(A— B) 

tangjc  sin-î(A+B)’  ' ' 

tang^(«  + 6)  cosj(A-  B)  . 

tangue  “cos^(A4-B)’  ^ ’ 

Les  équations  ( 33  ) , ( 34  ) , ( 35  ) , { 36  ) sont  les  proportions  ou  ana- 
logies de  Néper. 

57.  Application  à la  résolution  des  triangles,  — Si,  par  exemple, 
on  connaît  deux  côtés  a,  b,  avec  l’angle  compris  G,  les  deux  pre- 
mières analogies  donneront  la  demi-différence  et  la  demi-somme 
des  angles  A,  B,  c’est-à-dire  ces  angles  eux-mêmes  ; après  quoi  l’on 
obtiendra  le  côté  c au  moyen  de  la  troisième  analogie  ou  de  la 
quatrième.  De  même  pour  le  quatrième  cas. 

En  effet,  si  l’on  connaît  trois  des  quatre  éléments  «,  A,  B, 
on  obtiendra  le  quatrième  par  la  proportion  des  sinus  (34),  et  l’on 
se  servira  ensuite  de  deux  des  analogies  pour  déterminer  G et  c. 

58.  Formules  de  Dclambrc.  — Ges  formules , beaucoup  moins 
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importantes,  que  celles  de  Néper , donnent 

sin^(A±B)  et  cos^(A±:B) 

au  moyen  des  quatre  derniers  éléments  du  triangle  ( * ). 

On  a sin  - ( A ± B)  = sin  - A cos  - B ± sin  - B cos  - A, 
2 ' 2 2 2 2 


287 


sm(p  — b)  sin {p  — c) 


sin  b sin  c 


cos 


donc 


si„lB  = v/- 

j»  = v/ 


^sin  P sin  (p 

— 

sin  b sin 

C 

^sin  [p  — c) 

sin(/?  — a) 

sine 

sin« 

'sin  p sin  {p 

— 

b). 

sin  r sin  a 


= /sinf8iD(p-c) 

2'  ' ^“xsmc  Y sm/zsin&  ^ 


sin(/?  — a)  /sinpsin{j 
sin  c Y ^ 


sin  6 


<^0S  , C — b)  ± sin(/>  — «)]; 


sine 


ou 


■ * / * . COSjC  .1  I , -, 

Sin  - ( A + B ) = ■■  ■ - • 2 sin  -c.cos-(rt  — b), 

2 ' sin  c 2 2 

. 1/1  T>  \ cos  "2  G . I . . . I 

sin  - (A  — B)  = .2  sin  - («  — 6 ) cos  - r; 

2 ' sin  e 2 ' ' 2 


ou  encore 


sini(A  + B)  = ^-îcosj(/<-J),  (37) 
sini(A-B)=''Æ^sini(o-6).  (38) 


(*)  Chacune  de  ces  formules  exprimant  une  relation  entre  tous  les 
éléments  d’un  triangle  sphérique,  il  parait  assez  difficile  d’en  com- 
prendre l’utilité. 
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Ou  trouve , de  la  même  manière , 

cos-  ( A + B ) = ‘U”  ^ cos - ( r?  + />  ) , (39^ 
2 sin-j-r  2 

cos- (.A  — B)  = I *^sin  - (a  + ^).  (40) 

2 ' ' sin  2 


Applications  numériques. 

î>9.  Problème  L — Trouver  la  distance  de  deux  jMÎnts  du  globe, 
eonnaissant  leurs  latitudes  et  leurs  longitiulcs. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  distance  de  San-Francisco  an 
eap  de  Bonne-Espérance. 

San-Francisco..  Lat.  N : 37"48'3o". — Longit.  O : 124“ 48' 26". 
Cap Lat.  S:  33" 56'  3".  — Longit.  E : 16"  8'2i". 

La  terre  étant  supposée  sphérique,  les  méridiens  AB,  AC  pas- 
sant par  les  deux  lieux  considérés  B et  C, 
formeront,  avec  l’arc  de  grand  cercle  BC, 
un  triange  sphérique  dans  lequel 

A=  i24°48'26"-+-  i6"8'2i"=  140" 56' 47", 

i = go"  -I-  33"  56'  3"  = 1 23"  56'  3", 

f = go"  _ 37"  48'  3o"  = 52”  1 1 ' 3o". 


K 


Appliquant  les  formules 

tangif  = cosA  tang^>,  (24)  cos-fl  — (*5) 


on  aura 

log(—  cos  A)  = 1,890  1732 
log(—  tangé)  = 0,1720895 

logtangï»  = 0,0622627 
\ = 49“5'35”,2, 
c--p=  3"5'54",8. 


log  ( — cos  = 1 ,746  820  9 -f- 

logcos(c  — ÿ)  = 1,99936464- 
logcosçp  = 1,816  1297  — 

log(—  cos«)  = i,93oo55  8 

a — i48"2o'5i",4- 


Pour  évaluer  en  kilomètres  la  distance  a,  il  suffit  de  se  rappeler 
que  Tare  de  90  degrés  égale  10000  kilomètres.  On  trouve  ainsr 

a = 15371''"’, 96. 
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60.  Vérification.  — Prenons  les  analogies  de  Néper; 
tang  - (B  — C)  = cot  - A — ^r-TT— ; — f » 

° 2 ' ' 2 sin  Y(6  + c) 

tang  j (B  + C)  = col  i A 

Ungi»=  Ungi(4-c)|^il|^>, 

vec  i(i»- f)  = 35“52'i6",5, 


l(è  + c)  = 88»  3' 46", 5, 

i.  A = 70°  28' 23", 5. 

2 

logcot-A=  1,54979404-  logcoti  A = 1,5497940-t- 
logsin-(/>  — c)  = 1,7678723 4-  logcos-(6  — c)=  1,908 665o4- 
logsin  ^{i>4-c)  = 1,999751  8—  logcos^(64-c)  = 2,528943o  — 
logtangi(B— C)=  1,3179145  logtang^(B4-C)  = 0,9295160 

i(B-C)  = u“44'45",9.  ■Î-(B  + C)  = 83“i7'3o*. 

logtangi  (é  — ^^)  = 1,859207  3 4- 
log  sin  i (B  4- C)  = 1,9970165  4- 
logsini(B  — C)=  1,3087241  — 


log  tang  a =0,547  499  7 ' 

• ifl—  74®  10" 25", 7,' 

= i48«2o'5iV4; 

comme  ci-dessus.  ; eç  ^ 
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61.  Problème  II.  — La  distance  de  Paris  à Rome  est  de 
r loo  kilomètres  ; celle  de  Paris  à Saint-Pétersbourg  est  dei\&o  ki- 
lomètres ; de  plus,  les  latitudes  de  Paris,  de  Rome  et  de  Saint- 
Pétersbourg  sont , respectivement , 

48“5o'4ç)",  4i“53'52",  5o'’56'3i": 


quelle  est  la  distance  de  Rome  à Saint-Pétersbourg? 

Le  problème  serait  ramené  à celui  qui  précède  si  l’on  pouvait 
déterminer  la  dijfércnce  de  longitude  entre  Saint-Pétersbourg  et 
Rome.  A cet  effet,  soit  PARC  le  quadrilatère  sphérique  ayant 
P pour  sommets  le  pôle  nord  P et  les 

positions  géographiques  de  Paris,  Rome 
et  Saint-Pétersbourg.  Dans  le  triangle 
APB,  on  a 

V = 90“—  48°5o'49"=  4i”  9' II*) 

• P = 90°—  4i“53'52''^  48“  6'  8", 
c=iioo'"'"  = 9“  55' 19"; 


c 


et , dans  le  triangle  APC , 


a=  41“  9'"'. 

Y ==  90“  - 59“  56'  3 1"  = 3o“  3'  29", 
a = 2160'“"  = i9“26'24". 


Par  conséquent , les  angles  V,  qui  sont  les  longitudes  de  Rome 
et  de  Saint-Pétersbourg,  comptées  de  Paris,  seront  donnés  par  la 
formule 

2 Y sin/j  sin  [p  — a) 


dans  laquelle  on  fera , successivement , 


O * n 

a=  9 55  19 
ô = 4i  9 1 1 

f = 48  6 R 

■ip  = 99  10  38 


a = 19  26  24 
b = 9 U 

c = 3o  3 29 

2/>  = 90  3g  4 
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P = 49’ 35'  19" 
P — a = 39  4o  O 
. ])  — b — 8 ï6  8 
P — c = I 29  1 1 

logsin  826  8=1,1664209-1- 
logsin  12911  = 2,4139611-!- 
logsin  49  35  19  = 1,881  618  3 — 
logsin 39  40  o=i,8o5o38  5 — 

3,8937252 
-=loglang^A=  2,9468626 

1a  = -X=  5°  3' 23", 6, 
22  ' 

A = 10"  6' 47". 


;.  = 45‘*i9'  32" 

P — a = 25  53  8 
P — b = 4 lo  21 
P — c = i5  16  3 

O * n _ 

logsin  41021  = 2,86188984- 
logsini5i6  3=1,42049354- 
Iogsin45  1932=  i,85i  9387  — 
logsin 25  53  8 = i,64oo58  8 — 

2,790  385  8 
^ = logtang^A=  1,3931929 

lA  = i‘A'=  i3“57'4",3, 

/.'  = 27“54'9". 


Telles  sont  les  latitudes  de  Rome  et  de  Saint-Pétersbourg  {■*), 
comptées  du  méridien  de  Paris.  On  aura  donc,  dans  le  triangle  RPC, 
en  conservant  les  notations  habituelles, 


O • n 

A = a'  — A = 17  4722, 

Z»  = ^ = 48  6 8, 

c = 'I  = 3o  3 29. 

Achevant  le  calcul  comme  dans  le  premier  problème,  on  trouve 
a = 21"  40'  38"  = 2 409  kilomètres. 


EXERCICES. 


I.  Dans  tout  triangle  sphérique  équilatéi'al. 


cos  .4  = 


tang  y a 
tanga 


on  a 


II.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  le  carré  du  sinus  de 
la  demi-hypoténuse  est  égal  à la  somme  des  produits  des  carrés 
des  sinus  de  chaque  demi-côté  par  le  carré  du  cosinus  do  l’autre 
demi-côté. 

III.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  les  carrés  des  sinus 


(*)  Ces  valeurs  ne  sont  pas  tout  ù fait  exactes. 
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des  côtés  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  doubles  des  segments 
adjacents  ( déterminés  par  la  hauteur  correspondant  à l’hypoté- 
nuse). 

IV.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle , le  carré  du  sinus  de 
la  hauteur  est  au  produit  des  sinus  des  segments  déterminés  sur 
l’hypoténuse,  comme  le  sinus  total  est  au  produit  des  cosinus  de  ces 
mêmes  segments. 

V.  Quelle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  faces  a,  b,  c 

d’un  angle  trièdre  et  les  angles  a,  p,  7 formés  par  une  même  droite 
avec  les  trois  arêtes?  . 

Réjjonse  : 

sin’  a sin’  « -f-  2 cos  a cos  p cos  7 — 2 cos  b cos  c cos  p cos  7 
-1-  sin’ P sin’ i -t-  2 cosô  COS7  cos  a — 2 cos  c cos  « cos  7 cos« 

-|-  sin’7  sin’  c-f-  2 cos  c cos  a cos  P — 2 cos  <î  cos  6 cos  a cosp 
-i-  2 cos  a cos  b cos  c — 2 = o. 

VI.  Quelle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  six  angles  dièdres 
d’un  tétraèdre? 

Réponse  : Celle  qui  précède. 

VII.  Quelles  sont  les  valeurs  de  l’angle  dièdre  D dans  l’octaèdre 
régulier,  le  dodécaèdre  régulier  et  l’icosaèdre  régulier? 

Réjxnisc  : 

D = 109“  28' 16",  D=  ii6°33'54'',  D = 1380  11' 35". 

VIII.  On  sait  que  les  trois  hauteurs  d’un  triangle  sphérique  se 
coupent  en  un  même  point.  Quelles  sont,  en  fonction  des  côtés  du 
triangle , les  valeurs  des  segments  déterminés  par  ce  point  sur  cha- 
cune des  hauteurs? 

IX.  En  désignant  par  T la  mesure  d’un  triangle  sphérique,  par 
a,  b,  c les  côtés  et  par  p le  demi-périmètre,  on  a 


tâng-T 


(Théorème  de  Simon  Lhuilier). 


Digilized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  293 

GÉOMÉTRIE  AMIÏTIOUE. 


GÉOMÉTRIE  A DEUX  DIMENSIONS. 


CHAPITRE  1". 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


Introduction. 


1 . On  poul  employer,  pour  résoudre  un  problème  de  Géomélrie, 
deux  mclliodes  principales  : la  première,  la  seule  qui  fût  connue 
des  Anciens,  pourrait  être  appelée  méthode  géométrique;  l’autre, 
découverte  par  le  géomètre  français  Vièle,  st'rait  convenablement 
désignée  sous  le  nom  de  méthode  algébrique.  Pour  faire  comprendre 
en  quoi  consistent  ces  deux  méthodes,  nous  allons  les  appliquer  à 
la  question  suivante  : 

Inscrire  un  carré  dans  un  triangle  donné  ABC. 
i“.  Solution  géométrique.  — Soit  DEFG  le  carré  cherché.  Si 
nous  construisons  un  carré  quelconque 
D'E'F'G'  ayant  son  sommet  D'  sur  AC 
et  sa  base  F' G'  sur  AB,  les  deux  carrés, 
étant  semblables  et  semblablement  pla- 
cés, auront  pour  centre  de  similitude  le 
point  A;  donc  les  points  A,  E',E  seront  en 
i gne  droite.  Cette  considération  fournit  la  construction  connue  (*). 

2°.  Solution  algébrique.  — Représen- 
tons par  b la  base  AB  du  triangle  ABC, 
par  h sa  hauteur  et  par  x le  côté  du 
carré.  Pour  exprimer  que  le  parallélo- 
gramme DEFG  est  un  losange  inscrit  dans 
le  triangle,  observons  que,  dans  les  deux 


(*)  Théorèmes  et  /oohtèmes  de  Ocomélrir , puj'e  c)8. 


'èo. 
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triangles  semblables  ABC,  DEC,  les  bases  sont  proportionnelles 
aux  hauteurs.  Nous  avons  donc 


DE 


CN 

CM’ 


b 

ou  - = T 
X h 


X 


Cotte  proportion  donne,  pour  la  longueur  du  côté  du  carré, 

hh 


Ajoutons,  pour  compléter  cette  seconde  solution,  qu’il  est  facile 
(le  conclure,  de  la  valeur  de  .r,  une  construction  gromctri(inc. 
J.  En  effet,  x est  une  quatrième  proportionnelle 

aux  droites  représentées  par  + A,  h et  b.  Si 
donc  nous  construisons  le  carré  ABLH  et  que 
nous  menions  les  droites  CL  , CH , elles  cou- 
peront AB  en  deux  points  qui  seront  préci- 
sément les  sommets  F,  G du  carré  cherché; 
car  les  deux  triangles  CLII,  CFG,  donnent 

CP  LH  h + h b 


CN“FG 


ou 


FG 


2.  Sans  qu’il  soit  nécessaire  de  multiplier  les  exemples,  nous 
pouvons  indiquer  dès  à présent  les  traits  caractéristiques  des  deux 
méthodes  ; 

i“.  La  méthode  géométrique,  ou  méthode  des  Anciens,  suppose 
une  série  de  constructions  qui  s’enchaînent  les  unes  aux  autres , 
sans  solution  de  continuité,  au  moyen  des  théorèmes  de  la  Géomé- 
trie; elle  n’emploie  aucun  calcul,  si  ce  n’est  quelques  additions, 
soustractions  et  proportions. 

1°.  Dans  la  méthode  algébrique,  ou  méthode  de  Viète,  on  re- 
présente par  des  lettres  les  longueurs  dos  lignes,  connues  ou  in- 
connues, principales  ou  auxiliaires,  qui  entrent  dans  la  figure  que 
l’on  considère  ; on  cherche , à l’aide  des  théorèmes  de  la  Géomé- 
trie, à établir  des  équations  entre  toutes  ces  lignes,  ou  plutôt  entre 
les  lettres  qui  les  représentent.  Lorsque  l’on  est  arrivé  à des  équa- 
tions distinctes,  en  nombre  égal  à celui  des  inconnues,  le  pro- 
blème est  mis  en  équation.  11  reste  ensuite  à résoudre  ces  érpiations; 
puis  enfin,  lorsque  cela  est  possible,  à conclure  de  ces  é«]uations, 
résolues  ou  même  non  résolues,  des  constructions  donnant  les 
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lignes  inconnues.  Celte  troisième  partie  du  problème  est  appelée 
fomtrartio/i  tlcx  valeurs. 

3.  Des  trois  parties  dont  se  compose  la  solution  algébrique  d’un 
problème,  la  deuxième,  c’est-à-dire  la  résolution  des  écpialions, 
est  exclusivement  du  ressort  de  l’Algèbre.  Li*s  deux  autres  parties 
constituent  l'Applieatinn  de  r.-Ugèhre  à la  Ct'-oniétrie , que  l’on 
désigne  ordinairement,  mais  peut-être  à tort,  sous  le  nom  de  Gêo- 
aiétrie  aaalyiapw y et  que  l’on  pourrait,  jiour  abréger,  apiieler 
Géométrie  algébritpte. 

4.  On  ne  jx.'ut  pas  donner  de  règles  fi.xes  pour  mettre  en  é<pia- 
tion  un  problème  : suivant  que  celui  qui  en  cherche  la  solution 
a plus  ou  moins  d’habitude,  plus  ou  moins  de  sagacité,  il  prévoit 
«juelles  sont  les  données  et  les  inconnues  qu’il  convient  d’employer, 
alin  d’arriver  au  résultat  le  jilus  rapidement  |K)ssible.  Au  contraire, 
il  existe  un  petit  nombre  de  procédés  réguliei-s  au  moyen  desriuels 
on  peut  construire  toute  expression  linéaire,  rationnelle  ou  irra- 
tionnelle du  .second  degré.  Nous  les  exposerons  avec  tout  le  détail 
micessairo,  ajuxis  que  nous  aurons  démontré  les  princijies  sur  les- 
quels repose  l’application  de  ces  procédés. 


De  l’homogénéité. 

t)n  sait  qu’iin  polynôme  est  dit  homogène  quand  il  a tous 
ses  termes  de  môme  degtv , c’est-à-dire  quand  les  ex|)o.-anls  des 
lettres  contenues  dans  un  terme  quclconipio  de  ce  polynôme  ont 
une  somme  constante.  Par  exemple,  /i‘  — -+-  5^‘  est  homo- 

gène et  du  quatrième  degré. 

I.orsiju’au  lieu  d’un  i>olynôme  on  considère  une  fonction  quel- 
conque, la  règle  indiquée  dans  la  définition  précédente  jieul  se 
trouver  en  défaut.  Elle  ne  i>ourrait  servir  à reconnaître  si  les  fonc- 
..  , , l)  tangrt -f- tangô 

tions  a -I-  log  «,  75 5 , ^ - sont  ou  ne  sont  pas  ho- 

m — r I — tang  « tang  b 

mogènes.  La  définition  suivante,  dans  laquelle  la  première  est  évi- 
demment comprise,  s’applique  à tous  les  cas. 

6.  Une  fonction  des  quantités  a,  b,  c, . 
lorsque,  ).  étant  un  nombre  quelconque, 

\b,  le,...)  = b,  c,...)-. 

l'e.cpnsanl  m est  le  degré  d'homogénéité. 


est  homogène 
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D’après  cette  définUion , les  fonctions 


rt'  — br  5b\ 


sin^  + log 


sont  homogènes,  et  leurs  degrés  sont,  respectivement,  4,  — i,  o. 

Au  contraire , les  fonctions  n -1-  log  a,  ^ 

° I — tangrt  tango 

pas  homogènes. 


7.  Théorème.  — Toutes  les  fois  (jue  Viuiité  de  longueur  reste 
arbitraire,  chacune  des  équations  du  problème  doit  être  homogène. 

En  effet , chacune  de  ces  équations  est  la  traduction  d’un  certain 
théorème  de  géométrie , exprimant  qu’une  longueur  est  égale  à la 
somme  de  plusieurs  longueurs,  qu’un  rectangle  est  équivalent  à la 
somme  de  plusieurs  rectangles,  etc.  A une  équation  non  homogène 
correspondrait  un  théorème  établissant  l’égalité  entre  des  grandeurs 
d’espèces  différentes , ce  qui  serait  absurde. 

Par  exemple , l’équation  cé  — ib^  c = 3,  dans  laquelle  a,  b,  c 
représentent  les  rapports  entre  des  droites  et  une  droite  quelconque 
prise  pour  unité,  exprimerait  que  d’iui  cube  on  n retranché  le 


double  d’un  carré,  etc. 

8.  Il  est  bien  évident  que  si  l’on  a pris  pour  unité  de  longueur 
une  ligne  de  la  figure , les  équations  du  problème  pourront  cesser 
d’être  homogènes.  Ainsi , supposons  que  l’on 
prenne  pour  unité  de  longueur  le  côté  AB  du 
a triangle  ABC  et  que  fl,  b représentent  les  rap- 

ports  de  BC  et  de  AC  à AB  ; la  relation  entre 
\ les  trois  côtés  du  triangle  et  le  cosinus  de 

g 

l’angle  A donnera  l’équation 


fl’=  i-\-lê  — ai  cos  A, 


laquelle  n’est  pas  homogène. 

9.  Si , comme  cela  arrive  dans  les  questions  de  Physique  ma- 
thématique , on  est  conduit  à considérer  à la  fois  des  grandeurs 
de  natures  différentes,  telles  que  des  forces,  des  vitesses,  des 
temps,  des  longueurs,  etc.,  il  faudra  que  les  équations  soient  ho- 
mogènes par  rapport  à chaque  espèce  de  grandeur.  Supposons, 
par  exemple,  que  a,  a",...,  représentent  des  longueurs,  que 
<>,  !>',  représentent  des  vitesses,  que./i  /',  repré- 
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sentent  des  forces,  que  t,  t\  représentent  des  temps  : l’é- 

quation 

— 3 a'  ’ <'7”  + 1 rt"’ = O 

sera  possible  ; et , au  contraire , l’équation 

_ 3 a'^  f'p  t'+i  a"  t>"f"  = o 


exprimerait  une  absurdité. 

Si  l’on  veut  s’assurer  de  ce  dernier  point,  il  suffit  de  mettre 
l’équation  sous  la  forme 


, a'  i''  f t'  , rn  « " f t"  „ 

,,(—3 4,  - a'f'^  -Ha 4»  -/''=o, 

a V j t •’  n V f t ' 


et  alors  on  voit  qu’elle  répondrait  à l’énoncé  suivant  ; 

En  multipliant  une  vitesse  par  un  temps  et  ajoutant  au  produit 
un  autre  temps,  on  obtient  le  même  résultat  qu'en  multipliant  une 
droite  par  le  carré  d’une  force;  ce  qui  n’a  aucun  sens  (*). 

10.  Il  est  bien  facile  de  revenir  d’une  équation  non  homogène, 
obtenue  en  prenant  pour  unité  une  ligne  de  la  figure,  à l’équation 
dans  laquelle  l’unité  serait  quelconque.  Supposons,  en  effet,  que 
l’on  ait  eu  à considérer  différentes  lignes  A,  B,  C,. . .,  et  que  l’on 
ait  pris  A pour  unité  ; soient 


B 

A 


et  soit  c,  rf, . . .)  = O 

l’équation  du  problème , laquelle  peut  n’étre  pas  homogène. 

Pour  passer  au  cas  général  où  l’on  prendrait  pour  unité  une 
droite  quelconque  L,  nommons  b',  c', . . . , les  nombres  qui  me- 


(*)  On  complète  quelqucrois  l’énoncé  du  principe  de  l’homogénéité 
en  disant:  l’équation  doit  être  homogène,  ou  cire  la  somme  de  plusieurs 
équations  homogènes.  Ce  complément  nous  parait  au  moins  inutile.  Il  est 
est  assez  visible,  en  effet,  que  les  équations  non  homogènes 

déduites  des  équations  homogènes 

= x*-Hr’  = 4>, 

ne  peuvent  pas  servir  à résoudre  ces  dernières. 
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surent  alors  A , B , C ; nous  aurons 


Ces  valeurs,  comparées  aux  précédentes,  donnent 


Conséquemment,  l’équation  transformée  sera 


? 


ou 


c 

— 1 
a 


= O, 


en  supposant  maintenant  que  les  lettres  a,  6,  d,...  représentent 
les  rapports  des  lignes  A,  B,  C,  D,...,  à une  ligne  arbitraire. 

Nous  voy  ons  que  pour  rétablir  l'homogénéité  dans  une  équation, 
il  suffit  de  remplacer  chaque  longueur  par  son  rapport  à la  lon- 
gueur a de  la  droite  qui  avait  été  prise  pour  unité.  On  arrive  plus 
rapidement  au  même  résultat  si  l’on  multiplie  les  divers  termes 
de  l’équation  par  des  puissances  convenables  de  a. 

H.  Observons  que  si,  comme  on  le  fait  quelquefois,  on  re- 
présente par  une  seule  lettre,  soit  une  aire,  soit  un  volume,  on 
devra,  pour  reconnaître  si  l’équation  est  homogène,  doubler  ou 
tripler  les  exposants  dont  cette  lettre  pourra  être  affectée,  ou , ce 
qui  vaut  mieux,  on  devra  remplacer  cette  aire  ou  ce  volume  par 
une  expression  telle  que  ou 

12.  Le  principe  de  l’homogénéité  permet  de  vérifier  à chaque 
instant,  soit  les  équations  du  problème,  soit  les  transformations 
par  lesquelles  on  est  obligé  de  passer  pour  conclure,  de  ces  équa- 
tions, les  formules  définitives.  Nous  ne  saurions  trop  engager  les 
élèves  à en  faire  constamment  l’application. 


CHAPITRE  IL 

CONSTRUCTION  DES  EXPRESSIONS  ALGÉBRIQUES. 


13.  Supposons  que  l’inconnue  du  problème  soit  une  longueur 
rectiligne  représentée  par  .c;  supposons,  de  plus,  que  l'on  ait  pu 
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résoudre  les  équations  du  problème,  de  manière  à conclure  de  ces 
équations  la  valeur  de  .r.  Cette  valeur  pourra  être  rationnelle  ou 
irrationnelle.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  admettrons  d’abord,  pour 
plus  de  simplicité,  que  son  expression  ne  renfermera  que  des  ra- 
dicaux du  second  degré,  simples  ou  composés.  Enfin , nous  suppo- 
serons toujours  que  la  formule  qui  donne  x .soit  homogène  : si  le 
contraire  arrivait,  il  serait  facile  de  rétablir  l'homogénéité. 


ZSxpresfioni  rationnelles. 

14.  Monômes  nu  polynômes  entiers.  — 1".  j:  = a.  Cette  expres- 
sion signifie  que  la  droite  X est  égale  à l’unité  de  longueur  mul- 
tipliée par  le  nombre  a , que  l’on  peut  suiiposer  entier  ; s'il  était 
fractionnaire  ou  incommensurable,  ce  cas  serait  ramené  à l’un  de 
ceux  qui  suivent. 

2".  X — n — b c.  Les  nombres  a,  b,  c , x représentent  les 
longueurs  de  diverses  droites  A,  B,  C,  X. 

Conséquemment,  pour  obtenir  X,  on  doit  tracer  une  droite  in- 
définie MN,  sur  laquelle,  à partir  d’un  point  arbitraire  O,  on 
prend,  par  exemple  de  gauche  à droite,  OP  = A;  à partir  de 
ce  point  P,  on  prend,  de  droite  à gauche,  PQ  = B;  enfin  à par- 
tir du  point  Q,  et  de  gauche  à droite,  on  prend  QR  = C.  La  di- 
stance OR  représente  évidemment  l’inconnue  x,  c’est-à-dire  qu’elle 
est  égale  à X. 

15.  Remarque.  — Il  est  clair  que  le  point  Q sera  situé  k droite 
ou  à gauche  du  point  O,  selon  que  l’on  aura  a > i ou  a a b] 
c’est-à-dire , selon  que  la  différence  a — b sera  positive  ou  néga- 
tive. Semblablement,  le  point  R sera  à droite  ou  à gauche  du 
point  O,  suivant  que  la  valeur  de  x sera  positive  ou  négative. 
Nous  voyons  donc  que  si  des  distances  sont  comptées  sur  une 
droite  h partir  d un  point  fixe , ces  distances  doivent  être  portées 
dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé , selon  que  les  nombres  qui 
les  représentent  sont  affectés  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . On  est 
généralement  convenu  de  porter  de  gauche  à droite  les  distances 
représentées  par  des  quantités  positives  {D.,  Alg.,  92). 

16.  Monômes  fractionnaires.  — i“.  x = — > x = ~ • De  ces 

• c ü 

deux  valeurs,  l’une  représente  une  quatrième  proportionnelle  aux 
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longueurs  c,  a,  b\  l’autre , une  troisième  proportionnelle  à et  « : 
ellcâ  se  construisent  donc  sans  diiQculté. 

2°.  Pour  construire  x = i on  prend  une  inconnue  auxiliaire 

y =z^\  d’où  X = ^i  cl  la  formule  se  construit  par  deux  qua- 

. „ ahcd  . . 

triemcs  praportionnclles.  Pour  x = ^ ■>  il  y aurait  a construire 

trois  quatrièmes  proportionnelles;  et  ainsi  de  suite. 
fb\”‘ 

3°.  o;  = rt( -1  • D’après  ce  qui  vient  d’ètre  dit,  il  faudrait, 

pour  obtenir  x,  construire  ni  quatrièmes  proportionnelles.  Mais, 
en  s’appuyant  sur  l’une  des  propriétés  du  triangle  rectangle,  on 
peut  simplifier  considérablement  la  construction. 

En  effet,  l’exposant  étant  un  nombre  pair  2/?,  soient  b\  c' 

b'  fb\f 

deux  longueurs  telles , que  ^ = I - \ • Pre- 
nons, sur  deuxdroites  rectangulaires,  AC =i', 
AB  = c';  menons  l’hypoténuse  BC  ; et,  du  sora- 
met  A,  abaissons  AD  perpendiculaire  à BC. 
Nous  aurons 

CD  /AC\’  fb'y  fb\"‘ 

bd“Ub)  V7  \ J ' 

Une  quatrième  proportionnelle  donnera  ensuite  x. 

L’exjiosant  m étant  un  nombre  impair  2p  + 1,  supposons  que 

/ b\^‘‘ 

l’on  connaisse  deux  droites  b',  c'  dont  le  rapport  soit  égal  à ( - ) ; 

nous  aurons  x = « ^ ; c’est-à-dire  que  l’inconnue  x se  construira 

ce 

au  moyen  de  deux  quatrièmes  proportionnelles. 

/b\'^ 

17.  Application,  x = rt  I - j • Posons 

b b'  b'  fb\'^  //'  fby  b”'  fby 

^ = «7?’  ?=  ’ 7=\-c)  ’ ’ 

b"'  fby 

lê)- 
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Les  constructions  s'enchaîneront  comme  il  suit  : 


3oi 


On  a d’abord 


Cp_ /AV 

BD  “ \c  / 


En  menant  CE  parallèle  à AB , on  a en- 
suite 

DE  AB  DE  A 


DC“AC’  CD~c’ 


donc 


DE 

BD 


=(‘y- 

Abaissant  DF  perpendiculaire  sur  BE , on  a 

EF  fhy 
BF“  V)  ■ 

On  porte  FE  de  F en  G , on  abaisse  FH  perpendiculaire  sur  BG  ; 

. GH  /A\'’  ^ 

dou 

18.  Fractions  à termes  polynômes. 

ah  -f-  cfl  ab  cd 


1”. 


La  droite  cherchée  est  la  somme  de  deux  quatrièmes  proportion- 
nelles. 

2°.  X = • Si  l’on  met  «A  en  facteur  dans  le  numéra- 

gn  -f-  kl 

leur,  et  gh  dans  le  dénominateur,  on  aura 


de  sorte  que  l’on  construira  y,  z et  x par  une  série  de  quatrièmes 
proportionnelles. 
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—J—  . /; 

3”.  Soit  encore  x = — ;•  On  peut  écrire  x = b 


7TT  + ^ 


4-  œ 


Si  l’on  prend  deux  auxiliaires  j et  z , telles  que  y = ? 


œ a 

Z = 7^  = T J,  on  aura 


X = 


b[z->rb) 

y b 


On  peut  encore  observer  que 

_ [n  + b)[a'‘  — ab-yb^)  _ , , {a-^-b)ab 

û’  + rt’  4-  b)‘ 


Si  donc  on  remplace  par  by^  la  formule  devient 


X =.  a b — 


[a-\-b)a 
y-\-b  ’ 


et  l’on  devra  construire  seulement  une  troisième  proportionnelle 
et  une  quatrième  proportionnelle. 


Exprestioni  irrationiiellef. 

19.  Les  plus  simples  sont 

x = \fâb^  X — b'^ ^ x—\J(^ — iL 

La  première  se  construit  par  une  moyenne  proportionnelle;  les 
deux  autres  par  des  triangles  rectangles.  La  dernière  peut  aussi 
se  construire  par  une  moyenne  proportionnelle;  car 


yj = \j[^a  + b)  {a  — f). 


20.  Remarque.  — Ces  deux  constructions  de  /a’  — b^  ne  sont 
pas  réellement  différentes. 


En  effet,  si  sur  une  droite  AB  égale  à a, 
prise  comme  diamètre,  on  décrit  une  cir- 
conférence ; puis  que  du  point  A comme 
centre , avec  b pour  rayon , on  trace  l’arc 
ECF,  et  que  l’on  mène  AE  et  BE  ; on  aura 

BE  = Vâb’  - ÂË’  = \/d‘  - b\ 
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Mais,  d’un  autre  côté,  la  droite  BE,  perpendiculaire  au  rayon  AE, 
est  tangente  à la  circonférence  CED  ; donc  elle  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  a b q\,  a — b. 

21.  i“.  X = b’’’  — c'i  X = yj — f/’,  etc. 

Il  faut  évidemment  construire  des  triangles  rectangles  successifs, 
attendu  que  la  formule  proposée  répond  à ce  problème  ; Ti-oiwrr 
un  carré  équivalent  h ta  somnir  ou  à la  dijfércnce  de  plusieurs 
carrés  donnés. 

a“.  X = y/rtô  + cd  — cf>  On  ramène  ce  problème  au  précédent, 
en  transformant  d’abord  chaque  rectangle  en  un  carré  équivalent. 

/û*  + b' 

22.  Soit  X =:  W "ï_|_  En  observant  que 

af  + //  = ( fl’  -1-  ô’  )’  — a fl’  ô’. 


nous  aurons 


X 


-4-  ô’  — a 


On  peut  faire  c = y/'fl’-t-ô’. 


rf  = ^ ; ce  qui  donne 


X = y/c’ — arf’. 


Or,  si  l’on  construit  un  triangle  rectangle  ACB  dans  lequel  les  deux 

côtés  de  l’angle  droit  soient  CB  = « et 
CA  = ô,  on  aura  AB  = c ; puis,  en  abais- 
sant CD  perpendiculaire  sur  l’hypoté- 
nuse, CD  = d\  car  dans  tout  triangle, 
le  rectangle  de  Ut  base  et  de  Ut  lututeur 
est  constant. 

Prenons  maintenant  DE  = DC;  menons  CE,  qui  sera  égal  à f/ 
et  nous  n’aurons  plus,  pour  obtenir  j-,  qu’à  construire  une  moyenne 
proportionnelle  entre  AB  et  CE. 

23.  Reinarqiw.  — On  obtient  d’autres  constructions  do  la  même 
formule  en  écrivant 


2Ô‘ 


fl  “H  ^ 


ô’’ 


^4=  fl’ 


(é 


a->r  — 


Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  les  développer. 
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24.  i“.  Pour  construire  .r  = a \/ni,  tn  étant  un  nombre,  on  fait 
passer  a sous  le  radical , ce  qui  donne 

X = yj  ni(^  = ^ ma.  a \ 

et  X est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a et  ma. 

2°.  Soit  x = as!i  — \/ï.  Pour  construire  cette  expression,  trans- 
formons-la  d’abord  en 


X = M a‘‘  (2  — v^)  = sla  {ia  — a /3 j = ^a  (2a  — ^a.Za). 
Posons  maintenant  J = \Z«.3rt,  z = ia  —y\  et  nous  aurons 


X = ^a[ia  — z). 

25.  Soit  X — a\jz.  On  peut  écrire  x = sja.a  /3  = V^«\/3  a.a\ 
et  on  obtiendra  x par  deux  moyennes  proportionnelles. 


De  même , pour  x = ^ 
fcj’  = a‘  Z,  on  aura 


prenant  b^= 


— 2jr  + Z 


On  obtiendra  j et  z en  résolvant  graphiquement  les  deux  propor- 
«’  h <7’  b 


tiens  ^ Et  si  l’on  pose  t =:  a k - — 

b X y z ^ y a 


— aj+z 

+ J 


) on 


aura 


a y _ 


a — 2 J 


d’où  enfin  x = y/TTt- 

26.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  considéré  que  des  expressions 
rationnelles,  ou  des  expressions  irrationnelles  renfermant  seulement 
des  radicaux  carrés,  simples  ou  composés.  Ces  expressions  sont 
les  seules  dont  nous  ayons  à nous  occuper.  En  effet,  on  peut  dé- 
montrer le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  fois  qu'un  problème  de  géométrie  sera  résoluble  nu 
moyen  de  la  règle  et  du  compas,  les  valeurs  des  inconnues  pour- 
ront s'exprimer,  soit  rationnellement , soit  nu  moyen  d'un  nombre 
limité  de  rndienux  carrés,  simples  ou  composés. 
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Il  résulte,  de  cc  théorème,  que  tout  problème  qui  conduit  à une 
équation  invduciihle  dont  le  degré  n’est  p.is  une  puissance  de  i , 
ne  peut  être  résolu  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Ainsi,  ladu- 
/dicutinn  du  cube,  problème  célèbre  chez  les  anciens,  et  dont  la 
solution  dépend  évidemment  de  l’équation  ar^  — 2cr'=  o,  ne  peut 
être  résolue  par  la  géométrie  élémentaire.  11  en  est  de  mémo,  en 
général,  pour  la  question  dos  deux  moye/incx  pmjmrtumncllcs  et 
pour  celle  de  la  trisection  de  Van^lc,  A plus  forte  raison  ne  peut- 
on,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  construire 

x = a\jbi  X = 5 — x = \J câ g\jc.  [*]. 

Construction  des  racines  des  équations. 

27.  Il  n’est  pas  nécessaire,  pour  que  l’on  puisse  construire  les 
racines  réelles  d’une  équation , que  cette  équation  soit  résolue. 
Nous  verrons  plus  tard  quels  sont  les  procédés  que  fournit  la  théo- 
rie des  courbes  pour  la  résolution  graphique  des  équations  quel- 
conques à une  seule  inconnue.  Quant  à présent,  bornons-nous  à 
considérer  l’équation  du  second  degré  et  l’équation  bicarrée. 

28.  Soit  d’abord  l’équation  4-  + </  = o.  En  supposant  tou- 

jours que  X représente  une  longueur,  il  faut,  pour  l’homogénéité, 
que  P et  y,  abstraction  faite  de  leurs  signes,  soient  une  lon- 
gueur a et  une  aire  b^.  Nous  devons  donc , en  ayant  égard  aux 
différentes  combinaisons  de  signes , considérer  les  quatre  équations 
suivantes  ; 


x^  — nx  -i-  b’  = O, 

(0 

x^ ax  b^  = 0 , 

(^) 

x^  — nx  — Id  = O , 

(3) 

,r’  ax  — Id  = 0. 

•(4) 

Si  l’on  remplace  x par  — x,  les  é(iuations  (a)  et  (4  ) se  changent 


(*)  Cependant,  si  dans  la  dernière  formule  on  supposait  b = aa.", 
y.  étant  conimcnsurable,  on  aurait  x=uei’.  Cc  résultat  particulier  n’in- 
lirine  en  rien  les  raisonnements  qui  précèdent,  parce  que,  dans  la  théorie 
des  radicaux,  comme  dans  celle  des  fondions,  on  doit  toujours  sup- 
poser que  la  quantité  dont  on  s’occupe  a été  mise  sous  la  forme  la  plus 
simple  possible. 

îf>. 
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dans  les  équations  (i)  et  (3).  Donc  l’équation  générale  du  second 
degré  peut  toujours  se  ramener  à l’une  ou  à l’autre  des  équations 
(i)  et  (3),  lesquelles  peuvent  être  écrites  ainsi: 

■r(<7  — .r)  = A’,  (5)  .z’(.r  — <?)  = //.  (6) 

i“.  Dans  l’équation  (5),  la  somme  des  facteurs  est  leur  pro- 
duit est  Z»’;  par  conséquent,  la  construction  des  racines  de  l’é- 
quation ( 5 ) revient  à la  résolution  de  ce  problème  connu  ; 

Construire  un  rectangle  équivalent  U un  carré  donné  U',  con- 
naissant la  somme  a des  côtés  adjacents. 

Si  les  racines  de  l’équation  (5)  sont  réelles,  elles  sont  positives, 
et  leurs  valeurs  sont  représentées  par  les  deux  côtés  du  rectangle, 
attendu  que  l’équation  (5)  ne  change  pas  quand  on  y remplace  x 
par  « — X. 

2”.  Dans  l’équation  (6),  le  produit  des  facteurs  est  et  Pexcès 
du  premier  sur  1e  second  est  a.  Conséquemment,  la  racine  posi- 
tive de  cette  équation  (6)  sera  représentée  par  le  plus  grand  côté 
du  rectangle  équivalent  nu  carré  donné  l?,  et  dans  lequel  la  dif- 
férence des  deux  côtés  adjacents  est  a [*). 

Quant  à la  racine  négative  de  cette  môme  équation  (6),  je  dis 
que  sa  valeur  absolue  sera  représentée  par  le  plus  petit  côté  du 
même  rectangle.  En  effet,  d’après  ce  qui  précède,  cette  valeur 
est  donnée  par  la  racine  positive  de  l’équation  (4  ),  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  par  la  racine  positive  de 

r(j  + «)  = 0^. 

Or,  cette  équation  exprime  évidemment  qu’un  rectangle  dont 
l’un  des  côtés  est  y,  et  dont  l’autre  est  r-\-a,  équivaut  au  carré  i’; 
J est  donc  le  plus  petit  côté  du  premier  rectangle. 

29.  Si  nous  avions  résolu  l’équation  (3),  nous  aurions  trouvé 


Prenons , sur  une  droite  indéfinie , AC  = CB  = ^ ; élevons  la 

perpendiculaire  BD  = b,  et  prenons  CE  = CF  = CD. 

Il  est  évident  que  la  première  valeur  de  x est  représentée  par 


(')  Vojcs,  pour  ces  deux  problèmes,  mes  EIcments  dr  Géométrie. 
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AE,  el  que  la  seconde,  prise  positivement,  est  représentée  par  la 

distance  kY . En  meme  temps,  à K'opjM- 
sttion  de  signes  des  deux  valeurs  de  .r, 
correspond  Vopimsitiomle  sens  des  deux 
distances  AE,  AF.  Sous  ce  point  de  vue, 
la  construction  modifiée  est  préférable  à 
la  construction  indiquée  tout  à l'heure. 

30.  Parmi  les  équations  du  quatrième  degré , bicarrées , nous 
prendrons  seulement , pour  abréger, 

X*  — (d  ad  = O. 

Posons  — Ly\  nous  aurons 

f-jX+h^=o,  ou  = b\ 


Conséquemment,  après  avoir  construit  les  racines  /'  et  >•"  de 
cette  équation  du  second  degré , nous  devrons , pour  avoir  les  va- 
leurs de  X,  chercher  les  moyennes  proportionnelles  entre  b et 
chacune  de  ses  racines.  De  là , résulte  la  construction  suivante  : 
Sur  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  prenez  OA  = «, 
OB  = menez  BA;  et,  à son  extrémité,  élevez  la  perpendicu- 


laire AC.  Sur  OC  comme  diamètre, 
décrivez  une  demi -circonférence. 
Menez , parallèlement  à BC,  et  à une 
distance  b de  cette  ligne,  la  droite  DE. 
Abaissez  DD' et  EE'  perpendiculaires 
sur  BC;  puis , sur  BE'  et  BD',  comme 
diamètres,  décrivez  deux  circonfé- 
rences. Soient  F,  F',  G,  G',  les  points 
où  elles  coupent  la  droite  OA:  les 
distances  OE,  OG,  OF',  OG'  repré- 
senteront, en  grandeur  et  en  signe. 


les  quatre  racines  de  l’équation  proposée. 
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CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  DÉTERMINÉS. 


31.  Après  avoir  indiqué  quelles  sont  les  règles  à suivre  pour 
construire  les  valeurs  des  inconnues,  revenons  sur  nos  pas,  et 
faisons,  sur  quelques  problèmes  convenablement  choisis,  l’appli- 
cation des  préceptes  indiqués  plus  haut  (2  et  3).  Le  premier  do 
ces  problèmes,  dont  la  mise  en  équation  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté, sera  seulement  remarquable  par  la  construction  à laquelle 
il  conduit;  les  autres  nous  donneront  lieu  de  développer  diverses 
remarques , soit  sur  Pinterj/rétntion  des  valeurs  négatives,  soit  sur 
l’importance  du  choix  des  inconnues,  soit  enfin  sur  ce  qu’on  ap- 
pelle la  discussion  des  prvhlèines. 

32.  Problème  I.  — Partager  un  trapèze  en  parties  pmj)ortion~ 
nelles  à des  droites  données , par  des  pandUdes  aux  hases. 

Soient,  dans  le  trapèze  donné  ABCD,  A'B',  B",  .•  m les  droites 

cherchées , lesquelles  doivent  partager 
la  figure  en  différentes  parties  propor- 
tionnelles à des  longueurs  données  «/, 

m\  ni', Représentons  par  a,  b et  h 

les  deux  bases  et  la  hauteur  du  trapèze. 
E e"'e'e^b  Soient  ensuite  x,  x',  x',...,  les  longueurs 
des  droites  A'B',  A’ B",...,  et  r,  y,  > 
les  hauteurs  des  trapèzes  partiels. 

Nous  aurons  d’abord,  en  posant  ni  + /«'-+-  /«"-h  . . . = s, 


X'* 


m 


[a-\-x)y= 

(rt-f-x')  (^>--4-  v')  = [a-y  b)h, 

( a + x"  ) ( J-  -4-  y -+-.>)= (a+  b)  h, 


(•) 


Exprimons  maintenant  cpie  les  points  IV,  B".  B'",...,  sont  sur 
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le  côté  BD  du  trapèze.  Pour  cela,  menons,  par  cos  divers  points 
et  par  le  sommet  I),  des  parallèles  à AU:  les  triangles  BB'E', 
BB"E",. . .,  semblables  au  triangle  BDE,  nous  donneront 

a — X a — b 


a — x'  a — h 
a — x"  a — h 

y + y + y ~ b ’ 


11  est  évident  que  les  équations  (i)  et  (2)  sont  en  nombre  égal 
à celui  des  inconnues  x,  x',  x", . . . , /,  y\  >•”, ....  Par  conséquent, 
le  problème  proposé  est  mis  en  équation, 

33.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x,  de  x\  do  x",...,  éliminons  les 

inconnues  J,  y',  y“, Il  suffit,  pour  effectuer  cette  élimination, 

de  multiplier  la  première  dos  équations  (i)  par  la  première  des 
équations  (2),  puis  la  deuxième  dos  équations  (1)  par  la  deuxième 
des  équations  (2);  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  immédiatement 


fl’  6’), 

fl’  — X ’ = (fl’  — ô’  ), 

S 

, m-\-m'-Jrm" 

fl’  — J"  ’ = 1 ( fl’  — ir  ), 


et  il  ne  reste  plus  qu’à  construire  les  valeurs  des  quantités 
X,  x\  x”, 

3i.  A cet  effet,  observons  que,  dans  ces  diverses  formules, 
fl’  — ô’,  fl’  — x’,  fl’  — x'’, . . . , représentent  des  carrés , dont  le 
premier  est  connu.  Par  conséquent,  ces  formules  expriment  que 
les  carrés  inconnus  sont  au  carré  connu  dans  des  rapports  donnés. 
De  cette  observation  résulte  la  construction  suivante,  qui  ne  diffère 
pas  de  celle  que  l’on  obtient  par  des  considérations  géométriques; 

Prenez,  sur  la  demi-circonférence  AB,  la  corde  AD"=  b\  pro- 
jetez le  point  D"  en  D"',  etc.  (*). 

(")  ÉIrnients  de  Géométrie , page  loj. 
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3S.  Problème  II.  — Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison  (*). 

On  sait  que  cet  énoncé  revient  à celui-ci  : Partager  une  droite 
en  deux  segments  additifs,  de  manière  que  l’iui  d'eux  soit  moyen 
projmrtionnel  entre  la  droite  entière  et  Vautre  segment.  Et  il  est 
manifeste  que  ce  dernier  segment  est  le  plus  petit  des  deux. 

Soient  donc  a la  droite  donnée  et  x le  plus  grand  segment. 
L’équation  du  problème  est 

jê=  a(a~  x),  (i) 

ou  -i-  ax  — «’  = O. 

Cette  équation  du  second  degré,  ayant  son  dernier  terme  né- 
gatif, a une  racine  positive  et  une  racine  négative  : la  racine  po- 
sitive , qui  seule  peut  convenir  à la  question , a pour  valeur 

(—  I -f-  \/5)- 

Que  l’on  emploie  cette  formule,  ou  que  l’on  prenne  l’équation  (i) 
non  résolue,  on  retombe  toujours  sur  la 
construction  connue,  laquelle,  en  suppo- 
sant que  AB  = « soit  la  droite  donnée , 
donne  AC  pour  le  plus  grand  segment. 

36.  Nous  venons  de  dire  que  la  racine 
positive  convient  seule  à la  question  pro- 
posée. En  effet,  il  est  évident  à priori  ; i“  que  le  problème  pro- 
posé est  possible  ; 2“  que  le  point  inconnu  C doit  être  situé  sur  la 
droite  donnée  et  non  sur  son  prolongement;  3°  que  ce  point  C 
ne  peut  occuper  qu’une  seule  position  sur  cette  droite , pourvu  que 
le  segment  moyen  proportionnel  soit  celui  qui  aboutit  à l’extré- 
mité A;  ce  que  l’on  peut  toujours  supposer. 

Cependant,  comme  l’équation  qui  est  la  traduction  de  l’énoncé 
admet  une  racine  négative 

■ï"  = — 

(*)  Nous  avons  déjà  donné , dans  la  Trigonométrie,  la  solution  géomé- 
trique du  problème.  Relativement  à cette  locution  : moyenne  et  cj  tréme 
raison,  le  lecteur  pourra  consulter  une  Note  de  M.  Vincent  ( iVoBi'e//« 
Annales  de  Mathématiques , tome  III,  page  l). 
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nous  pouvons  nous  dentander  si  cette  seconde  racine  , prise  posi- 
tivement, ne  répondrait  pas  à un  problème  ayant  une  certaine  ana- 
logie avec  le  problème  proposé.  Pour  essayer  de  découvrir  l’énoncé 
de  ce  nouveau  problème , agissons  comme  on  le  fait  pour  les  pro- 
blèmes purement  algébriques  [B.,  Alg.,  90),  c’est-à-dire  chan- 
geons, dans  l’équation  (i),  x en  — j ; nous  obtiendrons  ainsi 

X‘  = a[a^r).  (2) 

Or,  cette  équation  (2)  est  évidemment  celle  que  l’on  trouverait, 
si  l’on  se  proposait  la  question  suivante  ; Partager  une  droite  en 
deux  segments  soustractifs,  de  manière  <pœ  Pan  d’eux  soit  moyen 
proportionnel  entre  Ut  droite  entière  et  l’autre  segment. 

Le  segmeru  moyen  ptvportionncl,  qui  est  évidemment  plus  petit 
que  l’autre,  a pour  valeur  la  racine  positive  de  l’équation  (2), 
savoir  : 

et  cette  valeur  est  égale  à — x". 

37.  Soit  toujours  AB  = « la  droite  donnée  ; admettons  encore  que 

le  segment  moyen  propor- 
tionnel  soit  celui  qui  doit 
/ \ aboutir  à l’extrémité  A de 

/ cette  droite.  En  prenant, 

I ' comme  tout  à l’heure,  la 

' } 

[ perpendiculaire  BD  = - «, 

C AB  ^ 

menant  AD  et  prolongeant 

cette  droite  d’une  quantité  DE'=DB  = i«,  on  obtiendra  AE', 

qui  représente  f en  grandeur.  D’ailleurs  le  segment  égal  à AE'  et 
aboutissant  au  point  A , est  moindre  que  le  segment  aboutissant 
au  point  B;  donc  AK'  doit  être  portée  à la  gauche  du  point  A, 
de  A en  G'.  Les  deux  segments  soustractifs  cherchés  sont  donc 
C'A  et  C'B. 

38.  Nous  avons  reconnu  que  1a  racine  négative  de  l’équation  (i), 
prise  positivement,  satisfait  à un  problème  dont  l’énoncé  est  ana- 
logue à celui  du  problème  primitif  ; de  plus,  nous  avons  construit 
l’inconnue  de  ce  nouveau  problème.  Nous  pouvons  maintenant. 
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pour  aller  plus  loin , renfermer  les  énoncés  des  deux  problèmes 
ci-dessus  dans  l’énoncé  suivant  ; 

Partager  une  droite  en  deux  segments,  de  manière  que  l’un 
d’eux  soit  moyen  proportionnel  entre  la  droite  entière  et  l’autre 
segment.  Cet  énoncé  n’exige  plus,  comme  on  voit,  que  le  point 
de  division  cherché  soit  situé  entre  les  extrémités  de  la  droite 
donnée. 


39.  De  même  que  nous  avons  réuni,  dans  un  énoMé  général, 
les  questions  auxquelles  répondaient  les  racines  positives  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  nous  pou- 

'\  vons  réunir,  sur  une  même 
/ figure,  les  constructions  de 

/ racines.  Nous  ob- 

I y'  fcuoiis  ainsi  C et  C'  pour  les 

c A c b’  deux  points  qui  satisfont  à 

l’énoncé  généralisé. 

40.  Remarquons  maintenant  que  AC  représentant  la  racine  po- 
sitive de  l’équation  (i),  la  racine  négative  de  cette  équation  sera 
représentée  par  — AC'.  De  même,  AC'  représentant  la  racine  po- 
sitive de  l’équation  (2),  — AC  représentera  la  racine  négative  do 
cette  dernière  équation.  Ainsi , à l’opjMsition  de  signes  entre  les 
racines  d’une  même  équation , correspond  encore  ici  une  op/Msi- 
tion  de  sens  entre  les  distances  qui  représentent  ces  racines.  Enfin, 
si,  pour  traduire  algébriquement  l’énoncé  du  problème  général, 
nous  avions  supposé  le  point  cherché  placé  à droite  de  A,  l’exis- 
tence d’une  racine  négative  dans  l’équation  de  ce  problème  aurait 
suffi  pour  nous  avertir  qu’indépendamment  du  point  C satisfaisant  à 
l’énoncé,  un  autre  point  C',  situé  à gauche  du  point  A,  y satisfait 
encore.  De  plus,  la  valeur  absolue  de  cette  racine  négative  est 
représentée  par  la  distance  C'A. 

41 . Les  remarques  auxquelles  vient  de  donner  lieu  la  question 
très-simple  du  partage  d’une  di-oite  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son, se  reproduisent  dans  la  plupart  des  problèmes  de  Géométrie 
que  l’on  résout  à l’aide  de  l’Algèbre;  et,  sauf  un  petit  nombre  de 
cas  dans  lesquels  l’interprétation  des.  solutions  négatives  devient 
épineuse , parce  que  les  problèmes  auxquels  correspondent  ces  so- 
lutions n’ont  plus  qu’une  liaison  éloignée  avec  la  question  primi- 
tive , il  arrive  que  : 1"  les  racines  négatives,  ou  plus  généralement 
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toutes  les  twines  réelles  de  l'équation  qui  donne  Vineonnuc  (Vun 
problème,  prises  avec  leurs  valeurs  absolues,  représentent  les  in- 
connues (P autant  de  problèmes  particuliers , ayant  une  certaine 
analogie  avec  le  problème  proposé , et  pouvant,  avec  celui-ci,  être 
réunis  dans  un  énoncé  général;  7.°  si  P on  a pris  pour  inconnue 
une  distance  comptée  sur  une  droite , h partir  d'un  point  fixe,  les 
valeurs  négatives  de  cette  inconnue  doivent  être  portées  dans  un 
sens  opposé  h celui  que  Pon  avait  d'abord  attribué  à cette  in- 
connue. 

On  doit  bien  obsener  que  ces  deux  propositions  ne  sont  pas 
des  théorèmes  : seulement  elles  se  vérifient  presque  continuelle- 
ment. La  seconde  n’est  que  l’extension  de  ce  qui  a été  dit  plus 
haut 

42.  Au  lieu  de  prendre  AC  pour  inconnue , cherchons  la  distance 

du  point  C à un  point  O tel,  que  AO  = b. 

A 0 — c B supposant  que  le  point  C tombe  entre 

O et  B,  représentons  OC  par  x\  nous 

aurons 

[b-\-.ry=a[a  — 6-f-x).  (3) 

Cette  équation  devient,  étant  développée, 

x'  — [ib  a)  X ->r  b'  ab  — «’  =:  o. 

Lorsque  le  rapport  ^ est  moindre  que  ^{  — *+/5))  le  tri- 
nôme lP-\-ab  — a'  est  négatif,  et  l’équation  (3)  « une  racine  /»- 
sitive  et  une  racine  négative;  mais,  si  b est  plus  grand  que 

^ I -l-  V^) , l’équation  a deux  racines  négatives.  Cette  circon- 
stance indique  évidemment  que  le  point  C,  au  lieu  d’ètre  situé 
entre  O et  B,  comme  on  l’avait  supposé,  se  trouve  entre  les  points 
A et  O.  Ainsi , il  peut  arriver  que  la  valeur  de  l'inconnue  d'un 
problème  soit  négative,  et  que  cependant  P énoncé  n'c.vigc  au- 
cune moilification.  Dans  ce  cas,  la  valeur  négative  indique  seule- 
ment que,  dans  la  mise  en  équation  du  problème,  on  a attribué 
à la  distance  inconnue  un  sens  contraire  à celui  qu’elle  a effecti- 
vement. 

3 

43.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  XO  = b = -a\  supposons  le 
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^ point  inconnu  C situé  entre  A et  O, 

B et  représentons  CO  par  x ; nous  aurons 

— O. 


■r" 


1 1 


■ tix 


I 

5 ■“  25 

La  racine  positive  de  cette  équation,  étant  plus  grande  que 
ne  saurait  convenir  à la  question  : l’existence  d’une  racine  néga- 
tive prouve  donc  que  nous  avons  eu  tort  de  supposer  le  point  C 
placé  à gauche  du  point  O.  Ainsi,  U peut  encore  arriver  <]ue  les 
racines  négatives  (P une  étjuation  satisfassent  au  problème  tel  qu’il 
a été  énoncé , et  que  les  racines  positives  satisfassent  à P énoncé 
modifié. 

44.  Admettons  enfin  que,  par  inadvertance,  on  ait  supposé  le 

I point  C à la  droite  du  point  B.  En  re- 

* B c présentant  par  x la  distance  AC , on  a 

= «(x  — rt), 

d’où  x = -(i±v^— 3). 

2 

On  trouve  donc  pour  l’inconnue  x deux  valeurs  imaginaires , ce 
qui  tient  évidemment , non  pas  à une  absurdité  dans  l’énoncé , 
mais  à l’hypothèse  fausse  que  l’on  a faite.  Ainsi , une  valeur  ima- 
ginaire, trouvée  pour  une  inconnue,  n’indique  pas  toujours  que 
le  problème  proposé  soit  impossible. 

45.  Problème  III.  — Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  ma- 
nière que  les  deux  segments  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné. 

Soit  R le  rayon  de  la  sphère  donnée.  Représentons  par  x la 
distance  CD  du  centre  au  plan  sécant;  nous 
aurons,  pour  l’expression  du  volume  du  plus 
petit  segment  AEDE, 

^7r(R  — x)  (R*  — x’)  + i7r(R  — .r)^, 

et  pour  celle  du  plus  grand  segment  BEDF, 

l7r(R-l-.r)  (R’~  a-»)  + l7r(R+x)\ 
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Si  donc  m est  le  rapport  du  plus  petit  segment  au  plus  grand , 
l’équation  du  problème  sera 

(R+o:)’  (2R-.Î7) 

ou , en  développant , 

— 3 R’  X 4-  2 * , R’  = O.  ( I ) 

1 + m ' ' 


Cette  équation  a ses  trois  racines  réelles;  car  la  condition 
4/>’+ 27  <jr=<  O 320)  devient  ici  — <0; 

ce  qui  est  exact , m étant  une  fraction  proprement  dite. 

L’équation  (i)  ayant  ses  trois  racines  réelles,  et  son  premier 
membre  présentant  deux  variations  de  signes , deux  de  ces  racines 
sont  positives  et  la  troisième  est  négative.  De  plus , si  l’on  rem- 
place successivement  x par  o et  par  R dans  la  fonction  qui  forme 
le  premier  membre , on  trouve  que  cette  fonction  est  positive  pour 
x = O et  négative  pour  x = R.  Donc,  des  deux  racines  positives, 
l’une  est  plus  petite  et  l’autre  plus  grande  que  R.  Enfin,  comme 
la  somme  des  trois  racines  est  nulle , la  valeur  absolue  de  la  racine 
négative  est  supérieure  à R. 

46.  Si  l’on  imagine  que  le  plan  EF , d’abord  supposé  tangent  à 
la  sphère,  se  rapproche  du  centre,  on  reconnaîtra  que  le  problème 
proposé  admet  toujours  une  seule  solution , à laquelle  répond  la 
plus  petite  racine  positive  de  l’équation  (i).  Les  deux  autres  ra- 
cines de  cette  équation  ne  peuvent,  en  aucune  manière , satisfaire 
au  problème  proposé.  Il  y a donc  lieu  de  croire  qu’elles  résolvent 
un  problème  analogue  à celui-là , mais  relatif  à un  corps  différent 
do  la  sphère. 


Supposons,  en  effet,  qu’après  avoir  décrit 
la  circonférence  ABEF,  dans  laquelle  la  per- 
pendiculaire ED,  abaissée  d’un  point  de  la 
courbe  sur  le  diamètre , est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  additifs 
AD,  BD,  on  considère  le  lieu  des  points  tels, 
que  la  perpendiculaire  MP,  abaissée  de  chacun 
d’eux  sur  le  diamètre  AB,  soit  moyenne  pro- 
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portionnelle  entre  les  deux  segments  soustractifs  AP,  BP  de  ce 
diamètre  : ce  lieu,  qui  se  compose  de  deux  parties  ou  branches 
séparées  MBM',  NAN',  est  appelé  hyperbole. 

Si  la  figure  PAM,  QBN  tourne  autour  de  l’axe  PQ,  elle  engendre 
un  hyperbolnïde  de  réwlution.  Quoiciue  ce  corps  ait  une  forme 
bien  différente  de  celle  de  la  sphère,  il  est  évident,  par  la  manière 
dont  il  est  engendré,  qu’il  a de  grandes  analogies  avec  celle-ci. 

Par  exemple,  si  l’on  considère,  dans  la  sphère  et  dans  l’hy- 
perboloïde,  deux  segments  EBF,  MBM'  ayant  pour  hauteur  h, 

le  volume  du  premier  peut  être  représenté  par  ^ { 3 R — A ) , 

et  le  volume  du  second  par  ^7rA’(3R  + A)  (*). 

47.  Cela  posé,  proposons-nous  de  couper  l’hyperboloïdo  par  deux 
plans  MM',  NN',  de  manière  que  les  deux  segments  MBM',  NAN' 
soient  entre  eux  dans  le  rapport  m , et  que  leur  somme  soit  équi- 
valente à la  sphère  AB.  x'  et  x”  représentant  les  distances  CP, 
CQ,  les  équations  qui  déterminent  ces  deux  quantités  seront, 
d’après  les  formules  rapportées  tout  à l’heure. 


Itt  (,r' — R)’ (x'-|- 2R)  _ m 

f^R^  “ TT^î’ 

i7r(.r"-R)^(x"+2R)  _ I , 
^TtR^  ~ !-+-/«’ 


OU  x'^-^R^x'y-ï- ^'r^=o,  (2) 

et  x"^  - 3R’ x"  - 2 R’  = O.  ( 3 ) 

1 4-  ///  ' 

Or,  ces  deux  dernières  équations  se  changent  dans  l’équation  (1), 
si  l’on  remplace  x'  par  x et  x"  par  — x.  Donc  les  deux  dernières 
racines  de  l’équation  (i)  déterminent  les  segments  hyperboliques 
MBM'  et  NAN'  (**). 

(*)  Voxee  les  Traités  de  Calcul  intégral. 

(**)  Cette  élégante  interprétation  des  trois  racines  de  l'équation  (1)  est 
due  il  M.  Poinsot.  (ÜEui'cei  d’Archimède,  traduction  de  Peyrard.) 


Digilized  by  Google 


ANALYTIQUE. 


3i7 


EXERCICES. 

I.  CouiHjr  une  splière  par  un  plan,  de  manière  que  le  segment 
obtenu  ait,  avec  le  secteur  spliérique  correspondant,  un  rapport 
donné. 

II.  D’un  point  pris  sur  la  surface  d’une  sphère  donnée,  comme 
centre,  décrire  une  surface  sphérique  telle,  que  le  corps  compris 
entre  les  deux  surfaces  ait  un  volume  donné. 

111.  Dans  un  demi-cercle  donné,  inscrire  un 
trapèze  ABCD,  do  manière  que  ce  trapèze , tour- 
nant autour  du  diamètre  AB,  engendre  un  corps 
® ayant  un  volume  donné. 

IV.  Inscrire  dans  un  angle  donné  une  droite  de  longueur  don- 
née, de  manière  que  le  triangle  résultant  soit  équivalent  à un 
carré  donné. 

V.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  longueurs  des  trois 
bissectrices  intérieures. 

VL  Étant  donné  un  point  extérieur  à un  cercle  donné , mener 
une  sécante  telle , que  la  somme  des  carrés  des  segments  de  cette 
droite  soit  équivalente  à un  carré  donné. 

VU.  Inscrire , à un  demi-cercle  donné , un  trapèze  équivalent  à 
un  carré  donné. 

VIU.  Inscrire,  à un  cercle  donné,  un  triangle  isocèle  équiva- 
lent à un  carré  donné. 

IX.  Pourquoi  les  deux  derniers  problèmes  dépendent-ils  de  la 
même  équation? 


CHAPITRE  IV. 

/ 1-. 

THÉORIE  DES  COORDONNÉES.  ; 


Préliminairet.  ^ 

48.  En  général , la  position  d’un  point  sur  un  plan  est  déter- 
minée par  l’intersection  de  deux  lignes  talles,  que  tous  les  points 
de  la  première  satisfont  à une  première  condition,  tandis  que 
tous  les  points  de  la  seconde  satisfont  à une  autre  condition. 

27. 
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Par  exemple,  pour  construire  un  triangle,  connaissant  ses  trois 

côtés  a,  b,  c ; après  avoir  pris  une 
droite  AB  = c,  on  décrit,  des 
points  A et  B comme  centres, 
avec  ô et  (7  pour  rayons,  des  cir- 
conférences se  coupant  en  C et  G': 
tous  les  points  de  la  première  cir- 
conférence sont  à la  distance  b du 
point  A , tous  les  points  de  la  seconde  sont  à la  distance  c du 
point  B,  et  il  est  clair  que  les  sommets  C,  C'  des  deux  triangles 
satisfaisant  à la  question,  sont  déterminés  de  position. 

49.  Lorsque  tous  les  points  d’une  ligne  satisfont  ainsi  à une 
même  condition , on  dit  que  cette  ligne  est  le  lieu  génniètrique 
de  ces  points.  Ainsi,  la  circonférence  CDC'  est  le  lieu  géométrique 
des  points  dont  la  distance  au  point  A est  égale  à ô;  etc. 

50.  Si  l’on  désigne  par  u et  c les  distances  d’un  point  quel- 
conque aux  points  fixes  ou  jiôlcs  A et  B,  le  point  C sera  déter- 
miné si  l’on  donne  les  valeurs  de  u et  de  c relatives  à ce  point , 
c’est-à-dire  si  l’on  écrit  ii  = a,  i>  = b.  Ainsi,  un  point  peut  être 
représenté  algébriquement  par  l’ensemble  de  deux  équations.  Do 
plus,  chacune  do  ces  équations  représente  un  lieu  géométrique; 
car  l’équation  « = a appartient  à tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence CDC'. 

Enfin , quels  que  soient  les  lieux  géométriques  dont  on  fasse 
usage  pour  fixer  la  position  d’un  point,  on  appelle  coordonnées 
de  ce  point  les  quantités  qui  déterminent  les  deux  lieux  ; dans 
l’exemple  précédent,  a et  é sont  les  coordonnées  du  point  C (*). 


Coordonnée*  reoUli^es. 

5i.  Les  lieux  géométriques  les  plus  simples,  propres  à déter- 
miner la  position  d’un  point  M,  sont  deux  droites  BM,  AM  paral- 
lèles à deux  axes  fixes  Ose,  Or,  se  coupant  en  un  point  O.  En 
effet,  étant  données  les  distances  a,  b du  point  inconnu  aux  deux 
axes  (la  distance  à chaque  axe  étant  comptée  parallèlement  à l’au- 


(*)  On  peut  aller  plus  18in,  et,  ainsi  que  l’ont  proposé  MM.  Sonnet 
et  Frontera,  dési{];ner  sous  le  nom  de  coordonnées,  des  grondeurs  varinhlcs 
propres  à déterminer  ta  position  d'un  point. 
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trc  axe),  il  suffit  de  prendre  OA  = «,  OB  = h,  et  do  tracer  AA', 
BB'  ; ces  droites  se  coupent  en  un  seul 
point  M qui  est  le  point  cherché. 

Los  disUmces  a,  b,  coordonnées  recti- 
lif(/,cs  du  point  M,  sont  désignées,  respec- 
tivement, sous  les  noms  dV///vc/.v.vf  et  d'or- 
donnée de  ce  point.  Les  doux  droites  Ox 
et  0/  sont  les  axes  de  coordonnées. 

Équations  d’un  point. 

52.  Si  l’on  convient  de  représenter  généralement  par  x et  y 
! l’abscisse  et  l’ordonnée  d’un  point  quelconque,  le  point  particu- 
lier M sera  représenté  par  le  système  des  équations 

X = n , Y = h. 

On  doit  encore  remarquer  ici  que  chacune  de  ces  équations  re- 
présente l’un  des  deux  lieux  géométriques  dont  l’intersection 
donne  le  point  M.  En  effet,  l’équation  x~  a représente  une  paral- 
lèle à l’axe  Or;  y=b  représente  de  même  une  parallèle  à l’a-xe  0 x. 

Coordonnées  polaires. 

53.  D’après  la  définition  donnée  ci-dessus  (50),  il  y a autant 
de  systèmes  de  coordonnées  que  de  moyens  de  déterminer  un 
point  par  l’intersection  de  deux  lieux  géométriques. 

Le  système  dont  nous  venons  de  parler  en  dernier  lieu  est  le 
système  rectiligne;  l’autre  était  le  système  bipolaire. 

.54.  Soit  une  droite  fixe  Ox  passant  par  un  point  fixe  ou  pôle  O. 

Un  point  quelconque  pourra  être  déterminé  par 
l’intersection  d’une  droite  menée  du  pôle  et 
d’une  circonférence  ayant  ce  pôle  pour  centre. 

Cette  manière  de  déterminer  la  position  d’un 
point  constitue  un  système  de  coordonnées  po- 
laires: OM  est  le  rayon  vecteur;  et  l’angle  MOx, 
qui  détermine  la  direction  de  ce  rayon,  est 

V amplitude. 

Si  l’on  désigne  par  w et  u les  coordonnées  polaires  d’un  point 
quelconque,  le  j)oint  ixirticulier  M sera  déterminé  i>ar  les  équa- 
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lions 

w = 5t , 11  = a 

qui  représentent,  respectivement,  une  droite  et  une  circonférence. 


Xiieu  d’on«  équation. 


5S.  Une  équation  à deux  variables  peut  toufours  être  repré- 
sentée géométriquement  par  une  ligne. 

Soit  y = f[x)  l’équation  donnée;  supposons  que,  les  coordon- 
nées étant  rectilignes,  ox  et  oj-  soient 


les  axes.  Si  l’on  prend  x = « , on  obtien- 
dra une  valeur  correspondante  r = b. 
Ces  équations  représentent  un  point  M 
qui  aurait  pour  abscisse  rt,  et  pour  or- 
donnée b.  En  donnant  à x une  autre  va- 
leur rt',  on  trouvera  une  nouvelle  va- 
leur b'  de  >■;  et  les  équations 


représenteront  un  autre  point  M'.  Ainsi  de  suite. 

Maintenant  si,  au  lieu  de  donner  à x des  valeurs  isolées,  on 
suppose  que  cette  quantité  varie  d’une  manière  continue,  il  en 
sera  de  môme  pour  /,  du  moins  entre  certaines  limites.  Nous  ob- 
tiendrons donc,  en  général,  une  ligne  telle,  que  les  coordonnées 
de  chacun  de  ces  points  vérifieront  l’équation  y = f[^x). 

S6.  Nous  disons,  en  général.  Il  peut  arriver,  en  effet,  ou  qu’une 
équation  ^ = /(x)  ne  soit  vérifiée  par  aucun  système  de  valeurs 
réelles  de  x et  de  y,  ou  que , x variant  d’une  manière  continue , 
y ne  suive  pas  la  loi  de  continuité.  Dans  le  premier  cas,  l'équa- 
tion ne  représente  aucun  lieu  géométrique  ; dans  le  second,  le  lieu 
de  l’équation  est  un  système  de  points,  lesquels  peuvent  être  en 
nombre  infini.  On  a un  exemple  de  cette  dernière  circonstance 
quand  on  prend  l’équation  j = ( — «)^,  a étant  une  quantité  po- 
sitive. Pour  avoir  un  lieu  imaginaire , il  suffit  de  considérer  l’é- 
quation très-simple 

x'-^y  -1-1  = 0. 

1)7.  En  laissant  de  coté  les  exceptions  dont  il  vient  d’clre  ques- 
tion, nous  pouvons  tirer,  de  ce  qui  précède,  les  conclusions  sui- 
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vantes  : i”  un  lieu  géomctrùiiie  peut  être  représenté  par  une 
équation;  i°  réciproquement,  une  équation  entre  deux  variables 
jseut  être  représentée  géométriquement  par  une  ligne. 

S8.  Selon  que  l’on  emploie  tel  ou  tel  système  de  coordonnées, 
une  même  équation  peut  représenter  des  lignes  très-différentes. 

Ainsi,  dans  le  système  rectiligne,  x-\-y=  a représente  une 
droite;  et,  dans  le  système  bipolaire,  « + e = « représente  une 
courbe  appelée  ellipse. 

Réciproquement , une  même  ligne  pourra  être  représentée  par 
des  équations  très-différentes,  suivant  que  l’on  emploiera  tel  ou 
tel  système  de  réordonnées. 


Signes  des  coordonnées. 


59.  Si  deux  points  M,  M'  ont  {wur  ordonnée  6,  et  qu’ils  soient 

situfe  de  part  et  d’autre  de  l’axe  0^>, 
et  à la  même  distance  a de  cet  axe, 
on  les  distinguera  l’un  de  l’autre  par 
les  signes  de  leurs  abscisses.  On  est 
convenu  de  regarder  l’abscisse  d’un 
point  comme  positive  ou  comme  néga- 
tive, suivant  que  ce  point  est  à droite 
ou  à gauche  de  l’axe  des  ordonnées. 
De  môme,  l’ordonnée  d’un  point  est  positive  ou  négative,  selon 
que  ce  point  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’axe  des  abscisses. 
D’après  cela,  les  points  M,  M',  M*,  M”  auront  pour  équations, 
respectivement. 


M 


X = -t-  «, 

r = -4-  /q 


\ a-  = — rt, 

/ J = -f- 


M'" 


.r  = — 
y = + b. 


Des  conventions  analogues  pourraient  être  adoptées  pour  les  dif- 
férents systènv's  de  coordonnées. 
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CHAPITRE  V. 

RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  DE  QUELQUES  LIEUX 
GÉOMÉTRIQUES. 


liigne  droite. 

60.  Nous  savons  déjà  que  les  équations  x — a,  y = b représen- 
tent, respectivement,  une  paral- 
lèle à l’axe  des  ordonnées  et  une 
parallèle  à l’axe  des  abscisses; 
considérons  donc  une  droite  ABC, 
oblique  à deux  axes  rectilignes 
quelconques  0.r,  Oj;  désignons 
par  X,  y les  coordonnées  d’un 
point  M,  pris  arbitrairement  sur 
cette  droite , et  cherchons  la  relation  qui  existe  entre  x et  y. 

Si,  par  l’origine  O,  nous  menons  OC'  parallèle  à ABC,  nous 
aurons 

PM  = J = PM'-i-  MM'  = PM'  + OB. 

Or,  dans  le  triangle  OM'P, 

PM'  _ sin  PO.M'  _ sin  g 
OP  ~ sin  OM'  P ~ sin  x'  ’ 

a et  a'  étant  les  angles  formés  par  OC  avec  les  parties  jjositii'cs 

(les  (leux  axes.  Le  rapport  est  une  constante  a:  donc 

sin  X 

PM' = fl. OP  = (IX  ; 

et,  b désignant  OB, 

y=ax->rb.  (i) 

Telle  est  l'équation  cherchée. 

61.  lie/aa/rjites.  — I.  üae  droite,  rapportée,  à des  coordonnées 
rectilignes , est  représentée  par  une  écpiution  du  premier  degré. 
II.  Les  constantes  a,  b,  qui  déterminent  la  position  de  la  droite. 
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sont  appelées:  l’une,  coefficient  angulaire;  l’autre,  ordonnée  à 
V origine. 

III.  Nous  avons  obtenu  l’équation  (i)  en  prenant  un  point  M 
ayant  ses  deux  coordonnées  positives;  mais  il  est  aisé  de  vérifier: 
i“  que  cette  équation  appartient  à tous  les  points  de  la  droite; 

que  l’on  arriverait  encore  à une  relation  ayant  la  forme  (i)  si 
la  droite  n’avait  aucun  point  dans  l’angle  des  coordonnées  positives. 

Ellipse. 

62.  L’ellipse  est  une  courbe  telle , cpie  la  somme  des  distances 
(le  chacun  de  ses  points  h deux  ijoints  fixes  ou  foyers  F,  F',  est 
constante. 

De  cette  définition  résulte  immédiatement  l’équation  en  coordon- 
nées bipolaires; 

u-\-v—ia,  (i) 

que  l’on  peut  appeler  équation  naturelle  de  l’ellipse. 

Pour  avoir  l’équation  en  coordonnées  rectilignes,  nous  pren- 
drons F' F pour  axe  des  abscisses, 
et  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
cette  droite  pour  axe  des  ordonnées. 
Il  est  visible  que  ces  deux  axes  de 
coordonnées  sont  deux  axes  de  sj-- 
métric  de  la  courbe,  et  que , de  leur 
emploi,  pourront  résulter  des  sim- 
plifications dans  l’équation  cherchée. 

M étant  un  point  quelconque  du  lieu,  soient  OP  = x,  PM  = y 
les  coordonnées  rectangulaires  de  ce  point  {*),  et  soit  FF'=  ic 
la  distance  focale.  Nous  aurons,  dans  les  triangles  rectangles 
F PM,  FPM: 

F'M  = -l- V^FpV™  , FM  = + PM’  (**), 


(*)  Si  le  point  M était  pris  à gauche  de  Oy,  on  aurait  Of  = — x,  mais 
on  trouverait  encore  l’équation  (a).  De  même  si  le  point  M avait  toute 
autre  position. 

(’*“)  Ordinairement,  la  distance  entre  deux  points  non  situés  sur  une 
droite  fixe  est  représentée  uniquement  par  sa  mesure,  c’est-à-dire  par 
une  quantité  positive. 
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ou  w = -4-  ^/(r  -h  xY  + I'  = + y\c  — xf  4- 
La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équatiOn  (i)  donne 
+ \/(c-\-xY+ y + \/{c— xf+  y = irr, 
d’où,  par  des  simplifications  successives, 

(c  4-.rf  = 4«/(c  — .rf  4-  (r  — xf, 

fi^(c  — x)*  4-  = <■/’  — ex, 

rt’  r’  4-  {«’  — c‘  }.r’  = a*  («*  — c*)  ; (a) 

ou  enfin  , parce  que  la  constante  a a doit  être  plus  grande  que  a c, 

-i- x^  = (*).  (3) 

Hyperbole. 

63.  L’hrperbole  est  une  eoiirbe  telle,  que  la  diÿ'ércnce  des  dis~ 
tances  de  chacun  de.  ses  points  à deux  points  fixes  est  une  con- 
stante. 

Un  calcul  semblable  au  précédent  donne,  en  posant  a’—  c*=  — f»* 
(parce que  l’on  doit  avoir  a«  < ac), 

d‘y‘‘  — = — d‘  6’. 

(•)  Pour  éliminer  b et  i<  entre  les  équations 
K -h  »>  =i  aa,  (i) 

u*  = (c-i-x)*-+-7’,  (4)  =(c  — (5) 

on  peut  conclure  d’abord,  des  deux  dernières, 

u*-hK*=  2(c*-t-a’-h^*),  (6)  («-h>>)(n  — e)  = 4‘^^>  (?) 

puis,  des  équations  (i)  et  (7), 

ex  ex 

U = a -I , f = a 

a a 

Ces  valeurs,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard , donnent  , par  la 
substitution  dans  l’équation  (6), 

C~  X* 

a'  = c’  H-  x'-i-)', 

OM  — c*)jr’=n’(n* — c’); 

cuinmc  ci-dessus. 


Digilized  by  Google 


ANALYTIQUE. 


3î5 


Parabole. 


6i.  L(t  parabole  est  une  courbe  telle,  que  chacun  de  ses  points 
est  également  distant  d’un  jwint  fixe  F et  d’une  droite  fioce  AB. 

En  représentant  par  u le  rayon  vecteur  FM 
et  par  p la  perpendiculaire  MQ,  on  a , pour 
étpiation  naturelle  de  la  parabole, 


p — u. 

Cette  équation  permettrait  de  construire  la 
^ ^ courbe  par  points,  au  moyen  de  parallèles  à 

la  directrice  AB  et  de  circonférences  ayant 
pour  centre  le  foyer  F.  Mais  ici , comme  dans 
les  exemples  précédents  et  dans  ceux  qui  suivent,  nous  nous  pro- 
posons de  remplacer  les  coordonnées  naturelles  par  des  coordon- 
nées rectilignes:  en  d’autres  termes,  nous  voulons  effectuer  une 
transformation  de  coordonnées. 

Prenons  donc , pour  axe  des  abscisses , la  perpendiculaire  FE  à 
AB,  et  pour  origine  le  milieu  O de  EF;  nous  aurons 

p = MC  = EO  -1- OP  = a -H  X , u = (k  — x)’ ; 
d’où  y*  = 4 ax. 

Ciisolde. 

65.  Par  l’extrémité  A du  diamètre  AB,  on  mène  une  trans- 
versale quelconque  ADC  qui  rencontre  en  C la  tangente  TT'  au 
point  B.  On  prend  AM  = CD.  Le  lieu  du 
point  M est  une  courbe  appelée  cissoïde 
de  Diodes. 

Prenons  le  point  A pour  origine,  AB  pour 
axe  des  x;  abaissons  DE  perpendiculaire 
sur  AB  et  observons  que  AM  = CD  donne 
AP=  BE.  Nous  aurons,  àcause des  triangles 
semblables  AMP,  ADE, 

DE  ~AE’ 

puis,  en  représentant  par  a le  rayon  du  cercle, 

DE  = v^AE.BE  = v/(2fl  — x).x  ; 

I.  28 
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.>• £ 

y/(  a « — X ) JC  * 


OU,  en  supprimant  le  facteur  ^ -la  — x,  qui,  égalé  à zéro,  repré- 
senterait la  tangente  TT', 

A l’inspection  de  cette  valeur  dej  on  conclut  : i"  que  AB  est 
un  axe  de  symétrie  ; a°  que  la  courbe  est 
comprise  tout  entière  entre  jj'  et  TT'; 
3°  qu’elle  passe  à l’origine  A;  4°  qu’elle 
s’approche  indéfiniment  de  TT'  sans  jamais 
l’atteindre.  Toutes  ces  conséquences,  qui 
résultaient  aussi  de  la  définition  de  la 
courbe,  lui  assignent  la  forme  indiquée 
ci-contre. 

66.  Nous  avons  supprimé,  comme  solu- 
tion étrangère,  l’équation  art  — x = o.  Il 
est  facile  de  voir  à quoi  tient  la  présence  de 
cette  solution.  En  effet , la  transversale  AC  coupe  la  circonférence 
AB , non-seulement  au  point  D , mais  encore  à l’origine  A.  Si  donc 
on  porte , à partir  de  A , le  segment  CA , on  obtiendra  le  point  C , 
dont  le  lieu  géométrique  est  évidemment  TT'. 


Conobolde. 


67.  D’un  point  fixe  F on  mène  une  transversale  quelconque  FC, 

sur  laquelle  on  prend,  à partir  d’une 
droite  fixe  AB,  CM  = CM'=  b.  Le 
lieu  des  points  M ou  M' est  une  courbe 
appelée  conchoïde  de  Nicomède. 

En  prenant  pour  origine  le  point  F 
et  pour  axe  des  abscisses  FD  per- 
pendiculaire à AB,  et  en  représen- 
tant par  a la  distance  FD,  on  trouve, 
au  moyen  des  triangles  semblables 
MFP,  MCE , 


y 

A 

C 

M 

E 

r| 

B 

P 

B 

X 

X — a 


\/b‘  — (.r  — a)-. 
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Suivant  que  b est  inférieur,  égal  ou  supérieur  à « , la  courbe  a 
l’une  des  trois  formes  suivantes  : 


Ellipse  de  Casttni. 

68.  Cette  courbe  est  le  lieu  des  points  tels,  que  le  rectangle  des 
distances  de  chacun  d’eux  à doux  points  fixes  F,  F',  est  équivalent 
à un  carré  donné  »i’. 

L’équation  naturelle  est 

uv  = /n*  (*). 

Pour  trouver  l’équation  en  coordonnées  rectilignes , choisissons 
les  axes  comme  dans  le  n°  62;  nous  aurons 

«’  = (c  + x)’,  t'’  = y4-(c  — j:)’, 

puis  [j*+(c-t-x)’]  [y4-(c  — 

ou,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  àr, 

y*  + a ( c’ -|-  x’ )/* -i-  (c*  — x’)’  — m*  = o (**)• 

CJycloIde. 

69.  Lorsqu’un  cercle  O roide^  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe 
AB,  un  point  quelconque  M de  sa  circonférence  engendre  une 
courbe  appelée  cycloïde. 


{*)  Cette  équation  peut  servir  à construire  la  courbe  par  points. 
(**)  Si  m = c , la  courbe  devient  la  lemniscate  de  Bernoulli. 
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Soit  C le  point  où  la  circonférence  mobile , dans  une  de  ses 
positions,  touche  la  droite  fixe  AB.  Si  nous  portons,  à partir  de 

ce  point  C,  CA  égal  à 
l’arc  CM  rectifié,  A sera 
la  position  initiale  du 
point  décrivant  M. 

Prenons  AB  pour  axe 
des  abscisses  et  la  per- 
* ® B Æ pendiculaire  Aj  pour 

axe  des  ordonnées;  représentons  par  R le  rayon  du  cercle  et 
par  a la  mesure  de  l’angle  variable  MOC.  Nous  aurons , en  menant 
l’ordonnée  MP  et  la  parallèle  OG  à AB , 

a:  = AP  = AC  — OG  = R a — R sin  a , 

J- = MP  = PG+ MG  = R -R cosa  (*)• 

Cette  seconde  équation  donne 

cosa  = > sina  = ± i V/2R7  — y (**), 


« = arc  COS 


R-r 


En  substituant  ces  .deux  dernières  valeurs  dans  la  première 
équation , nous  obtiendrons 

x = Rare  cos  — - — ./~n  i***\  ir\ 


q=V^2Rj -/•(***).  (i) 


70.  Remarque.  — A un  même  cosinus  correspondent  une  infi- 


(*)  Ces  formules  subsistent  pour  toutes  les  positions  du  point  M,  ou , 
ce  qui  est  équivalent,  pour  toutes  les  valeurs  de  a. 

(*•)  On  doit,  évidemment,  prendre  le  signe  si  a est  moindre  que  tt, 
ou  si  le  point  M est  à gauche  de  l'axe  DE , et  le  signe  — dans  le  cas 
contraire. 

{***)  D’après  ce  qui  précède,  si  l’on  suppose  arc  cos — 5 et  que 

K 

l'on  prenne  le  radical  avec  le  signe  — , on  aura  la  moitié  AD  de  la  cycloïde; 

R — ^ 

pour  obtenir  l’autre  moitié  DB,  on  doit  supposer  arc  cos  — ^ — compris 
entre  tt  et  are,  et  adopter  le  signe  -(-  devant  le  radical. 
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nité  d’arcs.  Par  conséquent,  l’équation  (i)  représente  une  infinité 
d’arcs  égaux  à ADB.  Cette  circonstance,  qui  se  rencontre  dans 
un  grand  nombre  de  courbes  transcendantes,  était  facile  à prévoir; 
car  on  peut  supposer  que  la  circonférence  O roule  indéfiniment 
sur  la  droite  AB. 


Développante  du  cercle. 

71.  Supposons  qu’un  fil  soit  enroulé  sur  une  circonférence  O, 

de  manière  que  l’une  de  ses  extrémités 
soit  fixe.  Si  l’on  déroule  le  fil  en  le 
tendant  continuellement,  son  extré- 
mité libre  M décrira  la  courbe  appelée 
développante  de  cercle. 

On  peut  donner  une  autre  généra- 
tion qui  se  rapproche  de  celle  de  la 
cycloïde  : 

Si  une  droite  mobile  HfN  roule , sans 
glisser,  sur  une  circonférence  fixe  O , un  point  quelconque  M de 
cette  droite  engendrera  la  développante  AMB. 

Pour  trouver  l’équation  de  cette  courbe,  il  suffit  d’exprimer 
que  la  tangente  CM  est  égale  à l’arc  CA  rectifié , A étant  la  posi- 
tion initiale  du  point  M. 

Prenons  le  centre  O pour  pôle,  la  droite  OA  pour  axe;  repré- 
sentons par  « et  w les  coordonnées  du  point  quelconque  M,  et  par 
R le  rayon  du  cercle. 

L’angle  MOA  se  compose  de  COA  diminué  de  MOC.  Celui-ci  a 
pour  cosinus  - ? tandis  que  COA  a pour  mesure 

CA  _ CM  _ I 

CO  - R “ R ® • 


L’équation  cherchée  est  donc 


w = arccos - — K — R’- 

U R 


72.  Si  l’on  prend  le  radical  avec  le  double  signe,  on  obtient 
tout  à la  fois  l’arc  AMB  et  l’arc  AB',  symétrique  du  premier  par 
rapport  à OA.  Ce  résultat  est  d’accord  avec  la  seconde  définition 
de  la  courbe. 

j8. 
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EXERCICES. 

I.  Un  rectangle  MNPQ , dont  la  base  PQ  est  donnée  de  gran- 
deur, s’appuie , par  trois  de  ses  sommets , 
sur  deux  parallèles  données  AB,  CD , et  sur 
une  perpendiculaire  BD  à ces  deux  droites. 
Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  quatrième 
sommet  M? 

I?  .■  ...  — 

JiqtiaUon  du  lieu  : r= =rrt=z — • 

y/i’  — X* 

II.  Les  deux  extrémités  d’une  droite  AB 
de  longueur  donnée  s’appuient,  l’une  sur 
une  circonférence  donnée , l’autre  sur  une  droite  donnée  située 
dans  le  plan  de  la  circonférence.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  un 
point  quelconque  de  AB  (*)? 

Equation  du  lieu  : 

[(«  -\-7.b)x^—  i{a+b)  de  + ay  ’+  a (i’-f-  rP—  R’)]’=  4 b'y^\i^—x') . 

III.  En  supposant  que  l’intensité  d’une  lumière  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance , trouver,  dans  un  plan  passant  par 
deux  lumières  égales,  le  lieu  des  points  qui  reçoivent  une  quan- 
tité donnée  de  lumière  (**). 

Equation  du  lieu  : 

/*  + a fl’  — b^)y^  + [x^  — — a (x’  -|-  a’)  6’  = o. 

IV.  Même  problème,  en  supposant  trois,  quatre,...,  lumières 
égales,  placées  aux  sommets  d’un  triangle  équilatéral,  d’un 
carré,  etc.  (***). 


(*)  Ce  lieu  est  un  cas  particulier  de  la  courbe  à longue  inflexion,  de 
Walt, 

(**)  Les  courbes  dont  il  s’agit  sont  quelquefois  désignées  sous  le  nom 
de  lignes  isophanes. 

(*•*)  Dans  le  cas  du  carré  , l'équation  est 

I , I I 

(x-Hay-t-U-a)*  (x  - a)«^- (x -H  «)* 

I I 

(x-t-<i)>-H(r-l-a)’  “ r«' 
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V.  Une  inünité  de  circonférences  sont  tangentes  à une  même 
droite  en  un  même  point.  On  prend  sur  chacune  d’elles,  à partir 
de  ce  point,  un  arc  de  longueur  constante.  Quel  est  le  lieu  des 
extrémités  de  ces  arcs? 

Équation  du  lieu  : u=  ia  ËlîLîî . 

VI.  Lieu  des  points  tels,  que  le  produit  des  distances  de  cha- 
cun d’eux  aux  trois  sommets  d’un  triangle  équilatéral  donné,  soit 
équivalent  à un  cube  donné. 

Equation  du  lieu  : 

/(*  — 2 cos  w ( 4 cos’  w — 3 ) «’  -t-  I — /n®  = O. 


CHAPITRE  VI. 

CONSTRUCTION  DE  QUELQUES  ÉQUATIONS. 


73.  Afin  de  considérer  seulement  les  cas  les  plus  simples , nous 
supposerons , dans  ce  qui  va  suivre , le  lieu  géométrique  rapporté 
à des  coordonnées  rectilignes , et  son  équation  mise  sous  la  forme 

y = 

74.  Premier  exemple,  y = 

A l’inspection  de  cette  équation , on  reconnaît  les  propriétés 
suivantes  : 

1°.  Le  lieu  passe  par  l’origine,  car  l’équation  est  vérifiée  par 
X = o,  J = O. 

2°.  A toute  valeur  réelle  de  x correspond  une  valeur  réelle  de  j; 
par  conséquent , toute  parallèle  à l’axe  des  ordonnées  coupe  la 
courbe  en  un  point  unique.  Cette  courbe  se  compose  donc  A'une 
seule  branche  (*),  indéfinie  dans  le  sens  des  abscisses  positives 
et  dans  le  sens  des  abscisses  négatives. 


(*)  Les  mots  hranche  et  bras  ayant  la  même  étymologie,  on  devrait 
peut-être  dire  qu’un  arc  de  courbe  est  composé  de  deux  branches,  lors- 
que, à partir  d’un  même  point,  cet  arc  s’étend  indéfiniment  dans  les 
deux  sens.  Néanmoins,  l’usage  contraire  a prévalu  : on  regarde,  comme 
formant  une  seule  branche,  tout  arc  indéfini  qui  ne  contient  aucun  naud. 
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3®.  L’ordonnée  croit  beaucoup  plus  vite  que  l’abscisse  (*).  En 
effet,  si  l’on  suppose 

X = 2,  x=3,..., 

on  trouve  J=ï>  y=^i  

Lu  courbe  s’éloigne  donc  beaucoup  plus 
rapidement  de  l’axe  des  x que  de  l’axe 
des  y. 

il’.  L’équation  n’est  pas  altérée  quand  on 
change  x en  — x etj>'  en  — j,  simultané- 
ment. Il  résulte  de  là  que  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à l’origine.  En 
effet,  soient  x = «,  j = 6 les  coordonnées 
d’un  point  quelconque  M du  lieu;  si  l’on 
prend  OP'=  OP,  et  que  par  le  point  P'  on 
mène  P'M'  égale  et  parallèle  à PM,  mais 
dirigée  en  sons  contraire , le  point  M'  aura 
pour  coordonnées  —a  et  — b\  donc  il 
appartient  au  lieu.  Cela  étant,  si  l’on  mène 
MO  et  M'O,  on  voit  aisément  que  ces  deux 
droites  font  partie  d’une  même  droite  MOM',  ayant  pour  milieu 
l’origine  O. 

On  exprime  ces  diverses  propriétés , en  disant  que  la  courbe  a 
pour  CENTRE  l’origine. 

5°.  De  ces  remarques  résulte  la  forme  très-simple  indiquée  sur 
la  figure. 

75.  Deuxième  exemple. 

J = A,x”-^-A,x"-'-^-...^-A„  (**). 

L’ordonnée  étant  représentée  par  une  fonction  entière  de  x,  il 
s’ensuit,  comme  dans  le  premier  exemple,  qu’«  toiue  valeur  réelle 
et  finie  de  x correspond  une  seule  valeur  de  y,  réelle  et  finie.  Donc 
aussi , toute  parallèle  h l’axe  des  ordonnées  coupe  la  courbe  en 
un  point  unique.  Il  suit  de  là  que  le  lieu  se  compose  d’une  seule 

{*)  Celle-ci  étant  supposée  supérieure  à l’unité, 

(**)  La  courbe  que  nous  venons  de  construire  est  un  cas  particuliec 
de  celle-ci. 
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branche,  continue,  indéfinie  dans  le  sens  des  abscisses  positives 

et  dans  le  sens  des  abscisses 
négatives,  et  qui  ne  revient 
jamais  sur  elle-même.  En  ou- 
tre , aux  valeurs  infinies  de  x 
correspondent  des  valeurs  in- 
finies de  J,  dont  le  signe  dé- 
pend du  coefficient  A,  et  de 
l’espèce  de  l’exposant  m [Alg.,  262).  La  forme  générale  de  la 
courbe  est  donc  à peu  près  celle  que  l’on  voit  ci-contre. 


76.  Troisième  exemple.  x± 


.T 


Cherchons  d’abord  quelles  sont  les  valeurs  que  l’on  peut  attri- 
buer à X. 

Pour  que  J soit  réelle,  il  faut  que  le  soit,  ou  que  la  fraction 


•as- 


soit positive. 


Si  l’on  égale  à zéro  le  numérateur  de  cette  fraction , on  trouve 
que  l’équation  x’-i-2x-i-a  = o a des 
racines  imaginaires;  donc  le  trinôme 
x’ -4-  2 X -1-2  est  essentiellement  positif, 
et  la  fraction  est  positive  ou  négative  en 
même  temps  que  x.  La  courbe  n’aura 
donc  aucun  point  à gauche  de  l’axe  des  y. 

Si  nous  prenons  le  radical  positive- 
ment, y sera  réelle,  quelle  que  soit  la 
valeur  positive  attribuée  à x.  Ainsi,  une 
partie  du  lieu  s’étendra  indéfiniment  à 
droite  de  Or. 

Mais  si  nous  prenons  le  radical  négativement,  nous  devrons  sa- 


1» 

D 

Vi 

_l 

1 ^ 

» ' 

» 

1 Y 

0 

-1 

1 

1 

îiV  * 

jff  ^ 

(d- 

tisfaire  à l’inégalité 


X > 


v/- 


4-  2X  -|-  2 


X 


Élevons  au  carré  et  multiplions  de  part  et  d’autre  par  la  quantité 
positive  x\  nous  aurons 

sê  — X^  — IX  — 2>o. 

Le  premier  membre  s’annule  pour  une  certaine  valeur  a com- 
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prise  entre  2,2  et  2,3  (*).  Donc  ce  premier  membre  sera  positif 
pour  T>  a.  Conséquemment,  si,  après  avoir  adopté  une  certaine 
échelle,  nous  prenons,  sur  l’axe  des  abscisses,  OA  proportionnelle 
à a,  et  que  par  le  point  A nous  menions  BAB'  parallèle  à Oj,  la 
seconde  partie  de  la  courbe  s’étendra  indéfiniment  à la  droite  de 
BAB'. 


Maintenant,  faisons  croître  x indéfiniment,  à partir  de  zéro,  dans 
la  formule 


! x^  2 X -t-  ' 


X 


i".  Pour  des  valeurs  très-petites  de  x,  la  fraction 


xi^+  %X  -f-  2 


est  très-grande , et  lorsque  x converge  vers  zéro , cette  fraction 
croît  de  manière  à dépasser  toute  limite.  Ceci  indique  évidem- 
ment que  la  courbe  s’approche  indéfiniment  de  Paxe  O/,  sans 
jamais  V atteindre.  On  dit , pour  cette  raison , que  O j est  une 
asymptote  de  la  courbe. 


2°.  x=i  donne  y‘=i+^,  ou  / = ±i,8. 
3°.  X = 7.  donne  = 2 -4-  ^5,  ou  j = ± 2,0. 


Sans  qu’il  soit  nécessaire  d’aller  plus  loin,  on  voit  que  l’arc  DEFG, 
après  s’être  rapproché  de  l’axe  des  abscisses,  s’en  éloigne  indéQ- 
niment,  en  même  temps  qu’il  s’éloigne  de  l’axe  des  ordonnées. 
D’ailleurs,  les  valeurs  de  y sont , deux  à deux,  égales  et  de  signes 
contraires;  donc,  à l’arc  DEFG  correspond  un  autre  arc  D'E'F'G' 
symétrique  du  premier,  si  les  axes  sont  rectangulaires.  Dans  tous 
les  cas,  l’axe  des  abscisses  partage  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordes  parallèles  h l’axe  des  ordonnées , c’est-à-dire  que  Ox 
est  un  diamètre  de  la  courbe. 


La  formule  y’ = x 


x’-f-  2X  + 2 


X 


donne  j = o pourx=a. 


Ainsi,  la  courbe  coupe  l’axe  dos  j au  point  A.  A partir  de  cotte 
valeur  a do  x , y augmente  indéfiniment  avec  x.  En  effet,  la  fonc- 


(*)  Autrement  dit,  la  seule  racine  positive  de  l’équation 

j;*  — X*  — X — 2=0 

est  comprise  entre  ces  deux  limites. 
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lion 


\/- 


-l_  2 X -j“  1 , * 

est  du  decré  - : elle  tend  donc  à devenir 

X 2 


nulle  par  rapport  au  terme  x,  qui  est  du  degré  i {*). 

D’après  cette  remarque , la  dernière  partie  de  la  courbe  est  une 
branche  LAL',  ayant  à peu  près  la  forme  indiquée  sur  la  figure. 

77.  Quatrième  exemple.  y‘  = x±^ — ^ 

On  voit  d’abord  que  l’on  ne  peut  supposer  x < — 5,  nix>  — i 

et  < Donc , il  n’y  aura  aucun  point  de  la  courbe  situé  à la 
5 

gauche  de  AA',  et  il  n’y  en  aura  aucun  non  plus  entre  les  droites 
BB'  et  CC'. 


Dans  la  formule  f 


3 .r  — 2 


+ 5 


t nous  pourrons 


attribuer  à x une  valeur  arbitraire  plus 

% 

grande  que  ^ ; et  comme  ^ donne 
- 7 = ± =•=  il  y a une 


“T  partie  DE  de  la  courbe  qui  part  du 
"ir  point  D,  déterminé  par  CD  = o,63,  et 
qui  s’étend  indéfiniment  dans  l’angle 
C'Cx. 

Afin  de  savoir  si  nous  pouvons  supposer  x négatif,  changeons 
X en  — x',  et  posons  l’inégalité 

„ ^ 5 x'’  — 3 x'  — 2 

^ < 1 ? 

O ' *3? 

A cause  de  x'  < 5,  elle  se  réduit  à 

x'’  — 3x' — 2 > O, 

ou  encore,  à (x'+ i)’(x'— 2)  > o. 


(*)  En  général , soit  une  fraction  * — 


Kx” 


dans  laquelle  les 


A'i”' 

deux  termes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x 
(entières  ou  fractionnaires,  positive» ou  négatives).  La  valeur  de  cette 

fraction , pour  a:  = 00 , est  o , —,  ou  00  , suivant  que  l’on  a A < A', 
A = A',  ou  A > A'. 
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' Le  premier  membre  est  positif  à partir  de  x'  = 2 ; donc  un  nou- 
vel arc  FG  part  du  point  F,  situé  sur  le  prolongement  de  O a;,  à 
la  distance  2 de  l’origine , et  s’approche  indéfiniment  de  la  droite 
AA',  qui  en  est  l’asymptote. 


La  formule 


/5.r’4 


3x  — 2 


+ 5 


J qui  exige  que  x soit 


positif,  donne,  par  le  calcul  précédent, 

— 3x-f-2i>0, 

ou  (x—  l)’(x-|-2)  > O. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  positives  de  x, 

mais  son  premier  membre  s’annule  pour  x — i.  D’ailleurs,  x = - 

5 


donne,  comme  ci-dessus 


résulte  de  là  que  l’arc  ED 


est  continué  par  un  autre  arc  DIH  coupant  ( * ) en  I Taxe  des 
abscisses.  Ces  deux  arcs  composent  une  branche  EDH , à laquelle 
répond  une  autre  branche  E'D'H'  symétrique  de  la  première  par 
rapport  à Ox. 

Enfin , la  courbe  est  complétée  par  l’arc  FG',  symétrique  de  FG. 


. 78.  Cinquième  exemple,  = 


x±y/ 


a?  — \ x 


En  opérant  absolument  comme  dans  les  deux  exemples  précé- 
dents, on  trouve  que  le  lieu  géométrique 
représenté  par  cette  nouvelle  équation 
se  compose  : 

1°.  D’une  courbe  en  cœur  DED'F  cou- 
pant l’axe  des  abscisses  en  deux  points 
E,  F;  2°  d’une  branche  indéfinie  GHIH'G', 
qui  rencontre  cet  axe  en  un  point  I et 
qui  a pour  asymptote  une  parallèle  BB'  à 
l’axe  Oj  (**). 


(*)  La  circonstance  remarquable  qui  se  présente  ici  exigerait,  pour 
être  complètement  évidente,  la  théorie  des  tangentes. 

{**)  Les  trois  derniers  exemples  appartiennent  à la  famille  des  courbes 
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EXERCICES. 

I.  Ellipse  de  Cassini  (68). 

ü.  r*+  + a’  — è’)  j’-i-  (x’  — a’)’  — a(x’-|-  a’)  6’  = o. 

/x’4-3x  + 2 /.r’-t-3x  + 2 

in.  y = X ± y'— , y=x±y_^__, 

J _L.  /x’+X+I  /x’+3x  — 2 

y=x±y— /=x±y_^—  (•). 

IV.  — 3 U cos  w + i = o,  «•’  — 3m  cos  w + 2 = o. 

V.  M®  — 2 COS  w ( 4 cos’  w — 3 ) m’  + I — 7/J®  = o (**). 

VI.  J = i ( e*  4-  c"*  ) { chainette  ) , 

e*+e-‘  i 

jr= — - — , y=xe  , x^=i. 

Vn.  J = sin  X ( sinusoïde  ),  j = sin  x sin  3 x, 
sinx4-sin2x4-sin3x. 

Vin.  J = X sin  - 5 jr  = x tang  - • 

JC  JC 


rv  ^ r I I ■ 

IX.  r = x=  fy.ix  = i,  j = /.si 


smx. 


X.  J’=2 


x’^- 


X 


or  — I 


x + i X /4x  — 19 
-t-2  ~x  + 2y  X—  I ’ 

±-iy/x’  — 2x’  + I. 


représentées  par  l’équation  générale 

1 .1.  * /nx*-hfcx  ■+  c 

Cette  équation  donne  lieu  à une  discussion  très-intéressante. 

(*)  Cas  particuliers  de  /*  = x± 

(**)  Voyct  les  Exercices  du  chapitre  V. 

I.  ag 


v/^ 


• bx  - 


X -i-  d 
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XI.  J*  — 2000 j-t-J7*4-8x^— 8000=  O,  — .r^=  O. 

XII.  ^^’=o’sin’2w  — é’(i  + sin2w)  {scarabée)  (*). 


Xin.  U = a cosw  ± b {Limaçon  de  Pascal), 


« = sm  J w. 


CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  DES  PROJECTIONS. 


79.  Lehme  I.  — La  somme  des  segments  AB,  BC, . . . , MN,  NA, 
déterminés  sur  une  droite  xy  par  des  points  A,  B,  C,...,  M,  N, 
disposés  comme  Von  voudra  sur  cette  droite,  est  égale  à zéro  (**). 

Pour  que  cet  énoncé  ait  un  sens , certains  segments  doivent 
être  regardés  comme  positifs , les  autres  étant  supposés  négatifs. 
La  convention  habituelle  consiste , nous  l’avons  dit  bien  des  fois , 
à donner  le  signe  + aux  segments  dirigés 
de  gauche  à droite,  et  le  signe  — aux 
segments  dirigés  de  droite  à gauche. 

Cela  posé , il  est  d’abord  facile  de  vérifier 
la  proposition  dans  le  cas  où  les  points  sont 
au  nombre  de  trois. 

En  effet,  les  points  A,  B,  C peuvent  oc- 
cuper, sur  xy,  les  six  positions  relatives 
indiquées  ci-contre  (***),  et  donnant  lieu , 
entre  les  segments  positifs,  aux  six  équations  suivantes  : 


X A 

B 

C 

y 

X A 

C 

B 

y 

X B 

A 

C 

y 

X B 

C 

A 

V 

X C 

A 

B 

y 

^ C 

B 

A 

y 

AC  = AB  + BC,  AB  = AC -i- CB,  BC  = BA  + AC, 
BA  = BC-hCA,  CB  = CA  + AB,  CA=CB  + BA. 


(*)  Cette  courbe  est  le  lieu  des  projections  d’un  point  appartenant  à 
la  bissectrice  d’un  angle  droit,  sur  une  droite  qui  glisse  entre  les  côtés 
de  l’angle. 

Cette  proposition  est  tirée  du  Traité  de  Géométrie  supérieure , par 
M.  Chasles. 

C*"’*)  Par  la  considération  des  permutations  tournantes,  on  pourrait 
réduire  ces  six  cas  à deux. 
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Mais,  d’après  la  convention  établie, 

AC  = -CA,  CB  = -BC,  BA=-AB; 
donc  nos  six  relations  se  réduisent  à 

AB  + BC  + CA  = O. 

La  proposition  étant  établie  pour  le  cas  de  trois  points,  il  suffit, 
pour  en  démontrer  la  généralité , de  vérifier  que  si  clic  a lieu  pour 
n points,  elle  subsiste  pour  ( « + i ) points.  Admettons-la  donc  dans 
le  cas  de  n points  A,  B,  C,...,  L,  M;  en  sorte  que 

AB  + BC  4- . . . 4-  LM  + MA  = O. 

Si  nous  introduisons  le  («  4- point  N,  nous  aurons,  entre 
les  segments  déterminés  par  A,  M,  N,  1a  relation 

AM  + MN  4-  NA  = o. 


Ajoutant  membre  à membre , nous  trouverons , à cause  de 
MA  = - AM, 

AB  4-  BC  + . . . + LM  4-  MN  4-  NA  = O (*).  c.  Q.  P.  D. 


80.  Lemhe  n.  — La  projection  d'une  droite  finie,  sur  un  ave 
quelconque , est  égale  au  produit  de  la  droite  par  le  cosinus  de 
l'angle  qié elle  fait  avec  l'axe. 

Par  les  extrémités  A,  B de  la  droite  donnée,  menons  deux 
plans  P,  0 perpendiculaires  à l’axe  xy. 
Soient  A',  B'  les  points  où  cet  axe  perce 
les  deux  plans  : les  droites  AA',  BB'  se- 
ront perpendiculaires  à xy,  et  A'  B'  sera 
la  projection  de  AB. 

Par  le  point  A , menons  une  parallèle 
AC  à xy,  et  joignons  le  point  C,  où  elle 
perce  le  plan  Q,  aux  points  B,  B',  par  les  droites  CB,  CB'. 

Les  droites  A' B',  AC  sont  égales,  comme  parallèles  comprises 


P 

1 

t 

-<c' 
i / 

Q 

1 

1 

1 / 
1/ 

t/ 

_r 

X 

y 

(*)  Peut-être  pourrait-on  admettre,  sans  démonstration,  ce  lemme  fon- 
damental. En  effet,  l'équation  ci-dessus  pourrait  être  énoncée  en  ces 
termes  : Quand  un  mobile  se  meut  sur  une  droite,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt 
dans  un  autre,  de  manière  à revenir  au  point  de  départ ^ la  somme  des  es- 
paces parcourus  dans  un  sens  égale  la  somme  des  espaces  parcourus  dans  le 
sens  opposé  ; ce  qui  parait  assez  évident. 
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entre  plans  parallèles  ; de  plus , le  triangle  ACB  est  rectangle  en  C ; 
donc 

A'B'=  AC  = ABcosBAC. 


81.  Théorème.  — Si  l’on  projette 


gone  fermé  quelconque,  plan  ou 


sur  un  axe  xy,  un  poly- 
gauche , la  somme  algébrique 
des  projections  des  eôtés  de  ce 
polygone  est  égale  à zéro. 

Cet  énoncé  suppose  que  le 
contour  fermé  AB ...  A est  par- 
couru, toujours  dans  le  même 
sens,  par  un  mobile  m dont  la 
projection  m' parcourt  l’arc  xy. 
Cela  posé,  le  théorème  équi- 
vaut à l'équation 


A'  B'  -f-  B'  C'  -i-  C'  D'  + D'E'  -I-  E'  F'  4-  F'  G'  -f-  G'  H'  H'  A'  = o, 


évidente  par  ce  qui  précède. 

, 82.  Corollaire.  — La  projection  de  la  droite  qui  ferme  un  con- 
tour polygonal  est  égale  à la  somme 
algébrique  des  projections  des  côtés  du 
contour. 

Soit  AF  la  droite  qui  ferme  le  contour 
f’  D’  e'T  ABCDEF;  on  a 

A'  B'  4-  B'  C'  -I-  C'  D'  -h  D' E'  + E'  F'  -1-  F'  A'  = o ; 


mais  F'A'=- A'F'  (79),  donc 

A'F'=  A'B'4-B'C'-|-C'D'-i-D'E'-t-E'F'. 


83.  Remarque.  — Il  n’est  pas  nécessaire  que  les  projections  A', 
B',  C', . . . , soient  orthogonales  : il  suffit  qu’elles  soient  détermi- 
nées par  des  plans  parallèles  entre  eux. 

84.  Expression  algébrique  du  théorème  précédent.  — Dans  le 
cas  des  projections  orthogonales,  si  l’on  désigne  par  a^b,c,...,l 
les  longueurs  des  côtés  du  polygone,  et  par  a,  7,...,  > les 
angles  que  forment  ces  côtés  avec  l’axe , on  aura , par  le  théorème 
et  par  le  lemme  II, 

(7  cos  a -1-  i cos  P -f-  c cos 7 -H  ■ . . -1-  /cos>  = o. 

85.  Remarque.  — Ainsi  qu’on  le  voit  sur  la  figure,  les  angles  a, 
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P,  7 , . . . , sont  ceux  que  forment  les  directions  AB , BC , CD , . . . , 
avec  des  parallèles  à xj , menées  par  les  sommets  A , B , C , . . . , 
ces  parallèles  étant  toujours  dirigées  dans  le  môme  sens.  En  effet, 
ces  angles  doivent  être  aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  projections 
correspondantes  A' B',  B'C',  C'D',.»>,  sont  jMsitivcson  négatives. 


CHAPITRE  VIII. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 


86.  La  transformation  des  coordonnées  a presque  toujours  pour 
objet  de  simplifier  l’équation  d’un  lieu  géométrique  donné , en  rem- 
plaçant le  système  primitif  de  coordonnées  par  un  autre  système 
convenablement  choisi. 

Le  problème  général  à résoudre  est  celui-ci  : Étant  donnée  Vé- 
qUatlonf[x,  j)  = o d'un  lieu  géométrique,  trouver  V équation  de 
ce  lieu  rapporté  à des  coordonnées  u,  v. 

Soient  F(î<,  e),  j = F, (;«,  e)  les  valeurs  des  anciennes 
coordonnées  x,  y fonction  des  nouvelles  coordonnées  h,  v.  Si 
l’on  substitue  ces  valeurs  dans /(x,  j)  = o,  on  obtiendra  une 
certaine  équation  7 («,  c)  = o,  qui  sera  l’équation  demandée. 

87.  Dans  le  cas  où  l’on  veut  transformer  des  coordonnées  recti- 
lignes en  d'autres  coordonnées  rectilignes,  la  transformation  la  plus 
générale  consisterait  à changer  à la  fois  l'origine  et  la  direction  des 
axes;  mais,  au  lieu  d’opérer  ainsi,  on  peut  faire  la  transformation  en 
deux  fois  : on  cluinge  d’abord  l'origine  en  transportant  les  axes 
parallèlement  a eux-mémes , après  quoi  l'on  change  la  direction 
des  axes  sans  déplacer  l'origine. 

88.  Première  transformation.  — Transporter  les  axes  paral- 
lèlement h eux-mémes. 

Soit  M un  point  quelconque;  soient  x,  y 
ses  coordonnées  par  rapport  aux  axes  primi- 
tifs Ox,  O J,  et  x\y'  ses  coordonnées  par 
rapport  aux  nouveaux  axes  O'x',  O' y'.  Ceux-ci 
sont  évidemment  déterminés  par  les  coordon- 
nées a,  ^ do  la  nouvelle  origine. 

29. 
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Cela  posé,  les  deux  équations 

OA  + AP  -+-  PO  = O, 

OB-l-BO  + QO=o  (79) 
donnent , dans  tous  les  cas , 

xz=x'-\-a,  y=f-\-b. 

Ce  sont  là  les  formules  cherchées. 

89.  Seconde  tr/VNSkormation.  — Passer  d’un  système  d’axes 
obliques  h un  autre  système  d’axes  obliques  ayant  meme  origine. 

Représentons  par  G,  a,  a'  les  angles  xoy, 
xox\  xoy',  ces  angles  étant,  comme  en 
trigonométrie,  comptés  de  o à 2tt,  de 
droite  à gauche  et  de  bas  en  luiut.  Soit  M 
un  point  quelconque,  dont  les  coordonnées 
sont  X,  J,  x\  y '. 

Projetons  les  deux  lignes  brisées  OPM , 
OP'M  sur  une  droite  OL,  faisant  avec  Ox 
un  angle  quelconque  >.  Nous  aurons  (82) 

XCOS>+/COS(À  4-G)  = Jt'cOS(>  -I-  a)  + ycOs(^  + or.'). 


Supposons  successivement  > = - — G,  >^  = ^5  et  nous  obtien- 
drons les  formules  cherchées  : 

_ x'  sin  (G  — sin  (G  — a') 


X 


sin  G 


y 


__  .r' sin  a -t-/' sin  a' 
~ sin  G 


{«> 


Ces  deux  formules  sont  générales , car  le  principe  d’où  elles  ont 
été  tirées  est  général. 

90.  Cas  particuliers.  — i®.  Passer  d’un  système  d’axes  rectan~ 
gulaires  à un  système  d’axes  obliques. 

TT 

On  fait,  dans  les  formules  précédentes,  ® = ■?  et  l’on  a 

X = x'  cos  a 4-  j' cos  a', 

^ J = x'sin  a -f- r'sin  a'. 

a".  Passer  d’un  système  d’axes  obliques  a un  système  d’axes 
rectangulaires. 
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On  a a'  = a + - : et  les  formules  (i)  deviennent 
1 


.rsin  (0  — a)  — r'co6(0  — «) 

X — ■ ■ fi.  5 

sm9 


7= 


x'  sina  + j'cosa 
sinO 


(3) 


3".  Passer  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  autre  sys- 
tème d’axes  rectangulaires. 

TT 

Supposons,  dans  les  formules  {2),  a'=a-4--;  nous  obtien- 
drons 

X — J^'cosa  — j'sin  a, 
y = x'  sin  a -|- j'cosa. 

On  peut  arriver  encore  à ces  formules  en  faisant  0 = - dans  les  ' 
équations  (3)  (*). 

, 91 . Quand  on  veut  transformer  des  coordon- 

nées  rectilignes  en  coordonnées  polaires,  ou 
I .J,  réciproquement,  on  peut  toujours  prendre  pour 

j «/  : pôle  l’origine  et  pour  axe  polaire  l'axe  des  ab- 

I scisses  ; sauf  à opérer  ime  transformation  auxi- 
® ^ * liairo.  Cela  posé,  le  triangle  rectangle  OMP  donne; 

1®.  x = /4C08«,  j=«sinw,  (5) 

2°.  U = ^ x’ -y  y’ w = arctang--  (6) 

Cette  dernière  formule  est  peu  employée  : presque  toujours  l’arc  w 
entre  dans  les  calculs  par  ses  lignes  trigonométriques. 


v\  » 


0*- jr 


(*)  On  peut  remarquer,  comme  vérifica- 
tion des  formules  ( 4 ),  que 

C’est  ce  qui  doit  avoir  lieu  , car 

SÏP’  -i-  ^ = Ôm‘  = MP*  -h  ÔP*. 
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CHAPITRE  IX. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  COURBES. 


92.  On  partage  les  courbes  en  courhet  algébriques  et  en  courbes 
transcendantes  : une  ligne  appartient  à la  première  classe  ou  à la 
seconde,  suivant  que  son  équation,  en  coordonnées  rectilignes , 
est  algébrique  ou  transcendante  [^Ig.,  142,  143). 

93.  On  distingue  les  courbes  algébriques  par  le  degré  de  leurs 
équations  : la  ligne  droite  est  une  ligne  du  premier  ordre,  son 
équation  étant  du  premier  degré;  Vcllipse ^ la  parabole , V hyper- 
bole, le  cercle  sont  des  courbes  du  deuxième  ordre. 

Cette  classification  n’aurait  pas  de  sens  si , par  un  changement 
d’axes,  on  pouvait  altérer  le  degré  de  l’é.quation  d’une  courbe. 
C’est  ce  qui  n’a  pas  lieu.  Nous  allons,  en  effet,  démontrer  la  pro- 
position suivante  : 

94.  Théorème.  — Un  changement  de  coordonnées  rectilignes 
ne  change  pas  le  degré  de  l’équation  d’une  ligne  algébrique. 

Soit,  après  la  disparition  des  radicaux  et  des  dénominateurs, 

— O 

l’équation  de  la  courbe  : la  plus  grande  valeur  de  4-  7 est  le 
degré  m de  cette  équation.  Cela  posé,  les  formules  de  transfor- 
mation ayant  la  forme 

X = a-\-  bx' 4- cy\ 

y — a! b' x' c'y', 

le  terme  kaé’y'’  devient 

k[a->rbx'->rcy'y[a'ri-b'x'-ir  c'y'Y; 

et  il  est  évident  que  le  degré  de  ce  produit  no  surpasse  pas 
donc  il  ne  surpasse  pas  m.  Autrement  dit,  le  degré  de  l'équation 
ne  pourra  pas  s’élever. 

Je  dis  maintenant  qu’»7  ne  pourra  pas  non  plus  s'abaisser;  car 
si  l’équation  entre  x'  et  y'  jtouvait  être  de  degré  {m  — n),  en 
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partant  de  cette  équation  et  faisant  la  transformation  inverse  de 
la  première,  on  passerait  du  degré  m — n au  degré  /w;  ce  qui 
est  impossible,  d’après  la  première  partie  de  la  démonstration. 

95.  Une  équation  de  degré  m peut  représenter  des  lieux  géo- 
métriques (P ordres  inférieurs  à m. 

Soit /(x,j)  = A.B.C  = o.  L'équation  f(x,  y)  = o sera  vé- 
rifiée par  A = o,  B=o,  C = o,  équations  qui  sont  de  degrés 
moindres  que  m.  Par  exemple , l’équation  du  second  degré 

(x  — r— i)(j^-l-j)  = o 
est  vérifiée  par  x — y — i = o,  x-i-j  = o. 

On  a donc  deux  lignes  droites , au  lieu  d’avoir  une  courbe  du 
second  ordre. 

Réciproquement , si  A = o,B  = o,C  = o sont  les  équations 
de  plusieurs  lignes , on  pourra  les  remplacer  par  la  seule  équation 
A.B.C  = o (*). 

96.  Soient 

/(x,j)  = o,  (i)  F(x,/)  = o,  (2) 

les  équations  de  deux  courbes.  Si  l’on  combine  ces  équations  par 
voie  d’addition  ou  de  soustraction,  ou  plus  généralement,  si  on 
les  ajoute  après  avoir  multiplié  l’une  d’elles  par  un  facteur  numé- 
rique A,  l’équation  résultante, 

+ = Oi  (3) 

représentera  un  lieu  géométrique  qui  passera  par  les  points  d’in- 
tersection des  deux  premières  lignes. 

En  effet , tout  système  de  valeurs  de  x et  de  j satisfaisant  aux 
équations  (i)  et  (2)  satisfait  évidemment  à l’équation  (3). 


(*)  U est  bon  d’observer  que,  si  l’on  multiplie  membre  à membre  les 
deux  équations  A = A',  B = B',  l’équation  résultante  AA'=BB'  ne 
pourra  pas  tenir  lieu  des  proposées  : seulement,  elle  représente  un  lieu 
géométrique  qui  passe  par  les  points  communs  aux  lignes  représentées 
par  ces  dernières.  Par  exemple,  si  l’on  multiplie  membre  à membre 
les  équations  x = y-\-\,  x z= — j' h- a , qui  représentent  des  droites, 
on  obtient 

x*-hy*—y  — 2 = 0, 

équation  d’un  cercle. 
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Il  y a plus;  comme  l’équation  (3),  quand  on  y considère  x et jr 
comme  des  inconnues , peut  tenir  lieu  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
équations  (i),  (2),  il  s’ensuit  que  deux  quelconques  des  lignes 
représentées  par  les  équations  (i),  {2),  (3)  ont  les  mêmes  points 
d’intersection. 

97.  La  première  proposition  subsistera  généralement  encore 
lorsque  1 sera  une  fonction  de  x et  de  j,  mais  la  seconde  n’aura 
plus  lieu. 

Ainsi,  soient  x’  + — 2 .r  +y -1- 1 = o,  x -\-y  —1=0,  les 

équations  de  deux  lignes  qui  se  coupent  aux  points  représentés 

par(x=  I,  o), 
binaison  suivante  : 

X*+2J*  — 2X+J^+I  — (x-i-y—  l)  (x  + 2j)  = O, 

ou  3xjr — 3/  + X—  1 = 0, 

on  aura  un  lieu  qui  passe  par  les  points  d’intersection  des  deux 
autres  lignes,  mais  qui,  de  plus,  coupe  le  premier  lieu  aux  points 
ayant  pour  équations 

98.  Théorème.  — Une  courbe  de  degré  m ne  peut  être  ren- 
contrée en  plus  de  m points  par  une  droite. 

Dans  l’équation  F(x,  j)  = o,  faisons  o;  nous  obtiendrons 
une  équation /(x)  = O dont  les  racines  réelles  nous  donneront 
les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  l’axe  des  x.  Or,  l’équa- 
tion/(x)  = o,  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  m,  a,  au  plus, 
m racines  réelles  ; donc  la  courbe  ne  peut  rencontrer  l’axe  des 
abscisses  en  plus  de  m points;  et  comme  on  peut  prendre  pour 
cet  axe  une  droite  quelconque,  sans  que  le  degré  de  l’équation  de 
la  courbe  change  (94),  la  proposition  est  générale. 

99.  Corollaire.  — Les  lignes  du  second  ordre  sont  convexes. 


^x  = |,  7 = — Si  l’on  forme  la  com- 
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CHAPITRE  X. 

THÉORIE  DE  LA  LIGNE  DROITE. 


Préliminaire*. 

100.  Théorème.  — Toute  équation  du  premier  degré,  entre  deux 
coordonnées  rectilignes  x,  y,  représente  une  ligne  droite. 

Soit  l’équation  Ax  + Bjr4-C  = o.  (i) 

Si  A = O,  l’équation  du  lieu  se  réduit  à B j + C = o ; et,  B étant 

c 

différent  de  o , on  a j = — g > 

ou  y~  b. 

Nous  avons  vu  que  cette  équation  représente  une  parallèle  à 
l’axe  des  abscisses,  menée  à la  distance  b.  De  même,  si  B était 
nul,  l’équation  Ax4-C  = o représenterait  une  parallèle  à l’axe 
des  ordonnées. 

Revenant  au  cas  général , nous  aurons  r = — ^ .r  — ^ , 

15  15 

ou  y — ax  b.  [1) 

Construisons  d’abord  y'  — ax  : cette  équation  est  vérifiée  par 

X = O,  y = o\  donc  le  lieu  passe 
par  l’origine.  Prenons  ensuite 

OA  = I , AB  = a : 

le  point  B appartiendra  au  lieu  de- 
mandé. Menons  OB  : cette  droite  est 
^ le  lieu  représenté  par  y = ax.  En 
effet,  par  les  triangles  semblables  ABO,  POM,  on  a 

MP  = ^ • OP  = ax  = /; 

OA 

donc  M est  un  point  du  lieu. 

Pour  passer  au  lieu  de  l’équation  (2),  il  faut  évidemment  aug- 
menter chaque  ordonnée  MP  de  MN  = b,  ce  qui  donne  une  paral- 
lèle NE  à OBM.  Elle  rencontre  l’axe  des  ordonnées  au  point  E, 
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distant  de  l’origine  d’une  longueur  OE  = ; c’est  pourquoi  la 
constante  b est  appelée  ordonnée  à l’origine.  Si  b est  positif, 
E sera  au-dessus  de  l’origine  : ce  point  serait  au-dessous  si  b était 
négatif. 

401 . Le  coefficient  angulaire  a est  égal  au  rapport  des  sinus 
des  angles  que  fait  la  droite  OB  avec  les  parties  positives  de  l’axe 
des  X et  de  l’axe  des  y (60).  Si  donc  a est  le  premier  angle  et 
que  6 soit  l’angle  des  axes , 

sina 

^ ~ sin(0  — <i) 


Quand  les  axes  sont  rectangulaires, 


a = = tang  a. 

cos  a ° 

102.  Autre  forme  de  l’équation  de  la  ligne  droite.  — Représen- 
tons par  P Qi  q l’abscisse  et  l’ordonnée  à l’origine  ; savoir  : 

C C . G „ C 

= , = -ji  dou  A = --.  B = -~ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  nous  trouvons 

C C , „ 

X r4-  C = o; 

P fl 

ou,  en  divisant  par  C,  qui  est  différent  de  zéro, 


103.  Construction  de  quelques  équations  particulières.  — 
1°.  y~ix—Z.  On  cherche  les  points  de  rencontre  de  la  droite 


avec  chacun  des  deux  axes  : x = o 
donne  j = — 3 = OB  ; pour  y — o, 

3 

X = - — OA.  Donc  AB  est  la  droite  de- 
mandée. 

On  aurait  pu  construire  d’abord  j=  a j:, 
ce  qui  aurait  donné  OM,  et  mener,  à une 
distance  — 3 de  l’origine , une  parallèle 
à cette  droite. 
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ar  = O donne  ; 

X = 4 donne  / = — 6 — j- 

On  prend  donc,  sur  le  prolongement  de  Oj, 
OB  = ^;.on  prend  ensuite 

OP  =4,  PM  = 6-i-^: 

5 

BM  est  la  droite  cherchée. 

104.  Équation  de  la  ligne  droite  en  coordonnées  polaires.  — 
Abaissons  du  pôle , sur  la  droite  donnée 
AB,  la  perpendiculaire  OP  = />,  et  nom- 
mons a l’angle  de  OP  avec  l’axe  polaire 
O A’.  Ces  données  conviendraient  à AB 
et  à la  parallèle  A'  B'  : on  évitera  l’indé- 
termination en  supposant  positive  la  dis- 
tance P et  en  faisant  varier  l’angle  a de  o 
à 2 

Cela  posé , OV  = p est  la  projection  de  OM  = a ; l’équation 
cherchée  est  donc  > 

OP  = OM  cos  (a  — «>>), 

P_ 


ou 


U = 


cos  (a  — w ) 
105.  Soit,  plus  généralement, 

A 


U — 


(I) 


Bsin  w -4- C cosw 

Posons  C = /B’  -1-  C’  cos  a , B = \/B’  4-  C’  sin  a ; 

A 


nous  aurons 


ou 


en  prenant 


V^B'^  -4-  C’  cos  ( a — w)  ’ 

U = — ^ 

cos  ( a — w ) 

_ A 


3o 
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Ainsi,  toute  équation  de  la  forme  (i)  représente  une  ligne 
droite.  On  serait  arri%'é  plus  simplement  à ce  résultat  en  chassant 
le  dénominateur;  car 

Bm  sin  w + C^^cosw  = A équivaut  à Bj-f-Cx  = A. 

Problèmes  sur  la  ligne  droite. 

106.  Problème  I.  — Trouver  l’équation  d’une  droite  passant 
par  un  point  donné.  — Cette  équation  est  de  la  forme 

y =.  ax  b. 

Elle  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  x',  y du  point.  Donc 

y ■—  ax'-\- b 

est  l’équation  de  condition  entre  a et  b.  Retranchons  membre  à 
membre , et  nous  aurons , pour  l’équation  demandée , 

y—  y — a{x  — x’). 

107.  Remarque.  — Le  coefficient  a reste  arbitraire  : il  faudrait, 
pour  le  déterminer,  assujettir  la  droite  à une  autre  condition , par 
exemple  à la  condition  de  passer  par  un  second  point. 

108.  Problème  H.  — Trouver  l’équation  d’une  droite  passant 
par  deux  points  donnés. 

La  droite  passant  par  le  point  (x',  j'),  son  équation  sera  de  la 
forme 

y — y ^ «{x  — x'). 

Cette  équation  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  x",  y du  se- 
cond point;  donc 

y — y — a{jf  — x'). 

Si  l’on  divise  membre  à membre,  a est  éliminé,  et  l’on  obtient 

y — y x — x' 
y-y~x"-x'’ 

r"—  y' 

ou  j_y=-L_^,(:r-x'). 

109.  Problème  III.  — Étant  donnée  l’équation  d’une  droite, 
trouver  les  angles  que  fait  cette  droite  avec  les  axes. 
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sin  a 


35i 


a — 


et  enfin, 


sin(&  — a) 

Cette  équation  donne 
fl  ( sin  0 cos  a — sin  a cos  0)  = sina, 
fl  ( sin  0 — tanga  cos  a)  = tanga; 
asin0 


tang  a = 


I + a cos  0 


(I) 


HO.  Remarques.  — I.  Ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu,  l’angle  a est  celui 
que  forme  la  partie  positive  de  l’axe  des  abscisses  avec  le  segment 
de  droite  situé  au-dessus  de  cet  axe , passant  par  l’origine , et  pa- 
rallèle à la  droite  donnée. 

n.  La  formule  (i)  n’est  pas  calculable  par  logarithmes,  mais  il 
est  aisé  d’en  trouver  une  autre  qui  le  soit. 


En  effet,  de 


fl sin  a 

I sin  (0  — a)  ’ 


on  conclut , par  les  propriétés  des  proportions , 

fl  — 1 _ sina  — sin(0  — “)  _ tang(a  — -J-  0) 
fl -4- I ~ sina  4- sin  (0  — a)  ~ tang-jô  ’ 

puis  tang^a-i0^  =^-^tang^0  (*).  (a) 


111.  Si  l’on  résolvait  par  rapport  à x l’équation  j = ax  -t-  6, 


le  coefficient  de  j deviendrait  — Conséquemment,  pour  déterminer 
l’angle  0 — a formé  par  la  droite  0.\  et  par  O j,  il  suffit  de  changer 
fl  en  - dans  la  formule  (i).  On  obtient  ainsi 

fl  ^ ' 


tang  ( 0 — a ) = 


sin0 

fl  H-  cos  0 


(3) 


(')  Cette  dernière  formule  a été  déduite  de  la  Talcur  de  a par  le  pro- 
cédé qui  sert  à résoudre  un  triangle  rectiligne,  connaissant  deux  cotés  et 
l'angle  compris.  Cette  identité  de  solution  tient  à ce  que,  dans  le  triangle 
OPA,  on  peut  supposer  OP  = i,  PA  = a,  et  que  d’ailleurs  OPA  = x — 6. 
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m.  Problème  IV.  — Trouver  l’angle  de  deux  droites  dont 
les  équations  sont  données. 

Par  l’origine,  et  au-dessus  de  Taxe  Ose, 
menons  des  parallèles  OA,  OA'  aux  deux 
droites  ; l’angle  AOA'=  V sera  égal  à deux 
des  quatre  angles  formés  par  ces  lignes.  En 
conservant  les  notations  précédentes  et  en 
- supposant , pour  fixer  les  idées , «'  > « , 
nous  aurons 


V 

asinO 


a — a, 


a'sinO 


tang  a = , -7, 1 tang  a'  = — ; — , 

° i+acesO  i + ncos9 

par  conséquent, 

tang  g'  — tang  a _ (^i 


tang  V = 


ou  enfin. 


4-  «'  cos  9 I + fl  cos  9 


I 4-  tang  a tang  a' 


tangV  = 


sin  9 


1 + 


a a'  sin’ 9 


(a'- 


(t  4-«  cos9)  (i  ■ 
a ) sin  9 


a'  cos  9 ) 


I 4-  («  4-  fl')  cos 9 4-  aa' 

m.  Remarques.  — I.  On  ne  doit  pas  oublier  que  cette  formule 
donne  l’angle  formé  par  les  segments  de  droites  dirigés  au-dessus 
de  l’axe  des  abscisses. 

n.  Pour  que  les  deux  droites  soient  perpendiculaires,  il  faut  et 
il  suffit  que  l’on  ait 

I 4-  («  4-«')  cos 9 4-  aa!  = o, 

les  axes  étant  obliques.  Si  les  axes  sont  rectangulaires , cette  con- 
dition devient 

I -1- aa!  = O (*). 

113.  Problème  V.  — Calculer  la  distance  S 
de  deux  points  M',  M",  connaissant  leurs  coor- 
données x',  r*,  x",  y. 

Quelles  que  soient  les  positions  de  ces 
points,  nous  pourrons  construire  le  triangle 


(*)  Ces  deux  conditions  exigent,  bien  entendu,  que  a et  a'  soient  des 
quantités  finies.  Le  lecteur  pourra  supposer  tang  V = 00  avec  a'=oo  . Il 
trouvera  ainsi  la  condition  exprimant  qu'une  droite  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  ordonnées. 
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M'CM",  dans  lequel 

<î’  = (x"  - x'r  + (/  - y )*  - :i  ( x"  - x')  (f  - /)  COSO, 


ou 


s = v/(x'-  x“)’+  (J'_  J»)’+  a(x'-  x”)[y-y’)  COS0. 
Si  les  axes  sont  rectangulaires , cos  0 = o ; donc 


s = y/(x'-x’’y-h{y-y]\ 

HT.  Remarque.  — Pour  trouver  la  distance  d’un  point  à l’ori- 
gine , il  suffit  de  supposer  x"  = o,  /"  = o;  donc 

S = y/x'^  -f-  4-  0.x' y cos  0. 

« 

H5.  Problèhe  VI.  — Trouver  la  distance  d'un  point  donné  M 
« une  droite  donnée  AB. 


Soit  y = ax  -\-b  (i) 

l’équation  de  la  droite  AB,  et  soient  x',  j' les  coordonnées  du 
point  M. 

L’équation  de  la  perpendiculaire  MP  sera  de  la  forme 
y— y=  a'{x  — x'),  (o) 

et  l’on  aura , entre  a et  a',  la  relation 


d’où 


I + ( a + fl'  ) cos  0 + aa'  = o ; 


I-|-«COS0 
a + COS0 


(3) 


Les  coordonnées  du  pied  P de  la  perpendiculaire  sont  les  va- 
leurs de  X et  de  / qui  vérifient  les  équations  (i)  et  (a);  en  sorte 
que  la  distance  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

(î’=  (x  — x')’-|-  (j—  — y)cos0.  (4) 

Le  second  membre  renfermant  les  différences  x — y — y,  on 
écrit  ainsi  l’équation  (i): 

J — y = a{x  — x')  — (y  — ax'  — b), 

ou  y — y = a(x  — x')  — d,  (i') 

en  posant , pour  abréger, 

d = y — ax'  —b.  { 5 ) 

3o. 
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Les  équations  (i')  et  (2)  donnent 


X — Xz=z 


en  sorte  que 


a — a 
d 


ri  y— y = 


a'd 


a — a 


7-^  (i  + aa'cosQ + a'’).  (6) 


(«-«') 

Mais,  à cause  de  la  valeur  de  a',  on  a 

I -H  a<2  cos  9 4-  «’ 


a — a = 


a -H  co  s 0 


, , - asin’O  , „ , » (i-|-acos9)  sin’0 

I cos9  = ^ , ■,  a'cos9  + a'*=  ^ ' 


cos  9 


(rt  4- cos 9)’ 


I < O I /I  (i4-2flcos9  4-a’)sm*9 

I 4-  2fl'C0s9  4-  i — î — - — 

(«4- cos  9)’ 


Par  conséquent, 
et  enfin, 


rf’sin’9 

1 4-  2 « cos  9 4-  a’  ’ 

S — ( j'  ~ ^ ) sin  9 

± 4-  2 a cos  9 + a’ 


116.  Remarques.  — I.  La  distance  d’un  point  à une  droite  est 
une  quantité  essentiellement  positive;  donc 
î'/  M on  prendra  le  radical  de  même  signe  que 

J,  y — ax'—  b {*). 

^ IL  On  peut  arriver  beaucoup  plus  rapide- 

/ ment  à la  formule  précédente. 

O — U X Menons  MQ  parallèle  à Oj;  nous  aurons 

^ = MD  sin  D.  Or, 

MD=y-ax'-è,  D = 9-«,  tang  ( 9 - a ) = ; 

donc,  etc. 

III.  Si  l’équation  de  la  âroite  est  Aj  4-  Bx  + C = o,  on  trouve, 

B C 

en  remplaçant  a par  — -^et  b par  — - ? 

^ ^ (Aj'+  Bx'4-  C)sin9 
± v/A’ — 2 AB  cos  9 + B’ 

(’')  A moins  cependant  que  l’on  ne  veuille  distinguer,  par  le  signe  de  ê, 
de  quel  céU  de  la  droite  est  située  la  perpendiculaire  MP. 
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IV.  Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires , on  a simplement 

- r' — ux'-\-b  » AZ+Br'+C 

O = “ , OU  (J  = — " • 

± V^rt-  4- 1 ± V^A’  +•  B’ 

V.  La  distance  de  l’origine  à une  droite  donnée  a pour  expression 

^ = ± — - — 1 ou  ^ = ± — — • 
yjà‘+i  v^A’+  B’ 

EXERCICES. 

I.  Dans  tout  triangle  rectiligne  : 

1°.  Les  trois  médianes  se  coupent  en  un  mémo  point  [centre 
des  moyennes  distances  ) ; 

a".  Les  trois  hauteurs  se  coupent  en  un  même  point; 

3°.  Les  bissectrices  des  angles  intérieurs  se  coupent  en  un  môme 
point  [centre  du  cercle  inscrit)  ; 

4".  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  se 
coupent  en  un  môme  point  [centre  du  cercle  circonscrit)^ 

5°.  Le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  le  centre  des 
moyennes  distances  et  le  centre  du  cercle  circonscrit,  sont  sur 
une  môme  droite;  la  distance  des  deux  premiers  points  est  double 
de  la  distance  des  deux  derniers. 

JL  Soient  y = ax  b,  y = a' x b',  y=a”x-[-b"  les  équa- 

tions des  trois  côtés  d’un  triangle  : l’aire  T du  triangle  sera  donnée 
par  la  formule 

^[b[a'-a")-yb'[a"-a)  + b’'[a-n')Y 

' [a  — a')  [a' -a"  ) [a" -a) 

III.  Dans  tout  quadrilatère  complet,  les  milieux  des  trois  diago- 
nales sont  en  ligne  droite. 

IV.  Si  d’un  point,  pris  dans  le  plan  d’un  angle,  on  mène  des 
transversales  quelconques,  les  points  de  concours  des  diagonales 
des  quadrilatères  déterminés  par  ces  transversales  et  par  les  côtés 
de  l’angle,  sont  situfe  sur  une  môme  droite  qui  passe  par  le  sommet. 

V.  Étant  donnés  un  angle  xoy,  deux  points  A,  A'  en  ligne  droite 
avec  son  sommet,  et  un  point  fixe  B,  si  l’on  mène  une  transver- 
sale quelconque  BCC'  qui  coupe  en  C,  G'  les  côtés  de  l’angle , et 
que  l’on  mène  les  droites  AC,  A' G',  le  lieu  de  leur  point  de  ren- 
contre est  une  ligne  droite. 
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VI.  Si  les  sommets  d’un  triangle  glissent  sur  trois  droites  fixes 
concourant  en  un  même  point,  tandis  que  deux  de  ses  côtés  tour- 
nent autour  de  deux  points  fixes,  le  troisième  côté  tournera  autour 
d’un  troisième  point,  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers. 

VII.  Si  d’un  point,  pris  dans  le  plan  d’un  triangle,  on  mène  des 
droites  aux  trois  sommets  et  des  perpendiculaires  à ces  lignes,  les 
points  de  rencontre  des  perpendiculaires  avec  les  côtés  corres- 
pondants seront  situés  sur  une  même  droite. 

VIII.  Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants  de 
deux  triangles  se  coupent  en  un  môme  point,  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

IX.  Quand  les  trois  côtés  d’un  triangle  de  forme  variable  tour- 
nent autour  de  trois  points  fixeÆ,  situés  en  ligne  droite,  et  que 
deux  des  sommets  parcourent  doux  droites  fixes  données,  le  troi- 
sième sommet  engendre  une  ligne  droite  qui  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  premières. 


CHAPITRE  XL 

CLASSIFICAnON  DES  LIGNES  DU  SECOND  ORDRE. 


117.  Nous  allons  examiner  quels  sont  les  lieux  géométriefues  re- 
présentés par  l’équation  générale  du  second  degré,  à deux  variables  : 

Aj^-t-B^j-i-Cjr’-l-Dj-l-Ex-t-F  = O.  (i) 

Si  A n’est  pas  nul , nous  aurons , en  résolvant  par  rapport  à 
ou 

y = - /{B’-  4 AC) x’-t-  2 (BD  - 2AE)o:+ D’-  4 AF; 

ou  bien , en  posant 


B’-4AC  = «,  BD-2AE=/^,  D’-4AF  = 7, 
y — ax  h \/nx'‘  + 2 px  -h  7 . ( 2 ) 
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Commençons  par  construire  la  droite  dont  l’équation  est 
y = ax  -h  6. 

Cette  droite  AB  étant  construite,  il  suffira  d’augmenter  et  de  dimi- 
nuer l’ordonnée  de  chacun  de  ses  points, 
d’une  longueur  proportionnelle  à la  valeur  du 
radical. 

11  résulte,  de  cette  observation,  que  la 
droite^’AB  partage  en  deux  parties  égales 
toutes  les  cordes  telles  que  MM',  parallèles  à 
l’axe  des  j : pour  cette  raison,  on  la  désigne 
sous  le  nom  de  diamètre. 

H8.  Suivant  que  le  coefficient  n sera  négatif,  positif  ou  nul,  le 
lieu  géométrique  représenté  par  l’équation  (i)  aura  des  formes  très- 
différentes.  En  effet , pour  des  valeurs  de  x positives  ou  négatives 
suffisamment  grandes,  le  trinôme  placé  sous  le  radical  prendra 
le  signe  de  son  premier  terme  262).  Si  donc  n est  positif, 

les  valeurs  de  y,  répondant  à de  très-grandes  valeurs  de  x , seront 
réelles , et  le  lieu  sera  illimité.  Si , au  contraire , n est  négatif,  les 
valeurs  de  x ne  pourront  pas  croître  au  delà  de  toute  limite,  car 
le  radical  deviendrait  imaginaire , etc.  On  a donc  trois  cas  à dis- 
tinguer : 


3°. 


n<o, 

« > O, 


n = O. 


ou 


ou 


B’  - 4AC<o; 
B’  — 4AC>  o; 


H 9.  Premier  cas  : B’ 


ou  B’- 
4AC  < O, 


4AC  = O. 


Représentons  par  Y la  fonction  ^ \/nx^  -1-  2/?x  + ^ Y sera 

ce  qu’on  appelle  Vordonnée  comptée  à partir  du  diamètre.  En 
même  temps,  remplaçons  n par  — 4’  ; nous  aurons 


td 


4’ 


Afin  de  savoir  s’il  existe  des  valeurs  réelles  de  x qui  rendent  Y 
réelle,  posons 

a - 


X 


= (3) 


Digilized  by  Google 


358  GÉOMÉTRIE 

Les  racines  x\  x”  de  cette  équation  peuvent  être  réelles  et  iné- 
gales, réelles  et  égales,  ou  imaginaires. 

1°.  Les  racines  x\  x"  étant  réelles  et  inégales,  soit  x'  la  plus 

petite  : le  trinôme  x‘  x — ^ pourra  être  mis  sous  la  forme 

(x  — x')  [x  — x^),  et  nous  aurons 


en  sorte  que  les  valeurs  de  x doivent  être  comprises  entre  x'  et  x". 

Si  l’on  prend  donc  OD  = x',  OE  = x",  et  que  l'on  mène  DD' 
et  EE'  parallèles  à O j,  le  lieu  géométrique  sera  compris  entre  ces 

deux  parallèles  : il  rencontre  le  dia- 
mètre AB  aux  points  D',  E'.  11  est  con- 
tinu , car  à toute  valeur  de  x comprise 
entre  x'  et  x”  correspondent  deux  va- 
leurs réelles  de  j.  De  plus,  ces  valeurs 
sont  finies  : la  courbe  est  donc  limitée 
de  toute  part.  Enfin , comme  elle  est 
convexe  (99),  elle  a sensiblement  la 
forme  indiquée  ci-contre.  Cette  courbe 

est  l’ellipse. 

2®.  Si  les  racines  x'  et  x”  sont  réelles  et  égales,  on  a 


A- 


x')*=± 


k[x  — .r'  ) 
2Â 


/- 


cette  quantité  est  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté 
pour  X = x\  auquel  cas  Y = o.  Le  lieu  se  réduit  donc  à un  point 
ayant  pour  coordonnées  x = x\  y = ax'  4-  b.  Cette  variété  de 
l’ellipse  se  présentera  quand  les  racines  de  l’équation 

nx^  + 2 px  q z=  O 

seront  égales  ; c’est-à-dire  quand  on  aura 

(BD-2AE)’=(B’-4AC)  (D’- 4AF),  avec  B’-4AC<o. 

3®.  Si  les  racines  x'  et  x”  sont  imaginaires , le  trinôme 

A.r’  7.  pk  -\-  q 

est  négatif  quel  que  soit  x;  par  conséquent,  les  valeurs  de  r sont 


I 
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constamment  imaginaires.  Ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  du  second 
degré  ne  représente  aucun  lieu  géométrique. 

120.  Deuxième  cas  : B’  — 4 AC  > o. 

Le  coefficient  n étant  positif,  remplaçons-le  par  -|-  : 


3.. 

k’ 


Posons,  comme  précédemment. 


k’  ^ k^~  ’ 


et  nous  aurons  encore  trois  cas  à distinguer. 

i“.  Les  racines  x\  x"  étant  réelles  et  inégales,  soit  x'  la  plus 
petite  ; 


Y = [x- 


X 


Prenons  encore  OD  = x\  OE  = x";  menons  DD',  EE'  parallèles 

à Oj  : ces  deux  droites  seront 
deux  limites  de  la  courbe.  La 
variable  x croissant  indéfini- 
ment à partir  de  x",  Y croît 
aussi  indéfiniment.  La  courbe 
a donc  une  première  branche 
située  à la  droite  de  EE',  qui 
s’étend  vers  les  abscisses  posi- 
tives et  qui , après  avoir  coupé 
en  E'  le  diamètre  AB , s’en  éloigne  indéfiniment. 

Si  l’on  fait  x < x',  chacun  des  facteurs  {x  — x'),  (x  — x")  est 
négatif;  leur  produit  est  positif;  et  comme  chacun  d’eux  augmente 
avec  X,  Y croîtra  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini.  On  aura  donc,  à la 
gauche  de  DD',  une  autre  branche  infinie.  D’ailleurs,  la  courbe 
est  convexe;  donc,  elle  a la  forme  représentée  ci-contre.  On  lui 
donne  le  nom  à' hyperbole. 

%°.  Les  racines  x\  x”  étant  égales,  Y = ± — (x  — x'), 


puis  y — ax  -\-b  ± ^ (x  — x'). 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  droites  dont  les  équations  sépa- 
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rées  sont 

y = a.T  b -\ T ~ y = ax  -\-b — x'). 

Ces  droites  se  coupent  en  un  même  point  du  diamètre,  car  si 
l’on  fait  X = x\  les  deux  valeurs  de  j deviennent  égales  à 
ax  + b,  ainsi  le  système  de  deux  droites  concourantes  est  une 
variété  de  l’hyperbole.  L’équation  (i)  représente  cette  variété 
lorsque 

(BD- aAE)’=  (B’- 4AC)  (D’-4AF),  avec  B*-4AC>o. 

3®.  Si  l’équation  4-  ^ j:  4-  -^  = o a ses  racines  imaginaires, 
son  premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés , en  sorte  que 

Y = ± 4 v/(^-a)'4-6’, 

2 A 

valeur  essentiellement  réelle,  quel  que  soit  x.  Le  lieu  géomé- 
trique ne  rencontre  donc  pas  son 
diamètre.  En  outre,  la  plus  petite 
valeur  de  Y correspond  à x = a. 
Conséquemment , si  l’on  mène  des 
parallèles  au  diamètre  AC  par 
les  points  H,  H'  déterminés  par 
x=  a,  les  deux  branches  de  la 
courbe  seront , l’une  au-dessus  de 
HG,  l’autre  au-dessous  de  H' G'. 
Cette  courbe , ainsi  qu’on  pour- 
rait le  reconnaître  en  résolvant 
l’équation  (i)  par  rapport  à x,  est  encore  une  hyperbole. 

421.  Troisième  cas:  B’—  4AC  = o.  La  valeur  générale  de  y se 
réduit  à 

t J 

y=ax-{-b±  — \/'ipx-\-q, 
et  l’ordonnée,  comptée  à partir  du  diamètre,  devient 
Y = ^ 4-  q. 

On  peut  faire  trois  hypothèses  relativement  à p\  />  > o,  />  < o, 
P = o. 
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i“.  /> > O.  Soit  x'  la  racine  de  l’équation  2 px  + q = o:  on  aura 


Y = ±-^^/-tp[x  - x'). 

On  ne  pourra  donner  à.r  que  des  valeurs  supérieures  à x'-,  par 
conséquent,  si  l’on  prend  OD  = x\  et  que  l’on  mène  DD'  parallèle 

à O/,  la  courbe  n’aura  aucun  point  à la 
yi  / y gauche  de  cette  parallèle.  D’ailleurs, 
X = x'  donne  Y = o , et  Y croit  indéfini- 
ment avec  x\  donc  la  courbe,  qui  coupe 
son  diamètre  au  point  D',  s’étend  indé- 
finiment au-dessus  et  au-dessous  de  cette 
droite,  du  côté  des  abscisses  positives. 
Elle  porte  le  nom  de  parabole. 

2°.  />  < O.  La  forme  du  lieu  géométrique  est  la  même  que  dans 
le  cas  de  p positif;  la  position  seule  est  changée.  Ce  lieu  est  une 
parabole  qui  s’étend  à la  gauche  de  DD'. 

y,  P 

H y a encore  trois  cas  à distinguer  : <7>o,  <7  = 0, 7<o. 

q étant  > o , v/7  sera  réelle , Y sera  réelle , mais  égale  à une 
constante.  On  obtiendra  le  lieu  géométrique  en  portant,  au-dessus 
et  au-dessous  du  diamètre,  une  longueur  constante.  Ce  lieu  est 
donc  composé  de  deux  drûites  parallèles. 

Si  7 = O,  / = flx-f-  6.  La  parabole  se  réduit  à son  diamètre, 
ou  plutôt  les  deux  parallèles  se  sont  rapprochées  et  ont  fini  par 
se  confondre  en  une  seule  droite. 

q étant  < O , Y et  r sont  imaginaires  ; l’équation  proposée  ne 
représente  aucun  lieu  géométrique. 

122.  Nous  avons  supposé,  dans  l’équation  (i),  A différent  de  zéro. 
Si  A = O,  l’équation,  du  premier  degré  par  rapport  à 7,  donne 


o.  L’équation  se  réduit  ^ y = ax  -\-b±  \fq. 

2 iV 


y=  - 


Ca;’  -f-  Ex  -1-  F 
Bx  + D 


(‘)- 


Si  B = o,  on  a,  pour  valeur  de  j,  un  polynôme  du  second  degré 
en  X.  L’équation  représente  alors  une  parabole , car  B’—  4 AC  = o. 

(*)  On  pourrait  résoudre  par  rapport  à x;  mais  la  même  (fiiliculté  se 
représenterait  si  C était  nul. 

I.  :ii 
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Si  B n’est  pas  nul,  effectuons  la  division  indiquée;  nous  trou- 
verons 

R 


y ^ ax  -i- b -\- 


Rjr-t-  D’ 


(3) 


en  appelant  R le  reste  indépendant  de  x.  Si  ce  reste  était  nul , 

,,,  Cx’-I-Ej:-!- F , . ... 

1 équation  y = — équivaudrait  à 


ax  — b)  (Bx  + D)  = o; 

c'est-à-dire  qu’elle  représenterait  deux  droites  concourantes.  Lais- 
sons donc  de  côté  ce  cas  particulier,  déjà  signalé  (120,  2®),  et 
considérons  la  formule  (3). 

123.  Après  avoir  construit  la  droite  BA  dont  l’équation  est 
r'=  ax  X-  b,  il  suffit,  pour  avoir  l’ordonnée  r,  d’ajouter  à r'  une 

longueur  proportionnelle  à 5 ^ = Y. 

DX  -|-  U 


En  admettant , pour  fi.ver  les 
idées,  que  R et  B soient  positifs 
et  que  D soit  négatif,  posons 
B.r  -I-  D = O , et  appelons  x'  la 
racine  de  cette  équation,  racine 
qui  sera  positive  ; nous  aurons 


Si  maintenant  nous  faisons 
croître  indéfiniment  x à partir  de  x',  Y diminuera  de  plus  en  plus 
et  tendra  vers  zéro  ; donc  l’arc  HFG  se  rapproche  indéfiniment  de 
la  droite  BA  sans  jamais  l’atteindre  ; cette  droite  BA  est  une  asymp- 
tote. Si  X surpasse  très-peu  x',  Y sera  très-grande  ; enfin , pour 
X = x',  Y = 00  : la  droite  DE,  représentée  par  x = x',  est  donc 
une  seconde  asymptote  de  la  courbe. 

Si  nous  donnons  à x des  valeurs  plus  petites  que  x,  l’ordonnée  Y 
devient  négative,  et  nous  obtenons  une  nouvelle  branche  H' G' F', 
ayant  encore  pour  asymptote  les  deux  droites  BC , DE. 

La  courbe  représentée  par  l’équation  (a)  a donc  les  caractères 


de  l’hyperbole  ; de  plus , à cause  de  A = o et  de  B ^ o , la  con- 
dition B’  — 4 AC  > O est  satisfaite. 
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124.  Remarques.  — I.  Si  la  courbe  est  une  parabole,  les  trois 
termes  du  second  degré  forment  un  carré  ; car  B'  — 4 AC  = o , 
ou  B’  = 4 AC , donne 


Aj’ + Bxj  4- C.r^  = V^4ACxj  + Cx’=  (j\/A  ± .r/C)*- 

II.  Les  deux  facteurs  contenus  sous  le  radical,  dans  la  formule 


Y = d=_^V^(j7*  — x)  (x  — x'), 


ont  une  somme  constante  : leur  produit  sera  donc  maximum 
quand  ils  seront  égaux  entre  eux , c’est-à-dire  quand  on  aura 

x'+  .x" 


X — X = X — X , 


ou  X = 


Le  maximum  de  Y répond  donc 
au  milieu  de  DE  ; il  a pour  valeur 

l-  -r” r' 

F'H  = F'ir=  —, 

îA  2 

Par  conséquent,  si  l’on  mène,  par 
les  points  H , H',  des  parallèles  au 
diamètre,  l’ellipse  sera  renfermée 
dans  le  parallélogramme  RSTU. 

III.  Si  l’on  prend  deux  points  P et  Q à égales  distances  de  F, 
les  valeurs  correspondantes  de  Y seront  égales  entre  elles.  En 

j 

effet,  soit  x = ' ± A;  la  fonction  (x*—  x)  (x  — x')  devient 


B 

1 

m 

m 

c 

n Q F P E X 

Ainsi,  MP'=  P'M'=  NQ  = N'Q'.  De  là  résulte  que  les  trois 
points  M,  F',  N'  sont  en  ligne  droite;  car  les  deux  triangles  MF' P', 
F'NQ'  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  etc.  De  plus  MF'=  FN' : le  point  F'  partage  en  deux 
parties  égales  toutes  les  cordes  qui  y passent.  Ce  point  est  donc 
un  centre  (74).  Les  mêmes  conséquences  subsistent  pour  l’hy- 
perbole. 

rv.  Quand  l’équation  du  second  degré  représente  un  point , son 
premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés.  En  effet,  soit 
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B’  — 4 AC  < O , et  /j’  = «7  : le  trinôme  placé  sous  le  radical  sera 
un  carré  changé  de  signe.  Pour  reformer  l’équation  (i),  multi- 
plions la  valeur  de  j par  2 A , faisons  passer  (Bx-|-D)  dans  le 
premier  membre , et  élevons  au  carré  ; nous  aurons 

(2.4v+B.r-f-D)’-  [(B’-  4AC) 2 (BD-  2.AE).r-l-D’-  4AF]  = o, 
ou 

(2Aj-|-Br-t-D)’+  X/4AC-B’-  = o.  (*) 

L /4AC-B’J 

V.  Si  l’on  a B’  — 4 AC>  o,  le  premier  membre  de  l’équation  (1) 
est  égal,  au  contraire,  à la  différence  de  deux  carrés,  et  il  se  dé- 
compose en  deux  facteurs  du  premier  degré.  Cette  équation  se 
décompose  donc  elle-mômo  en  deux  équations  du  premier  degré 
représentant  deux  droites. 

EXERCICES. 

I.  — 2.rj-t-or’— 2j=o,  2r'-|-6xj-|-5x’— 4 J— 6x4-2=o, 
74jr’  + 2^-t-i3x’  — 32/  4- 18  JT  -1-  1 1 = o, 

/’  -f-  2 X/  4 4-  2^'  — 4 4-  • = o » 3 J*  — 7 -f-  5x’  = o. 

II.  5^  ’ — 2 XJ  — x’  4-  2 r — 1 = o , JJ-*  4-  X/  — .r’  — X = o , 

-I-  3 X/  2 x’  — 2/  — 3 X 1 = o , xy  — x’  4-  2/  = o , 

3jî_  7X/4-  4x’=  o,  5xj-|-4x’-1-2/  — 4x4-i  = o, 

III.  4/’ — 22XK4-9<Î^’— 2/— X— 1=  o,  x’ — 5/-I-2X  — 1 = 0, 
y'  — 7/  4-  2X  — 4 = o,  f—  4xj  -I-  4x*  -I-  2J  — 4x  4- 1 = o, 
4/’ 4-  I2X/  4-  gx’  — 20/  — 3ox  -H  25  = o , 

4/’4-  I2XJ-1-  gx’  — 4j  — 6x4-2  = o. 

IV.  Trouver  l’équation  de  la  courbe  du  second  ordre  qui  passe 
par  les  points  ayant  pour  coordonnées  : 

x = — 2,/=2;  x=i,/=o;  /=2,j  = — 4; 
x=3,/=  — 18;  x=5,j=44. 

Résultat  : xy  — x*  — 4/  — 5 x 4-  6 = o. 

C*)  Cette  forme  n’est  pas  la  seule  sous  laquelle  on  puisse  mettre  l’é- 
quation proposée.  En  effet , si  un  polynôme  est  égal  à la  somme  de  deux 
carrés,  on  peut , d’une  infinité  de  manières,  le  décomposer  en  deux  autres 
carrés. 


Digilized  by  Google 


ANALYTIQUE.  3G5 

V.  Discuter  les  courbes  représentées  par  l’équation 

— 2 axjr  -f-  x’  — — ax  i = o , 

dans  laquelle  a est  un  paramètre  variable. 

VI.  Même  discussion  pour  l’équation 

a;)^—  + a)xj+  3 (a«  + i)x’—  2(0  4-i)j  + 2(«  — i)x  = o. 


CHAPITRE  XII. 

THÉORIE  DU  CERCLE. 


iili.  Soient  a,  p les  coorflonnées  du  centre,  6 l’angle  des  axes, 
X et  jr  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de  la  circonfé- 

7 

rence.  L’équation  sera  MC  = R’,  ou 

(x  — a)’-|-  (j—  2(x  — a)  (j-—  P)  cosO  = RL  (i) 

Telle  est  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  l’équation  du  cercle,  en 
coordonnées  rectilignes. 

Si  l’on  développe,  on  a 

-J 

V X 

y + 1 XJ  cos  0 + x’  — 2(p  + a cos  0 ) / — 2 ( a P coS  0 ) x 
+ + x’  -H  2 ap  cos  0 — R’  = O , 

équation  de  la  forme 

j‘‘  4-  2x/  cos  0 -f-  x’  -f-  qi'  4-  Z>x  -1-  c = O.  ( 3 ) 

126.  En  comparant  cette  équation  avec 

Aj*4-  Bx/4-  Cx’4-. . . = O, 
on  trouve  B’—  4 AC  = 4 cos’ 0 — 4 = — 4 sin’ 0, 

quantité  essentiellement  négative , quel  que  soit  0.  Ainsi  le  cercle 
est  un  cas  particulier  de  l’ellipse. 

3i. 
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127.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  cos0  = o,  et 

(r-P)’+(a:-a)’=R’.  (4) 

En  effet , MC  = MR  + RG  .Si  le  centre  est  sur  l’un  des  deux 
axes,  par  exemple  sur  l’axe  des  abscisses,  P = o;  donc 

j'-H(x-«r=R’.  (5) 

Enfin,  si  le  centre  est  à l’origine,  a = o,  ^ = o : l’équation  se 
réduit  à 

J’^-.r’=:R^  (6) 

128.  Dans  l’équation  (si),  les  coefficients  des  carrés  des  va- 
riables sont  égaux  à l’unité,  et  le  coefficient  de  jt/  = 2cos0;  par 
conséquent , pour  qiCune  équation  du  second  degré  puisse  repré- 
senter un  cercle,  il  faut  (après  la  division  par  le  coefficient  de^*) 
que  les  coefficients  dey'^  et  de  x’  soient  égaux  à l'unité  et  que  le 
coefficient  de  xy  soit  le  double  du  cosinus  de  l'angle  des  axes. 

Réciproquement,  si  une  équation  de  la  forme  (3)  représente 
un  lieu  géométrique , ce  lieu  sera  un  cercle.  Pour  démontrer  cette 
proposition,  cherchons  à identifier  les  équations  (3)  et  (2);  nous 
aurons  les  trois  équations  de  condition 

— 2(P-|-acos0)  = «,  — 2(a-t-pcos0)  = ^,  (7) 

P’  -1-  a’  + 2 «P  cbs  0 — R’  = c : ( 8 ) 

a , P et  R sont  les  trois  inconnues.  Les  deux  premières  équations 
donnent 

_ — b-\- a cos  0 a _ — ^ cos  0 

2(1  — cos’O)’  2(1  — cos’0) 

Le  dénominateur  égale  2 sin’  0,  quantité  essentiellement  positive  ; 
les  deux  valeurs  de  a et  de  p sont  donc  déterminées  ét  finies,  et , 
par  suite,  on  peut  trouver  le  centre.  Quant  au  rayon,  il  sera  donné 
par  la  formule 

R’  = P -f-  a’  -f-  2 cos  0 — c. 

Si  le  second  membre  est  positif,  R sera  réel , et  l’on  aura  un  cercle 
dont  le  centre  et  le  rayon  seront  connus.  Si  le  second  membre 
est  nul , R = o : /e  cercle  se  réduit  à un  point.  Enfin,  si  R’  est  < o, 
R est  imaginaire  et  l’équation  ne  représente  rien. 

129.  11  n’est  pas  nécessaire,  pour  déterminer  le  centre,  de  ré- 
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soudra  les  équations  ( 7 ) ; car  si  nous  regardons  a et  p comme  des 
variables,  chacune  de  ces  équations  représentera  une  droite  sur 
laquelle  devra  se  trouver  le  centre  ; donc  il  sera  le  point  d’inter- 
section de  ces  deux  lignes. 

Pour  construire  la  première , faisons  a = o ; nous  aurons 


X 


S = - i.  « = OB. 

a 

De  même , p = o donne 

_ QB 

~ 2 cos  9 cos  0 


Cette  valeur  montre  que  la  droite  cherchée  AB  est  perpendiculaire 

à Or;  car  OA  — — 

•'  ’ cos9 

Pour  avoir  la  seconde  droite,  on  prend  OC  = — - A,  et  on  élève 
CD  perpendiculaire  à Ox. 

Ces  deux  droites  AB,  CD,  perpendiculaires  à deux  droites  qui 
se  coupent,  concourent  en  un  point  I,  lequel  est  le  centre. 

130.  Nous  avons  01  = a’-i-p’-4-2apcosO  = rf’  (HT);  donc 

R»  = rf’  - c. 


Pour  l’homogénéité , c doit  être  de  la  forme  ± A’  ; donc 

R’  = k\ 

1°.  Si  c = — /■’,  le  rayon  R est  toujours  réel  ; 2®.  Si  c = + 

R sera  réel  quand  on  aura  rf  > R ; 3°.  Enfin,  c = o donne  R = cl-. 
le  cercle  passe  par  l’origine. 


EXERCZCXIS. 

I.  Vérifier,  par  la  méthode  des  coordonnées,  les  propriétés  sui- 
vantes : 

I®.  La  perpendiculaire  abaissée  sur  un  diamètre,  d’un  point  de 
la  circonférence , est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments du  diamètre; 

2®.  La  corde  menée  par  l’extrémité  d’un  diamètre  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  diamètre  et  la  projection  de  la  corde  sur 
le  diamètre; 
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3".  Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  sont  égaux 
entre  eux; 

4°.  Les  sécantes  qui  se  coupent  hors  du  cercle  sont  inversement 
proportionnelles  à leurs  parties  extérieures; 

Etc. 

IL  Étant  données  les  équations  d’un  cercle  et  d’une  droite 
+ jr—ax-irb, 


trouver  dans  quel  cas  la  droite  sera  sécante , tangente  ou  exté- 
rieure au  cercle.  Conclure , de  cette  discussion , l’équation  de  la 
tangente. 


III.  Trouver,  par  la  méthode  des  coordonnées,  les  conditions 
du  contact  et  de  l’intersection  de  deux  cercles. 

IV.  Trouver  l’équation  du  lieu  des  points  d’égale  puissance  par 
rapport  à deux  cercles  donnés  [axe  radical)  (*). 

V.  Théorème.  — Les  axes  radicaux  de  trois  circonférences  consi- 
dérées deux  à deux , se  coupent  en  un  même  point  [centre  radical). 

VI.  Construire  les  points  de  contact  d’une  circonférence  donnée 
et  d’une  tangente  passant  par  un  point  donné. 

VII.  Trouver  les  équations  du  centre  d’une  circonférence  pas- 
sant par  trois  points  donnés. 

VIII.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit,  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  passe  par  le  centre  du  cercle  ( Théorème 
de  Newton). 

IX.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact  mutuel  de 
deux  circonférences  variables,  tangentes  à deux  circonférences 
données? 

Réponse  : Une  circonférence. 

X.  Lieu  des  points  tels,  que  les  polaires  (**)  de  chacun  d’eux, 
par  rapport  à trois  cercles  donnés , se  coupent  en  un  même  point. 

XL  On  divise  les  petits  côtés  AB,  BC  d’un  triangle  rectangle, 


aux  points  C',  R',  de  manière  que 


BC' 


CB' 

on  mène  les  droites 
Ad 


(*)  Le  rectangle  de  la  sécante  entière  par  sa  partie  extérieure  , est  cc 
qu’on  appelle  puissance  du  point. 

(**)  x*-t-7*=R'  étant  l’équation  d’un  cercle,  la  polaire  du  point 
( a , ^ ) est  la  droite  représentée  par  « x -+-  /3r  = R*. 
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BB',  CC'.  Dans  quel  cas  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  sera- 
t-il  un  cercle? 

XII.  Lieu  des  centres  des  cercles  coupant,  sous  un  même  angle, 
trois  cercles  donnés  (quatre  droites). 

XIII.  Étant  donnés  un  cercle  C,  un  point  extérieur  O,  et  la  tan- 
gente OT  ; on  mène , par  un  point  quelconque  m de  la  circonfé- 
rence, une  parallèle  »iP  au  diamètre  CO;  du  point  P,  où  cette 
parallèle  rencontre  OT,  on  élève  PM  perpendiculaire  à OT;  enfin, 
on  prend  OM  = om.  Quel  est  le  lieu  du  point  M? 

Réponse  : Deux  cercles. 

XIV.  D’un  point  fixe  A,  on  mène  une  droite  qui  coupe,  aux 
points  B,  C , les  côtés  d’un  angle  xO  j donné.  On  circonscrit  une 
circonférence  au  triangle  OBC  ; et , du  point  A , on  mène  une  tan- 
gente à cette  circonférence.  Trouver  l’équation  du  lieu  des  points 
de  contact. 


CHAPITRE  XIII. 

THÉORIE  DES  TANGENTES. 


Coordonnées  rectilignes. 


I3I . Théorème.  — Le  eoefficient  angulaire  de  la  tangente  h une 
courbe,  est  égal  à la  dérivée  de  Vordonnée par  rapport  h l’abscisse. 

On  appelle  tangente  à une  courbe  AB, 
la  limite  MT  des  positions  d’une  sécante 
MS  qui  tourne  autour  de  l’un  M de  ses 
deux  points  d’intcrscction  avec  la  courbe, 
ce  point  étant  supposé  JLtc,  jiusqu’à  ce 
que  le  second  point  M'  d'intersection 
vienne  se  confondre  avec  le  premier. 

Cela  posé , soient  x,  y les  coordonnées  du  point  M , et  x + A, 
y-\-k  celles  du  point  M',  de  manière  que  h représente  l’accroisse- 
ment PP'  de  l’abscisse,  et  k l’accroissement  M'R  de  l’ordonnée. 
Lorsque  le  point  M' parcourt  l’arc  BM  en  se  rapprochant  du  point  B, 
le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  MM'  est,  à chaque  instant,  égal 
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à 5 c’est-à-dire  égal  à Donc , d’après  la  définition  précé- 
dente , le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  TMT'  a pour  valeur 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  lorsque  les  deux  termes 

de  ce  rapport  convergent  vers  zéro  : or  cotte  limite  est  la  dérivée 
dejr  relative  à x [Jlg.,  179). 

132.  Si  l’équation  de  la  courbe  est  de  la  forme  y =f{x) , ou 
aura  donc,  en  appelant  a le  coefficient  angulaire  de  la  tangente , 


lim|. 


lim 


133.  Plus  généralement,  si  l’ordonnée  j est  une  fonction 
cite  de  l’abscisse  x,  c’est-à-dire  si  l’équation  do  la  courbe  est 


F’*  + aF^=o,  d’où  a 


14-  , . 

V 


134.  Équation  de  la  tangente.  — Si  nous  considérons  un  point 
jwrticulier  dont  les  coordonnées  soient  x\  y',  l’équation  de  la 
tangente  en  ce  point  sera  y --  y'  = a(x  — x'),  pourvu  que,  dans 
l’expression  générale  de  « , on  attribue  à x et  j tes  valeurs  parti- 
culières a:'  et/'.  Cette  équation  sera  donc 

y-y  =-:^(x-x}. 

Chassant  le  dénominateur,  on  obtient 

yh-'y  + x¥'..=y'Fy+x'fr'  (*)•  (0 

Il  faut,  à cette  équation,  joindre  la  relation  entre  les  coordon- 
nées du  point  de  contact,  c’est-à-dire 

F(x',/')  = o. 


(*)  On  aurait  une  notation  plus  régulière  si,  continuant  de  repré- 
senter par  X,  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la  courbe, 
on  désignait  par  X,  Y les  coordonnées  courantes  de  la  tangente  en  ce 
point;  en  effet,  l’équation  de  cette  droite  serait 

VF;  -+-XF'^ 
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Dans  le  cas  où  F(.r,  r)  est  un  polynôme  entier,  on  peut,  à 
l’aide  de  cette  relation,  simplifier  le  second  membre  de  l’équation 
de  la  tangente.  Cette  simplification  est  fondée  sur  la  proposition 
suivante  : 

135.  Tiikorèhe.  — ü étant  une  fonction  de  x et  de  y,  entière, 
homogène  et  du  degré  m , on  a 

x\fx  + jür  = >n  U. 

Soit,  en  effet,  U = 

xU’x  = , 7 if,  = — p)  kaf  \ 

donc 

ÆU^jr+/ü^  = 2(/J  + W — p)kod‘  = ni^^kx*/”-’’  = /hU. 

136.  Revenons  maintenant  à la  question  des  tangentes,  et  sup- 
posons le  polynôme  F(x',  y')  décomposé  en  plusieurs  polynômes 
homogènes  U„ , ü„_, , . . . , U„  des  degrés  w , iw  — i , . . . , o ; nous 
aurons,  pour  le  point  de  contact, 

F (X',  j')  = U„  + U„_.  U„_,. . .4-  U.  = o'; 

puis , en  appliquant  le  Théorème  des  fonctions  homogènes. 

Si  nous  retranchons  du  second  membre  la  quantité  nulle 

nous  n’en  changerons  pas  la  valeur  ; donc 

x'F;.  +7'  F>  = - U„_.  - - 3 ü„_,.  ..-m  U,. 

Au  moyen  de  cette  transformation , l’équation  de  la  tangente  de- 
vient 

jFy  -h  X f!..  = - U,„_.  - îU„,_,  - 3 U„,_, ...  - m U„.  (2  ) 

Cette  nouvelle  équation  est  plus  simple  que  l’équation  (i),  car  son 
second  membre  est , au  plus , de  degré  /«  — i . 

137.  Application.  — Soit  l’équation  générale  du  second  degré  ; 

A/’4- Bx'j'-t- Cx'^-I- Dj'-I- Ex'H- F = O. 
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La  tangente  au  point  (.r',  j ')  aura  pour  équation,  d’après  la  for- 
mule (i) , 

jr(aAj'-|-  Bx'-+-  D)  ■+■  .r(Br'-i-  aCx'-|-  F) 

= a aBx'j'-l-  Cx'*-|-  Dj'-f-  Ex'. 

Retranchant  du  second  membre  le  double  du  premier  membre  de 
la  proposée,  on  obtient 

j(a  A/'+  Bx'-I-  D)  x(Bjr'-|-  aCx'4-  E)  = - Dj'-  Ex'—  a F. 


Coordonnées  polaires. 

138.  Soit  î^=./(w)  l’équation  de  la  courbe.  Nous  détermine- 
rons la  tangente  en  M par  l’angle  OMT = V 
qu’elle  forme  avec  le  rayon  vecteur.  A cet 
effet,  menons  la  sécante  SMM',  et  soit 
OM'M  = V',  de  manière  que  V=  lim  V'  (*). 
Abaissant  MP  perpendiculaire  à OM', 
nous  aurons 

tangV=pjp- 

Or.  h étant  l’accroissement  de  l’ampli- 
tude, et  A-  l’accroissement  du  rayon  vecteur, 

MP  = sin  A , PM'  = OM'  — OP  = m -f-  A — « cos  A ; 

U sin  A 


donc 


tangV'  = 


M -I-  A — cos  A 

Si  l’on  supposait  immédiatement  A = o et  A = o , on  aurait 


tangV=^: 


mais  il  est  bien  facile  d’éviter  l’indétermination.  En  effet, 

sin  A 

U sin  A 


tangV'  = 


“-/r 


2Msin’ŸA-+-A  sin’IA  . A' 

“-T/r+T, 


(*)  Le  triangle  OM'  M donne 

V h-TMS  = V'h-A. 

Mais  TMS  et  h ont  pour  limites  zéro;  donc  V = lim  V'. 
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= I, 


ou  enfin 


lim  tangV'=  tangV  = 


tangV  = -,, 


lim  ~ 
h 


en  appelant  «'  la  dérivée  de  u par  rapport  à &>. 


139.  De  la  formule  tangV 


-,5  on  conclut  une  assez  simple 


construction  de  la  tangente.  MT  étant 
cette  droite,  menons-lui,  par  le  point 
de  contact  M , la  perpendiculaire  MN 
( c’est-à-dire  la  normale  à la  courbe  ) ; 
menons  aussi,  par  le  pôle,  la  perpen- 
diculaire ON  au  rayon  vecteur  OM. 
Nous  aurons,  dans  le  triangle  rectangle 
MON, 


tangN  = 


OM 

ON 


U 

ôn‘ 


Mais,  évidemment,  N = V;  donc,  à cause  de  la  formule  ci-dessus, 

ON  = u'. 

Ainsi , en  prenant  la  perpendiculaire  ON  proportionnelle  à 
on  déterminera  la  normale  NM,  et,  par  suite,  la  tangente  MT. 


Problèmes  sur  les  tangentes. 

140.  Problème  I.  — Mener,  à une  courbe  algébrique,  une  tan- 
gente par  un  point  extérieur  donné. 

Soit  F(x,j)  = o l’équation  de  la  courbe.  L’équation  de  la 
tangente  au  point  de  contact  inconnu  (x',  y')  est 

(r- + — = O- 

Cette  droite  devant  passer  par  le  point  donné  ( a , p ) , les  incon- 
nues x',  y’  doivent  vérifier  l’équation 

(P-_y-')F;.+  (a-x')F'a.=  0.  (l) 
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On  a,  en  outre, 

V(x',x')  = o.  (2) 

On  devra  donc  , dans  chaque  cas  particulier,  chercher  les  sys- 
tèmes de  valeurs  réelles  de  x'  et  dejr'  qui  satisferont  aux  équa- 
tions (i)  et  (2). 

141 . Remarque.  — On  a vu  ci-dessus  que , m étant  le  degré  de 
l’équation  (a),  la  fonction  j'F^- -h •r'F’x',  de  degré  w,  peut  être 
réduite  à un  polynôme  de  degré  wi  — i au  plus.  Ck)nséquemment , 
d’après  un  théorème  dû  à Bezoïit,  l’élimination  de  l’une  des  in- 
connues, de^'  par  exemple,  donnera  une  équation  finale  en  x' 
dont  le  degré  ne  pourra  pas  surpasser  m{m  — i). 

En  d’autres  tenues , le  nombre  des  tangentes  que  l’on  peut  me- 
ner à une  courbe  d’ordre  m,  par  un  point  non  situé  sur  cette 
courbe,  ne  peut  surpasser  m [m  — i). 

142.  Au  lieu  de  considérer,  dans  les  équations  ci-dessus,  x'  et  ^ ' 
comme  des  inconnues , on  peut  les  regarder  comme  des  coordon- 
nées courantes;  alors  l’équation  (i),  ou  plutôt  l’équation 

pFr  4- «Fx-I- U„_, -1- 2Ü„_j4- • . .4- »» ü,  = O,  (3) 

obtenue  comme  il  a été  dit  ci-dessus , est  celle  d’un  lieu  géomé- 
trique passant  par  les  points  de  contact. 

143.  Application  au  second  ordre.  — Dans  le  cas  où 

F(j:,  j)  = Aj’-t-Bxy-t-Cx’-t-Dj-l-Ex-fF, 
l’équation  (3)  devient 

P(2Aj-|-Bx  + D)  -i-a(B/-4-2Cx-l-E)  -f-Dj-f-Ex-l-aF  = o (*). 

144.  Problème  II.  — Mener,  à une  courbe  donnée,  une  tangente 
parallèle  à une  droite  donnée. 

a étant  le  coefficient  angulaire  de  ia  droite,  les  coordonnées  x,  y 
du  point  de  contact  seront  données  par  les  deux  équations 

F(x,  j)  = o,  (1)  F'x-l-flF^  = o.  (2) 

Si  la  première  équation  est  de  degré  m,  l’autre  sera  du  degré  m—  i ; 
par  conséquent , le  nombre  des  tangentes  parallèles  à une  direc- 
tion donnée  est,  au  plus,  m[m  — i). 


(*)  Cette  équation , du  premier  degré  en  x et  y,  représente  la  corda 
des  contacts,  ou  la  polaire  du  point  (“.  /3)- 
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l-iS.  Dans  le  cas  particulier  où  la  tangente  cherchée  doit  être 
parallèle  à l’axe  des  abscisses,  a = o;  donc  les  coordonnées  des 
points  de  contact  seront  données  par  les  deux  équations 

F ( -^1  j)  = O)  F*  = O- 

De  même , les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à l’axe 
des  ordonnées  seront  déterminés  par  les  équations 

F ( X,  j)  = O,  Fj.  = O. 


Application  de  la  théorie  des  tangentes  a la  discussion 
des  courbes. 

146.  La  discussion  du  coefiBcient  angulaire  de  la  tangente  peut 
servir  à reconnaître  les  particularités  ou  les  affections  principales 
que  présente  une  courbe.  Par  exemple,  comme  une  fonction  est 
croissante  ou  décroissante  selon  que  sa  dérivée  est  positive  ou  né- 
gative {Alg.,  224),  il  s’ensuit  affune  courbe  ayant  pour  équation 

y =z  f[x),  V ordonnée  y augmente 
ou  diminue  avec  x,  suivant  qiu;f'(x) 
est  positive  ou  négative;  c’est-à-dire 
suivant  que  la  tangente  au  point 
[x,  y)  fait,  avec  la  partie  positive 
de  l’axe  des  abscisses,  un  angle 
aigu  ou  un  angle  obtus  {*).  Du  reste, 
ce  résultat  parait  évident  par  la  figure  ci-jointe. 

147.  Ordonnées  maximums  et  minimums.  — Au  point  B,  l’or- 
donnée cesse  de  croître , pour  décroître  ensuite  : on  dit  qu’elle 
atteint  un  ma.rimum,  ou  qu’elle  devient  maximum  (.dlg.,  225  ).  De 
même,  au  point  C,  l’ordonnée  est  un  minimum.  D’ailleurs,  le  long 
des  petits  arcs  bb',  cc',  f'[x)  passe  du  positif  au  négatif,  ou  réci- 
proquement; donc,  pour  ces  points  mêmes,  on  a/'(x)  = o (**). 
De  là  le  théorème  suivant,  sur  lequel  nous  reviendrons  bientôt: 

Les  valeurs  de  x qui  rendent  f{x)  maximum  ou  minimum, 
sont  comprises  parmi  les  racines  réelles  de  l’équation  f‘{x)  = o. 

448.  Sens  de  la  convexité  ou  de  la  concavité.  — Quand  une 


(*)  Nous  supposons  ici,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes  rectan- 
gulaires. 

C**)  Ceci  suppose  que  f est  continue  dans  l’intervalle  considéré. 
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courbe  AB  est  située  au-dessom  de  sa  tangente  TT',  elle  tourne  sa 

convexité  vers  le  haut  de  la  figure , 
et  sa  concavité  vers  le  bas.  Le  con- 
traire a lieu  quand  la  courbe  est 
au-dessiut  de  la  tangente. 

D’un  autre  côté , il  est  aisé  de  voir 
que,  dans  le  premier  cas,  le  coef- 
ficient/'(x)  décroît  avec  x,  tandis 
que  cette  fonction  est  croissante  dans  le  second  cas(*).  D’après 
la  règle  qui  sert  à reconnaître  si  une  fonction  est  croissante  ou 
décroissante , on  peut  donc  affirmer  que  : 

Une  courbe  dont  V équation  est  y = f[x  ),  tourne  sa  convexité 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas  de  la  figure,  suivant  que  la  seconde  dé- 
rivée de  l’ordonnée  f"  [x]  est  négative  ou  positive. 

149.  Points  d’inflexion.  — Il  peut  arriver  que  la  courbe,  après 
avoir  tourné  sa  convexité  dans  un  sens,  la  tourne  en  sens  con- 
traire : les  points  où  se  fait  le  changement  sont  appelés  points 
d’inflexion.  Le  raisonnement  employé  à propos  des  points  pour 
lesquels /(.r)  est  maximum  ou  minimum,  est  applicable  ici,  en 
sorte  que  : 

Les  valeurs  de  x correspondant  aux  points  d’inflexion  d’une 
courbe  représentée  par  y = /(x),  sont  comprises  parmi  les  racines 
réelles  de  l’équation  f”  [x)  = o (**). 


(*)  Le  cas  où  l’arc  AB  aurait  la  situation  indiquée  ci-contre  pouvant 
embarrasser  le  lecteur,  nous  le  considérerons  spécialement. 

Remarquons  d’abord  que  l’angle  a,  qui 
a pour  tangente  trigonométriquey'(x), 
s’obtient  en  menant  par  le  point  M une 
parallèle  à l’axe  des  abscisses , dirigée  de 
gauche  à droite , et  en  considérant  le  seg- 
ment MT  de  la  tangente  situé  au-dessus  de 
cette  parallèle.  Cela  posé , il  est  clair  que, 
le  long  de  l’arc  AB,  a diminue  quand  x 
augmente  ; donc  l’angle  aigu  fi , supplé- 
ment de  a,  augmente  avec  x.  D’ailleurs 
cet  angle  aigu  varie  dans  le  même  sens  que  sa  tangente  trigonométrique, 
dont  la  valeur  est  — y'(r).  Donc  aussi  — J'{r)  croit  avec  x;  et,  par 
suite, y(x)  décroît  quand  x croit;  etc. 

(’”')  Ce  théorème  suppose  quey'"(x)  est  continue  le  long  de  l’arc  con- 
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Application  de  la  théorie  des  tangentes  aux  questions 
de  maximums  et  de  minimums. 

150.  Rappelons  d’abord  que  : 

i".  f[.v)  est  maximum  pour  x = a,  si  l’on  a 

/(«)>/(« 

h étant  une  quantité  suffisamment  petite.  De  même,  f{x)  est  mi- 
nimum /Jour  X = b,  si  l’on  a 

f{b)<f{b±h)- 

Les  valeurs  de  x qui  rendent  f[x)  maximum  ou  minimum, 
sont  comprises  parmi  les  racines  réelles  de  f'[x)  = o (*). 

151 . Ajoutons , pour  compléter  cette  règle , que  l’on  distingue 
le  maximum  du  minimum  par  le  signe  de  f(x)  : suivant  que  la 
racine  de  f [x]  =0  rend  cette  seconde  dérivée  négative  ou  posi- 
tive, f{x)  est  maximum  ou  minimum  (148).  Et  si  cette  racine  b 
annule /"(x),  alors /(^>)  n’est,  ordinairement,  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  de/(x). 

152.  Maximum  ou  minimum  d’une  fonction  de  deux  variables 
indéjjendantes. 

Soit  Z =f{x,  y),  et  supposons  d’abord  que  j soit  une  fonction 
de  X ; J = ? ( •^)*  En  appliquant  la  règle  relative  à la  dérivée  d’une 
fonction  composée  ( yllg,,  210  ),  on  aura,  pour  déterminer  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  de  z, 

/x-l-y'(x)..^  = O.  (l) 

Pour  passer  au  cas  où  y est  indépendant  de  x,  il  suffit  de  re- 
garder Ÿ (x)  comme  une  fonction  complètement  arbitraire  : en  effet, 

sidéré.  En  outre,  il  peut  arriver  qu’une  racine  réelle  de y*(x)  = o ne 
corresponde  pas  à un  point  d’intlexion.  Par  exemple,  y = x*. 

(”)  Observons  néanmoins  que,  dans  certains  cas,  le  maximum  ou  le 
minimum  de y(x)  peuvent  être  déterminés  pary'(x)  = 00  . Si  l’on  con- 
sidère , par  exemple , la  seconde  parabole  cubique  représentée  par 

r=  I -t-  ^(x—  OS 

on  voit  que  l’ordonnée  correspondant  à x = i est  plus  petite  que  les  or- 
données répondant  a 1 = \ ± h.  Ainsi  x =.  1 rend  / minimum.  Or,  cette 
valeur  de  i rend  infinie  la  dérivée 

3a. 
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il  est  indifférent  de  supposer  qu’à  une  valeur  quelconque  de  x cor- 
respond une  valeur  quelconque  de  j,  ou  de  supposer  que  ces  deux 
variables  sont  indépendantes  l’une  de  l’autre.  L’équation  devant 
subsister  quelle  que  soit  se  décompose  en 

/x'  = o,  et  fj-o.  (2) 

Ainsi,  jxyur  déterminer  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes , on  égale  h zéro  les  dérivées 
jMrtiellcs  de  cette  fonction.  La  même  règle  subsiste  pour  une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Afin  de  ne  pas  trop  nous  écarter  du  Programme , nous  passe- 
rons sous  silence  la  règle  qui  sert  à distinguer  le  maximum  du 
minimum. 

EXERCICES. 


1.  Trouver  le  maximum  de  z = 


X*  — r*  -4- 1 
+ j’4-  I 


Résultat  : 


M = I. 


II.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  z = =-  • 

Résultat  : U n’y  a ni  maximum  ni  minimum, 
ni.  Inscrire,  dans  une  circonférence,  un  polygone  de  périmètre 
maximum. 


Résultat  : Le 


polygone  doit  être  régulier. 

IV.  Quelles  doivent  être  les  dimensions  du 
corps  ABCDEF,  composé  d’un  cylindre  terminé 
par  deux  cônes  égaux , pour  que,  sous  une  surface 
donnée,  il  renferme  un  volume  maximum? 

Réponse  : x = —,  r = z = 7-=^;  27r«’ étant 
l’aire  donnée. 
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CHAPITRE  XIV. 

THÉORIE  DES  ASYMPTOTES. 


Préliminaire! . 

153.  En  général , si  deux  courbes  ont  deux  brandies  infinies 
qui  s’approchent  indéfiniment  l’une  de  l’autre  sans  jamais  se  ren- 
contrer, on  dit  que  ces  courbes  sont  asymptotes  (*  ) l’une  à l’autre. 
Dans  les  éléments,  on  no  s’occupe  que  des  asymptotes  rectilignes, 
et  alors  on  appelle  asymptote  d’une  courbe , une  droite  dont  la 
courbe  s’approche  indéfiniment , sans  pouvoir  jamais  l’atteindre, 

154.  La  définition  précédente  suppose,  implicitement,  la  re- 
cherche des  branches  infinies  des  courbes;  et  cette  recherche,  à 
son  tour,  est  fondée  sur  la  théorie  des  racines  infinies.  Nous  ne 
pourrions , sans  sortir  du  cadre  qui  nous  est  imposé , entrer  dans 
les  détails  de  cette  dernière  théorie;  nous  nous  contenterons  de 
quelques  notions  préliminaires  (**). 

155.  Soit  l’équation  à une  seule  inconnue 

Ao:“-t-Bx”-‘d-. . .-t-Sx-l-T  = O. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  les  coefficients  B,  C,. . .,S,  T 
constants;  supposons,  en  outre,  que  le  coefficient  A,  fonction  d’une 
variable  a,  s’annule  pour  une  valeur  réelle  a de  cette  variable. 
Si , en  donnant  à a une  valeur  « + A très-peu  différente  de  a,  on 
fait  acquérir  à l’équation  (2)  une  racine  réelle,  positive  ou  néga- 
tive, mais  très-grande;  et  si  cette  racine,  constamment  réelle, 
croît  au  delà  de  toute  limite  quand  h converge  vers  zéro , on  dit 
que  l’éqiuition  (2)  a une  racine  infinie  pour  a = a,  c’est-à-dire 
quand  le  coefficient  A de  son  premier  terme  se  réduit  à zéro. 

Ainsi , l’équation  aa? — 1 = 0,  dans  laquelle  a est  supposé  po- 
sitif, a une  racine  égale  à -f-  00  quand  u = o.  Cette  même  équa- 

(*)  Ou  plutôt  asxmptotiques. 

(**)  Le  lecteur  pourra  consulter  sur  ce  sujet  nos  Feuilles  cT Application 
de  l’Algèbre  à la  Géométrie. 
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tion  admettra  une  racine  égale  à — eo  si , après  avoir  supposé  a 
négatif,  on  fait  a — o. 

156.  Pour  que  l'équation  (i)  ait  une  racine  infinie,  il  faut  que 
le  coefficient  A de  son  premier  terme  soit  égal  h zéro. 

En  effet , tant  que  ce  coefficient  A est  différent  de  zéro , on 
peut  assigner  une  limite  supérieure,  soit  des  racines  positives, 
soit  des  racines  négatives  [-dlg.,  chap.  XVII). 

157.  Zrt  condition  A = o n’est  pas  suffisante. 

Il  suffit , pour  justifier  cette  proposition , de  considérer  l’équa- 
tion x’  + I = O : les  deux  racines  do  cette^  équation  sont  ima- 
ginaires, quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  au  paramètre  a. 

L’équation  — i = o a deux  racines  réelles  et  deux 

racines  imaginaires. 

Mais , comme  -1- 1 et  — i sont  limites  des  racines , on  ne  peut 
pas  dire  que  cette  équation  a deux  racines  infinies  pour  a=  o. 

158.  Soit  actuellement 

F,(j)-^  + F,(j)x— +...  + F„(7)  = o,  (1) 

l’équation  d’une  courbe  algébrique.  F„(j),  F, (j),  ...,  F,„(j) 
sont  des  polynômes  entiers.  Pour  chercher,  en  premier  lieu , si 
l’on  peut  satisfaire  à cette  équation  au  moyen  d’une  valeur  finie 
do  X,  jointe  à une  valeur  infinie  de  x , on  devra , conformément 
à ce  qui  vient  d’être  indiqué,  poser  F, (r)  = o.  En  désignant 
par  P une  racine  réelle  de  cette  équation,  on  devra  remplacer, 
dans  l’équation  (i),  jpar  p ± A , et  examiner  (*)  si,  h diminuant 
indéfiniment,  une  ou  plusieurs  racines  réelles  de  cette  équation 
croîtront  au  delà  de  toute  limite.  Quand  il  en  sera  ainsi , la  courbe 
aura  une  ou  plusieurs  branches  infinies, (**)  à l’axe  des 
abscisses. 

159.  Si,  au  lieu  d’ordonner  l’équation  de  la  courbe  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x,  on  l’ordonne  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  j,  on  obtiendra  les  branches  infinies  pa~ 

(*}  Nous  sommes  obligé  de  passer  sous  silence  l’indication  des  règles 
au  moyen  desquelles  on  peut  faire  cet  examen. 

(**)  L’expression  de  branche  infinie,  parallèle  è une  certaine  direction, 
signifie  que  le  rayon  vecteur,  mené  de  l’origine  h un  point  de  la  courbe, 
tend  à devenir  parallèle  à cette  direction , quand  son  extrémité  mobile 
s’éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe. 
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rallèles  à l'axe  des  ordonnées , situées  à des  distances  finies  de 
cet  axe. 

160.  Pour  obtenir  les  branches  infinies  aux  deux  axes, 

faisons,  dans  l’équation  de  la  courbe,  x = wcosw,  r = zzsinw, 
de  manière  à passer  des  coordonnées,  supposées  rectangulaires,  à 
des  coordonnées  polaires.  L’équation  transformée  sera 

A. zr  + A.  uT-'  -H  A,  zz’"-’4-. . .+  A„  = O,  (6) 

A, , A, , Aj , . . . , étant  des  fonctions  Itomogènes  de  sin  &>  et  cos  w , 
respectivement  des  degrés  /zz , z/z  — i , zzz  — 2 , . . . . Le  terme  A,zz"*, 
par  exemple,  provient  de  l’ensemble  des  termes  de  degré  zzz,  dans 
lesquels  on  a remplacé  x par  u cos  w et  y par  zz  sin  w.  Après  cette 
substitution,  zz”  est  devenu  facteur  commun,  etc. 

Cela  posé,  on  peut  raisonner  sur  l’équation  (6),  absolument 
comme  sur  l’équation  (i).  Par  conséquent,  après  avoir  tiré  de  l’é- 
quation A,  = O une  valeur  réelle  a de  l’angle  w , on  remplacera  w 
par  a + /z,  et  on  examinera  si,  pour  des  valeurs  de  h suffisam- 
ment petites,  l’équation  (6)  peut  acquérir  une  racine  réelle  plus 
grande  qu’une  quantité  donnée.  Si  cela  arrive,  il  y aura  des  points 
de  la  courbe  aussi  éloignés  qu’on  le  voudra  de  l’origine;  c’est-à- 
dire  que  la  courbe  aura  une  branche  infinie  dans  la  direction  re- 
présentée par  w = a. 

161.  Remarque.  — La  résolution  de  l’équation  A,  = o donne, 
tout  à la  fois,  les  branches  infinies  obliques  ou  parallèles  aux 
deux  axes , et  même , parmi  ces  dernières , celles  qui  s'éloignent 
indéfiniment  de  l'axe  qtd  leur  est  parallèle  : les  coordonnées  po- 
laires ont  donc,  dans  la  théorie  des  branches  infinies,  un  grand 
avantage  sur  les  coordonnées  rectilignes. 


Coordonnée*  reotili^es, 

162.  Asymptotes  parallè-les  à l'axe  des  ordonnées.  — La  re- 
cherche des  branches  infinies  parallèles  à cet  axe  (159)  donne 
immédiatement  les  asymptotes  parallèles  à ce  môme  axe.  En  effet, 
si  l’équation  de  la  courbe  est  vérifiée  par  une  valeur  a de  .r,  finie 
et  réelle,  et  par  une  valeur  infinie  de  j,  il  est  clair  que  r = a. 
représente  une  droite  dont  la  courbe  s’approche  indéfiniment,  sans 
jamais  l’atteindre  : en  d’autres  termes,  .r,  = a est  l’équation  d’une 
asymptote  parallèle  à l’axe  des  ordonnées. 
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163.  Asymptotes  obliques  à l’axe  des  ordonnées  [méthode  de 
M.  Cauchy).  — L’équation  de  l’asymptote  cherchée  GH  est  de  la 
forme  j'=  cx-\-d.  La  différence  MM'  entre  les  ordonnées  MP, 

M'P  de  deux  points  correspondants,  a pour  expression 

y 0 étant  l’angle  des  axes,  et  a,  l’incli- 

> / naison  de  l’asymptote  sur  Ox.  Par  la 

S-  définition  de  l’asymptote,  MQ  a pour 
limite  zéro.  D’ailleurs  sin(0  — a)  est 
une  constante  différente  de  zéro,  at- 
07  P J tendu  que  GH  est  supposée  oblique 

' à Oj.  Donc,  à partir  d’une  certaine 

valeur  de  x , MM'  diminue  indéfiniment  lorsque  x augmente.  Con- 
séquemment, la  valeur  de  l’ordonnée  MP  doit  être  de  la  forme 
y = ex -^r  d -\~y étant  une  quantité  qui  diminue  indéfiniment 
lorsque  x augmente , et  qui  s’annule  pour  x = « . 

Divisant  tous  les  termes  par  x,  on  a 

y d y 

= C-l h-: 

XXX 

V d 

— a pour  limite  zéro , - tend  également  vers  zéro  ; donc 
c = lim-*  (A) 


On  a ensuite  rf  = j — ex  — V; 

d’où  rf=lim(j— ex).  (B) 

164.  Supposons  que  l’équation  de  la  courbe  soit  algébrique , et 
que  son  premier  membre  soit  décomposé  en  plusieurs  parties  ho- 
mogènes, respectivement  des  degrés  m.,  {/«  — i),  (/«  — a),. . . . 
Si  nous  posons  y — ex,  cette  équation  deviendra , d’après  ce  que 
l’on  a vu  précédemment, 

F,(c)x*'-1-F,(c)x"-'-|-F,(c)x“-’-h...=  o.  (i) 

D’après  la  formule  (A),  on  doit  chercher  vers  quelle  limite  tend 

lorsque  x croît  indéfiniment , ou , ce  qui  est  équivalent , quelle 

valeur  on  doit  attribuer  à c , pour  que  l’équation  { i ) ait  und  racine 
infinie.  Le  coefficient  c sera  donc  déterminé  par  F,(c)  = o. 
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En  second  lieu , posons 

, Y d 

y — cx^d,  ou  ^ = c -H 

X X 

ce  qui  revient  à remplacer,  dans  l’équation  ( i),  c par  <?  + -■,  et  à 

X 

déterminer  d par  la  condition  que  x ait  une  seconde  valeur  infinie. 
Cette  équation  devient 

F.(e  + f)^+F,(c+^x«-  + F.(c+^)x-+,..  = „. 
OU , en  développant  chaque  terme  par  le  théorème  de  Taylor, 
^[F.(f)+^F.M+i.ïr.(c)+...] 

+ ^-'[F,W  + jF,(r)  + ...] 

-t-ar"-’[F3(c)+...] 

+ = O. 

Ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x^  on  a, 
en  observant  que  F,(c)  = o, 

[rfF7,c)+F,(c)]x”-‘+[w/=F.(r)+rfr,(c)+F,(c)Jx"'-’4^  . . = o. 

A cause  de  la  formule  (B),  cette  équation  ne  doit  avoir  lieu 
qu’au  moment  où  x devient  infinie  ; donc 

r.(c)  + F,(c)  = o,  ou 

165.  11  peut  se  présenter  différents  cas  : * 

1°.  Si  la  valeur  de  d est  finie  et  déterminée,  la  droite  représen- 
tée par  J ~cx-\-d  sera  ordinairement  une  asymptote  de  la  courbe. 

a°.  Si  l’on  a F,  (c)  ^ o,  F,  (c)  = o,  il  n’y  a pas  d^asymptote, 

car  rf  = 00  ; ou , si  l’on  veut,  il  y a une  asymptote  située  a V infini. 

3°.  Soit  F,  (c)  = O,  F',  (c)  = O ; dans  ce  cas,  la  valeur  de  c annule 
les  deux  premiers  termes  de  l’équation  en  x , sans  qu’il  soit  besoin 
d’attribuer  à d aucune  valeur  particulière.  Cette  équation  descen- 
dant au  degré  /h  — 2 , on  devra  poser 

ir/’P.(r)-+-./F'  (r)-l-Fac)  = o. 
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Si  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  finies,  il  y aura 
deux  asymptotes  parallèles  à la  droite  / = ex. 

4°.  Dans  le  cas  où  la  valeur  de  c annulerait  le  terme  du  degré 
(m  — i),  on  égalerait  à zéro  le  coefficient  du  terme  en  etc. 

5°.  Si  l’équation  de  la  courbe  ne  contient  pas  de  terme  du  degré 
VI  — I , F,  ( c ) = O ; donc  </  = o , et  les  asymptotes  passent  par 
V origine. 

Application  au  second  ordre. 

166.  Soit  l’équation  générale 

A/’  + Bx/  4-  Cx’  -f-  D/  4-  Ex  4-  F = o. 

Elle  donne 

F,(c)  = Ac’4-Bc4-C,  F,(c)  = Dc4-E,  F.  (c)  = a Ac  4- B. 


Posons  d’abord 

Ac’4- Bc 4- C = o;  d’où  c 


B±y/B^-4AC 

aA 


1°.  B’ — 4AC<o;  les  valeurs  de  c sont  imaginaires;  donc 
Pellipsc  n'a  pas  d'asymptotes  ; ce  qui  était  évident  à priori. 

g 

a°.  B’ — 4 AC  = O : c = — — ainsi  la  parabole  a peut-être 
des  asymptotes. 

3°.  B’  — 4 AC  > O : les  valeurs  de  c sont  réelles  et  inégales  ; 
ce  qui  indique  deux  directions  pour  les  asymptotes  de  l’hyperbole. 
167.  Calculons 

, _ F,  (c)  _ De 4-E 
' “ F,~(7)  ~ ” aAc  -f  b’ 

1°.  Pour  la  parabole,  c = — ^ ; donc  d = — — = « , 

pourvu  que  le  numérateur  soit  différent  de  zéro.  Si  a AE  — BD  = o, 
l’équation  donnée  représente  deux  droites  parallèles  (121).  En  ré- 
sumé, la  parabole  rfa  pas  d'asymptotes. 

a".  Dans  le  cas  de  l’hyperbole , nous  aurons , en  remplaçant  c 
par  ses  deux  valeurs , 

BD-aAEdbDy/B^-4AC 
± a A v^B^  — 4 AC 
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385 


-B±v/B’-4AC  , bd- 2AE  =fDv/B’-4AC 


2 A 

B.r  + D 
aA 


■ 4 


± aAv'lâ^ 

BD- 


4AC  + 


- 4AC 
2 AE 


y/B’  - 4 AC 


]• 


168.  Autre  méthode . — Supposons  l’équation  de  l’hyperbole  ré- 
solue par  rapport  à^'.  Nous  aurons 

y = ax  b ± \J nx'^  1 px  -\-  q, 

n étant  positif.  Cette  formule  donne 


r b 

= « + - ± 
X X 


Donc  lim  - = c = rt  ± v'rt. 

X 

Nous  aurons  ensuite 

y — ex  ~ b de.  ( «x’  + 2 px  q — x t/70. 

Quand  on  fait  x infini,  la  quantité  entre  parenthèses  devient 
00  — 00  . Pour  éviter  l’indétermination,  multiplions  et  divisons 
par  y/rtx*  7,px  ->r  q -Ir  X }/7i  : 

ipx  -|-  q 


y — ex  = 5 ± 


y/ nad  -f-  2 px  q-\-  x )/7i  ’ 


puis 


lim(j—  ex)  — d—b± 

V« 


Les  équations  des  asymptotes  sont  donc 


y=nx  + b±:  ^x  y/rt  ' 

De  là , cette  règle  très-simple  : 

U ordonnée  de  Va.ymptote  se  déduit  de  celle  de  V hyperbole  par 
le  changement  du  radical  en  un  binôme  tel,  que  les  deux  premiers 
termes  de  son  carré  soient  les  deux  premiers  termes  du  trinôme 
placé  sous  le  radical. 

169.  Il  est  bon  d’observer  que  les  asymptotes  de  l’hyperbole  et 

I.  33 
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le  diamètre  représenté  par  y = ax-\- b,  se  coupent  au  point 
ayant  pour  abscisse  — c’est-à-dire  au  centre  de  l’hyperbole. 

170.  On  peut  vérifier  que  les  deux  droites  représentées  par 

j,=  ax  -\-b±  \x  ^ + 

\ )/nJ 

sont  asymptotiques  à chacune  des  branches  de  l’hyperbole  dont 
l’équation  est 

y = ax  b ± }/ nx'‘+  a px  q. 

Pour  abréger,  nous  supprimons  cette  discussion  ; mais  nous  en- 
gageons le  lecteur  à la  faire  avec  soin,  en  considérant  successive- 
ment les  quatre  demi-branches  de  l’hyperbole. 

171.  L’application  des  formules  du  n°  163,  faite  d’une  manière 
peu  intelligente,  peut  donner  quelquefois  des  asymptotes  qui 
n’existent  pas.  Pour  ne  citer  qu’un  exemple,  considérons  l’équation 

[jd  — .r’  )’  4-j’  4-  x’  — I = O. 

Elle  donne  = (c’  — i)’,  F,  (c)  = o, 

d’où  c = ± I , d = O. 

Ainsi,  il  semblerait  que  les  droites  représentées  par  r = db  ,r  soient 
des  asymptotes.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  représentée 
par  l’équation  ci-dessus  n’a  pas  de  branches  infinies  ; donc  elle  ne 
saurait  avoir  d’asymptotes. 


Coordonnées  polaires. 

172.  Remarquons  d’abord  que,  si  une  branche  infinie  ARC  a 

une  asymptote  GH,  la  limite  des  direc- 
tions des  rayons  vecteurs  qui  rencon- 
trent la  courbe,  est  la  droite  OD,  me- 
née par  l’xrigine , parallèlement  à 
V asymptote. 

Menons  MP  perpendiculaire  à OD. 
Quand  le  point  M s’éloigne  indéfini- 
ment sur  la  branche  ABC,  le  rayon  vecteur  OM  et  sa  projection  OP 
croissent  au  delà  de  toute  limite , tandis  que  MP  tend  vers  une 
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limite  finie,  égale  à la  perpendiculaire  OE  abaissée  de  l’origine 
sur  l’asymptote.  Donc  lim.  angle  MOP  = o. 

Cela  posé,  si/(«,  w)  = o est  l’équation  delà  courbe,  on  cher- 
chera les  valeurs  finies  a',  a", . . . , de  l’amplitude  w,  qui  rendent 
injîni  le  rayon  vecteur  u,  et  l’on  aura  ainsi  les  directions  des 
asymptotes.  Il  ne  restera  plus,  pour  déterminer  complètement  ces 
droites,  qu’à  chercher  leurs  distances  à l’origine.  Or,  soient  a l’angle 
de  GH  avec  Ox,  et  d la  distance  OE;  on  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède, 

d = lim  sin  ( w — a ) pour  w = «. 


173.  Remarques.  — I.  Le  produit  Msin(c«)  — a)  se  présente  né- 
cessairement sous  forme  indéterminée  quand  on  y fait  ta  = a;  car 
pour  cette  valeur  de  ta,  « = oo , et  sin (w— «a)  = o.  Quand  l’équa- 
tion de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à u,  on  peut  aisément 
trouver  la  valeur  de  d. 

En  effet,  supposons  que  la  valeur  de  u ait  été  mise  sous  la  forme 
— ) en  sorte  que  a soit  une  racine  réelle  de  l’équation  9 (ta)  = o. 

?(w)  ■ ( _ \ 

Reprenons  l’expression  générale  de  MP  ; w sin  (ta  — a)  = ■ — ; 

et,  avant  de  supposer  ta  = a,  remplaçons  ta  par  a -|-  h.  Nous  aurons 


MP  = 


sin  A 

y (a  + A)’ 


ou,  en  retranchant  du  dénominateur  la  quantité  y(«),  identique- 
ment nulle,  et  en  divisant  ensuite  les  deux  termes  par  A, 


MP  = 


sin  A 


y(«  + A)  — y(g) 


La  limite  du  numérateur  est  l’unité , et  la  limite  du  dénomina- 
teur est  y' (a);  donc 

t/=limMP  = -r^  (*). 

? (*) 


(•)  Plus  généralement,  soit  une  fraction  jr  = ^ j qui  devient^ 

quand  on  attribue  à x une  valeur  particulière  a.  On  aura,  par  le  même 
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II.  Si  <p'(«)  = O,  c’est-à-dire  si  a n'esl  pas  une  racine  simple 
de  l’é(piation  ~ distance  MP  croit  au  delà  de  toute  li- 
mite : il  «’j  a pas  d'asymptote. 


Applications. 


174.  1°.  y — x±  - — 

' X 


2x  -f-  2.  La  discussion  de  cette  for- 
mule montre  que  la  courbe  se  com- 
pose de  quatre  branches  infinies, 
symétriques  deux  à deux  par  rap- 
port à l’origine.  L’axe  des  y est 
asymptotique  aux  quatre  arcs  EF, 
E'F',  AB,  A' B'.  D’ailleurs, 


donc  c = I . Ensuite , 


d’où  d—±\.  Les  asymptotes  obliques  sont  donc  les  droites  GH, 
G'  H',  représentées  par  y = x ± i . Elles  coupent  la  courbe  aux 
points  B,  B',  E,  E'  donnés  par  x = ± i. 

2°.  = x’=t  yjx-—  2x-t-  2.  La  courbe  a quatre  branches  in- 

finies. Elle  a pour  axes  de  symétrie  les  axes  coordonnés  (supposés 


calcul , 


—/(a) 

.._/(“+*)_  * . 

•''“F(a-Hfc)  FCa-+-A)-F(«)’ 

h 


et,  pour  X = a , 

■^-F'(a) 


Ainsi,  pour  obtenir  la  vraie  valeur  de  la  fraction , on  prend  le  quotient 
des  dérivées  des  deux  termes,  et  onj  remplace  x par  a. 

Si  ce  nouveau  quotient  se  présente  aussi  sous  la  forme  -j  la  vraie  va- 

leur  est”|;.„^-';  etc. 
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rectangulaires).  L’application  de  la  règle  générale  donne  d’abord 
c = ± I,  puis 

( x’  ± — 2x-+-a)  — x’ 


J 


ex  — ± ^x‘  — 2 X + 


a q:  X = 


v_ 


^x’±^x’ — ax  + a±x 


a , a 

I 1“  ~î 

X x^ 


\/  '-\Jî?-7+7 


± I 


Les  deux  quantités  représentées  par  celte  dernière  formule  ont 
pour  limite  ±^*  Conséquemment,  l’équation  des  asymptotes  est 

J = ^ ( X ± ^ • La  courbe  a donc  quatre  asymptotes. 

3°.  J*  = x’  ± X y/x.  La  courbe  a deux  branches  infinies  passant 
par  l’origine. 

On  trouve , comme  ci-dessus , c = ± i . Mais  comme 


y — ex  = ± — 


y/j 


I ± v7-±  I 

.r/j 


quantités  qui  peuvent  croître  au  delà  de  toute  limite,  la  courbe  n'a 
pas  d'asymptote. 


4°.  u = 
donc 


I .11 

; — J — On  a sin-a  = 

I — a sin  T w 2 a 


« = 6o“  et  a = 3oo°. 

Considérons,  par  exemple,  la  direction  déterminée  par  a = 6o®. 

I 1 

tp'(w)  = — cos  - w;  d’où  y'(a)  = — cos3o°=  — -y3- 

Nous  aurons  ensuite  d—  ^ ^ valeur  absolue).  La  première 

asymptote  est  donc  complètement  déterminée.  On  trouverait  de 
même  la  seconde. 

5°.  K = -•  Celte  équation  est  celle  de  la  spirale  hyperbolique, 

qui  tourne  indéfiniment  autour  du  pôle , sans  jamais  l’atteindre. 

33. 
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Pour  celte  raison , le  pôle  est  appelé  point  asymptotique.  La  con- 
dition M = 00  donne  w = o.  Ainsi  la  courbe  a deux  branches  infi- 
nies , parallèles  à l’axe  polaire.  La  formule  d = ^ donne  rf  = i . 

Les  deux  branches  ont  donc  pour  asymptotes  des  droites  paral- 
lèles à l’axe. 

...  COSW — C0S2W  X 3 , I T J-  1 

b°.  U = ; = tans  - w.  tans  - w.  Les  directions  des 

cos  » -f-  cos  2 w 2 2 

branches  infinies  sont  données  par  a = ± 6o“  et  a = ± 1 8o". 

Considérons  la  valeur  a = 6o°.  Nous  aurons 


. , _ sm| w.sini M.sin (w  — 6o®) 

U sm(w  — 6o“)  = — 1 i 

cos^w.cosl^w 

Le  facteur  ).  devient  - pour  w = 6o°.  Sa  i 

cos  î w O 

leur,  d’après  la  règle  démontrée  ci-dessus,  est  — 


Conséquemment, 


dz=--  tang  45”  = 


Le  signe  — indique  que  l’asymptote  est  située  au-dessous  du 
rayon  vecteur  incliné  de  6o°  sur  l’axe  polaire. 

Les  branches  parallèles  à l’axe  polaire  n’ont  pas  d’asymptotes. 


SXXULCICZUS. 

I.  Trouver  les  branches  infinies  et  les  asymptotes  des  courbes 
ayant  pour  équations, 

y^ — Zyx^-^-  ijc*  -i-y  + X = o, 

— + = o, 

[y  — xY{y  -\-x)  — 2(jr  — — ar)x4-i  = o, 

— 3/’  X -f-  2y  — 1 = 0, 

^[x^  + x — 2)y*—B(x^—  i)  J*4-  ^x*—  4x^4- 8 x’ — x — 2 = o, 

j=  X — 1(^—  i), 

I I 

“ = 5 » “ = î 7—  » 

I — I COS  6 w • — T cos  ï w 

sin  3 w — sin  w 

Il  = 

e*> 


Digitized  by  Coog[c 


ANALYTIQUE. 


3tji 


( 3 + ) arc  tang X — 3x 


II.  Valeur  de  y = — : ' • ^ ^ = o. 


III.  Soit  M = 


?{“) 


l’équation  d’une  courbe  dont  l’asymptote  est 


déterminée  par  y (a)  = o,  d=  soit  S la  distance  comprise 

entre  la  courbe  et  l’asymptote,  cette  distance  étant  comptée  sur 
le  rayon  vecteur;  on  aura,  pour  w = a, 


y"(«) 

a[^'(a)p' 


CHAPITRE  XV. 

THÉORIE  DES  DIAMÈTRES. 


47o.  On  appelle  diamètre  d’une  courbe  ABC,  une  ligne  PP' P" 
qui  partage  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  MN , M'N',  parallèles  à une  direction 
donnée. 


&eoherohe  des  diamètres  d’une  courbe. 

176.  Soit  F(x,j)  = o,  (i) 

l’équation  de  la  courbe  ; les  cordes  parallèles  à la  direction  donnée 
pourront  être  représentées  par 

y — mx-\-a.,  (a) 

m étant  une  constante  et  a un  paramètre  variable.  Pour  avoir  les 
abscisses  des  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe,  on  élimine/ 
entre  les  équations  (i)  et  (a);  ce  qui  donne 

F ( X , mx  + a ) = o.  ( 3 ) 

Remarquons  actuellement  que  si  la  droite  MN  rencontre  .ABC 
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en  plusieurs  points  M , N , L , . . . , ces  points , considérés  deux  à 

deux , déterminent  des  cordes  MN , ML , NL , Dans 

chacune,  d’elles  l’abscisse  du  milieu  est  égale  à la  demi- 
somme  des  abscisses  des  extrémités.  Ainsi , x'  et  x" 
étant  deux  racines  réelles  de  l’équation  (3),  l’ab- 
scisse X,  du  milieu  de  la  corde  correspondante  sera 

JC*  — 

donnée  par  x^  — — Il  faudra  donc , pour  obtenir 

les  abscisses  de  tous  les  points  milieux  P,  R,  Q, — 
déterminés  par  la  droite  MNL,. . former  réquation 
aux  demi-sommes  des  racines  de  l’équation  (3).  Soit 


<f.(x,)  = o (4) 

cette  nouvelle  équation.  On  aura , entre  les  coordonnées  x,  et 
d’un  même  point  du  diamètre , la  relation  = ///x,  -f-  a.  Si  donc, 
entre  ces  deux  dernières  équations , on  élimine  a qui  varie  avec  la 
position  de  la  droite  mobile  MNL,  on  aura  l’équation  du  diamètre. 
177.  Application,  — Prenons  la  première  parabole  cubique  ABC, 

représentée  par 

y=x^.  (i) 

L’équation  (3)  sera 

X®  — mx  — a = o. 

Ordinairement,  la  recherche  de  Ve- 
quation  aux  demi-sommes  est  un  cal- 
cul pénible.  Mais  ici  on  peut  recourir 
à un  procédé  particulier.  En  effet,  x\ 
x\  X-  eiant  les  irois  racines , on  a 


donc 
et  enfin 


x' x" x”’ = o; 


x'  4-  x"  = — x"', 


x'-\-  x" 


Ainsi , l’abscisse  du  point  P est  égale  à la  moitié  de  l’abscisse 
du  point  L,  prise  en  signe  contraire.  Remplaçant  x par  — a x,,  on  a 

— 8 xJ  + a »/x,  — a = o. 
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L’élimination  de  « donne  ensuite 


J,  = 3/w.r,  — 8x-;. 

La  courbe  DOF,  représentée  par  cette  équation , a la  forme  in- 
diquée sur  la  figure  {ni  étant  supposé  compris  entre  o et  1). 

178.  Application  aux  courbes  du  second  ordre.  — Les  équations 
( i)  et  (-2)  étant 

Aj*+ Bo'j'-)- Cx’-l- Dj-l- Ex -f- F = O,  (i) 

(2) 

si  l’on  élimine  j,  on  obtiendra  une  équation  de  la  forme 
Rx’ -J- aSx -f- T = O.  (3) 

Soient  x'  et  x"  ses  racines  ; l’abscisse  du  point  milieu  de  la  corde  est 


X + X 


Mais  x'-|-x"  = — ^5  donc  x,  = — g) 


ou  R X,  -P  S = O.  ( 4 ) ' 

Cette  équation  ( 4 ) étant  la  dérivée  de  l'équation  ( 3 ) , on  peut , 
pour  la  former,  prendre  la  dérivée  complète  de  l’équation  (i),  en 
considérant  y comme  une  fonction  de  x égale  à /«x  -|-  a , et  rem- 
placer ensuite  j par  cette  valeur.  Le  premier  calcul  donne,  par 
le  principe  des  fonctions  composées , 

(2  Aj^4- Bx D)/n -f- + 2Cx E = O.  (5) 

Il  n’est  pas  nécessaire  d’aller  plus  loin  ; l’équation  (5)  représente 
le  diamètre.  En  effet,  si,  conformément  à ce  qui  vient  d’être  dit, 
nous  remplacions,  dans  cette  équation,  y par  wx-p  a,  il  nous 
resterait  ensuite , pour  éliminer  a , à écrire  y au  lieu  de  /wx  -f-  a. 
Nous  retomberions  donc  sur  l’équation  (5). 

179.  Remarques.  — I.  L’équation  (5)  étant  du  premier  degré,  il 
s’ensuit  que,  dans  les  courbes  du  second  ordre , tous  les  diamètres 
sont  des  lignes  droites  (*). 


C*)  En  général , si  l’équation  de  la  courhe  donnée  est  algébrique , et  du 
degré  n,  le  degré  de  l'équation  du  diamètre  sera  — ^ . 
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II.  Si  l’on  représente  par/(.r,  7)  le  premier  membre  de  l’é- 
quation (i),  on  pourra  écrire  l’équation  du  diamètre  sous  cotte 
forme  abrégée  : 

+/*=  O. 

Propriétés  des  diamètres,  dans  les  courbe»  du  second  ordre. 

180.  En  partant  des  équations 

Aj’-j-B.rj4-Cx*-l-D.r-l-Ex-|-F=  O,  (i) 
X=mx+x,  (a) 

nous  avons  trouvé,  pour  équation  du  diamètre, 

(a Aj-t- Bar-f-D)//»  H- B/-f- aCx -I- E = O.  (3) 

Voici  quelques-unes  des  propriétés  qui  résultent  immédiatement 
de  cette  équation  ; 

1®.  La  tangente  à V extrémité  d'un  diamètre  est  parallèle  aux 
cordes  (pie  ce  diamètre  divise  en  deux  parties  égales.  En  effet, 
l’équation  (3)  donne 

_ _ Bj  4-  2 C 4-  E 
aAj -|- B.x -f- D ’ 

X et  J étant  les  coordonnées  du  point  commun  au  diamètre  et  à 
la  courbe.  Or  cette  valeur  est  précisément  celle  du  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  en  ce  point.  Donc  cette  tangente  est  paral- 
lèle aux  cordes.  Cette  propriété  peut  aussi  être  démontrée  géomé- 
triquement. 

a°.  Dans  la  parabole,  tous  les  diamètres  sont  parallèles  entre 
eux.  Si  /«'  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre , on  a , par  l’é- 
quation (3) , 

, B w 4-  2 C 

m — J — • 

a A/w  H-  B 


Mais 

donc 


B(aAw  + B)  B . 

aA(aA/«4-B)  aA' 


(*)  Si  l’on  avait  a Am  -i-  B = 0 , on  ne  pourrait  plus  supprimer  le  fac- 
teur commun;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas , l’équation  (3) 
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Les  diamètres  de  la  parabole  ont  donc  pour  coefficient  angulaire 

la  quantité  constante 

181.  Diamètres  conjugués.  — En  représentant  par  m le  coeffi- 
cient angulaire  d’une  série  de  cordes,  et  par  m' le  coefficient  du 
diamètre  correspondant , nous  venons  de  trouver 

, B /M  -f-  2 C • » • 1 » 

m — T 5 J ou , ce  qui  est  équivalent, 

2 ttt  I XJ 

2 A mm'  4-  B ( -4-  w'  ) -1-  2 G = O. 

Cette  relation  est  symétrique  par  rapport  à w et  m',  c’est-à-dire 
qu’elle  ne  change  pas  quand  on  y remplace  m par  m'  et  m’  par  m. 
Il  résulte  de  là  que  si  l’on  considère  (dans  une  ellipse  ou  dans  une 
hyperbole  ) deux  diamètres  dont  les  coefficients  angulaires  soient 
m et  m',  chacun  d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à Vautre.  C’est  pour  cette  raison  que  ces  diamètres  sont 
dits  conjugués. 

Bes  axes. 

182.  Examinons  si,  parmi  les  diamètres  d’une  courbe  du  second 
ordre , il  en  est  un  qui  soit  perpendiculaire  aux  cordes  qu’il  divise 
en  deux  parties  égales  : ce  diamètre  prend  le  nom  A'axe.  Sup- 
posons, pour  plus  de  simplicité,  les  axes  coordonnés  rectangu- 
laires : nous  devrons  avoir,  entre  les  coefficients  m et  /«',  la  rela- 
tion m'=  — i (114)  ; donc  le  coefficient  angulaire  des  cordes  devra 

vérifier  1 équation — ’ 

^ m 2 A OT  4-  B 

ou  rtv—'i.  — g — m — i — O.  ( i ) 

Le  dernier  terme  est  négatif;  donc  il  y a deux  valeurs  réelles 
de  m et  deux  directions  de  cordes  principales. 


se  réduit  à BD  — 7 AE  = o,  relation  qui  ne  saurait  avoir  lieu  si  la  courbe 
donnée  est  une  parabole.  Par  conséquent,  aux  droites  dont  le  coe/ficient 


angulaire  est , ne  correspond  aucun  diamiirc.  Ce  résultat  tient  à 

ce  que  chacune  des  droites  dont  il  s’agit  rencontre  la  parabole  en  un  seul 
point. 
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De  plus , ces  deux  directions  sont  perpendiculaires  entre  elles  ; 
car  le  produit  des  valeurs  de  m est  égal  à — i . 

183.  Si,  dans  l’équation  générale  des  diamètres  : 

(aAj-K  Bx-p  D)/« -I- {Br4- aCx  + E)  = O,  (2) 

nous  remplaçons  m successivement  par  les  deux  racines  de  l’équa- 
tion (1),  nous  obtiendrons  les  équations  des  axes  de  la  courbe  don- 
née. Mais  si  l’on  veut  représenter  les  deux  axes  par  une  seule  équa- 
tion , il  vaut  mieux  tirer,  de  l’équation  { 2 ),  la  valeur  de  m et  la 
substituer  dans  l’équation  (i).  Ou  trouve  ainsi 

B(B^-1-2Cx-4-E)’-1-2(A  — C)  (2  A_7--f-B.r  + D)  (Bj-}-2C.r-l-E) 
— B ( 2 ky  -f-  Bx  4-  Df  = O. 

184.  L’équation  (i)  donne,  en  général, 

A - C ± v/rA-C)’+B* 



Dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole.  B*  = 4 AC; 
donc 


Cette  seconde  valeur  ne  répond  à aucune  corde  (180,  2”);  donc 
la  direction  des  cordes  principales  e^t  donnée  par  »j  = w,=  ^, 
et  l’équation  de  Vaxe  de  la  parabole  est 

B 2 AD  -f-  BE 

185.  En  résumé,  P ellipse  a deux  axes  perpendiculaires  entre 
eux;  il  en  est  de  même  pour  l’hyperbole;  mais  la  parabole  a un 
seul  axe. 

186.  Zc  cercle  a une  infinité  d^axes.  En  effet,  les  axes  coor- 
donnés étant  rectangulaires,  onaB=oetC=A;  donc  l’équa- 
tion B»i’-f-2(C  — A)/7ï  — B = o se  réduit  à o = o;  donc  pour 
toute  direction  de  cordes , il  y a un  axe.  C’est  ce  que  l’on  sait  par 
les  éléments  de  Géométrie. 
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CHAPITRE  XVI. 


THÉORIE  DU  CENTRE. 


187.  On  appelle  centre  d’une  Courbe  un  point  tel,  que  les 
points  de  la  courbe  sont,  deux  à deux,  symétriquement  placés  par 
rapport  à ce  point. 


U' 


M 


M' 


O P 


I 


188.  Quand  l’origine  est  un  centre  de  la 
courbe,  les  coordonnées  des  deux  points  sy- 
métriques M,  M'  sont -évidemment  égales  et 
de  signes  contraires.  Réciproquement,  si  les 
coordonnées  des  points  M , M'  sqi^  égales  et 
de  signes  contraires,  ces  deux  points  sont 
symétriquement  placés  par  rm|ûort  à IJori- 

189.  Il  résulte  de  là  que  si  l'équation  de  la  ne  •change 

pas  quand  on  remplace  x et  j par  — x et  — ^qrigig^^t  un 
centre.  En  particulier,  si  la  courbe  est  algéhriq^‘  et  qua^st^n 
équation  ne  renferme  que  des  termes  de  même  jfànté,  l’ét;t^tnc 
est  un  centre.  ' 

190.  La  réciproque  n'est  pas  nécessairement  vraie;  c’est-à-dire 

qu'une  courbe  dont  l'équation  contient  des  termes  de  parités  dif- 
férentes, peut  avoir  pour  centre  l'origine.  _ ^ 

Considérons,  par  exemple,  l’équation  x‘-|-j^*  — i = o,  qui  re--^- 
présente  une  courbe  rapportée  à son  centre  comme  origine  ; et  sup- 
posons que  l’on  multiplie  le  premier  membrë  par 


O’+i. 

L’équation  ré^ltapf^y^  ' ■ 

(x^;^f^^%(x4-î)’-4-(j— i)’+i]  = O,, 

qui , développée  ,*^^ient  des  termes  de  degré  pair  et  des  termes 
de  degré  impair,  équivaut  à l’équation  primitive;  car  le  facteur 
(x -1- égalàà  zéro,  ne  représente  aucun  lieu 
géométrique.  ^ « 

I.  . • 1', 


• I 
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Dans  CO  qui  suit,  nous  supposerons,  pour  plus  do  simplicité, 
que  l’équation  proposée  soit  irrédùct'Mc.  En  même  temps,  nous 
admettrons  la  proposition  suivante  : 

Si  une  courbe  algébrique , dont'  l’équation  est  irréductible , a 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées , tous  les  termes  de  cette 
équation  seront  de  meme  parité. 

I9I.  Théorème  I.  — Si  une  courbe  a deux  centres,  elle  en  a 
une  infinité  distribués  uniformément  sur  une  droite. 

Soient  0,  0'  deux  centres  d’une  courbe  à 
laquelle  appartient  le  [loint  A.  Si  nous  me- 
nons les  droites  AO,  AO',  et  que  nous  prolon- 
gions chacune  d’elles  d’une  longueur  égale, 
les  points  A',  B appartiendront  à la  courbe. 

Menons  A'O'B'  et  prenons  B'0'=  A'O':  B' 
sera  sur  la  courbe.  Enfin,  si  nous  menons  encore  BB'  et  OO'O", 
nous  obti^drons  ainsi  un  parallélogramme  AA'BB',  dans  lequel 
0"B  = OH“B',  êl  O'O’^:  00'.  Par  suite,  le  point  0",  dont  la  posi- 
tion est  indépoadante  de  la  direction  attribuée  à AA',  partage  en 
deux  parties  éghles  toutes  les  cordes  telles  que  BB'  ; ce  point  est 
done^  çentrë.  En  réjiétant  la  construction , on  voit  que  la  courbe 
a une  infiiütéÿlc  centres  distribués  uniformément  sur  le  prolonge- 
ment’ de  00', 

f95.  'Théorème  II.  — Si  une  courbe  a trois  centres  A,  B,  C«o« 
situés  en  ligne  droite , elle  en.  admet  une  infinité  distribués  uni- 
formément dans  son  plan. 

Sur  la  droite  indéfinie  .\B,  prenons  BD  = AB,  DE  = AB,  etc. 

Par  les  points  A,  D,  E,. . .,  menons  des 
parallèles  à BC.  Coupons  ces  parallèles 
par  les  droites  CH,  FI,  GK,...,  paral- 
lèles à AB  et  éiiuid^tantes.  Les  points  do 
rencontre  de  ces  dOW^ystèmes  de  droites 
seront  autant'^ ^nt^s.'^  , 

En  eflet,  M étant  un  point  de  la  courb^Koqstruiiigns  les  points 
M',  M"  syVnétriques  de  M relativement  aux'çcjifés  A7  B ; construi- 
sons, ensuite  le  point  M'*  symétrique  de  M"  p^r.  rapport  au  centre  C. 
Il  est  facile  de  voir  que  les  points  M',  M"  seront  symétriquement 
placés  relativement  au  quatrième  sommet  0 du  parallélogramme 
ABCO.  Le  point  0 est  danc  un  centre;  etc. 
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193.  Théoiikhe  ly.  — Une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir 
plus  d’un  centre. 

Il  résulte,  en  clTot,  de  la  construction  ci-dessus  (191),  que  si 
une  courbe  a pour  centre  les  points  0 , 0',  la  droite  A'  B rencon- 
trera cette  courbe  en  une  infinité  de  points;  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  pour  une  courbe  algébrique  (98). 

3>étermination  du  centre. 

194.  Pour  savoir  si  une  courbe  dont  l’équation  est/(jr,  j)  = o 
a un  centre,  on  trans[)orte  les  axes  parallèlement  à eux-mômes , do 
manière  que  l’origine  soit  le  centre  inconnu.  Si  « et  6 sont  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  il  faudra  que 'chacune  des 
deux  équations 

f[x'  -f-  a,  y +b)  = O,  /{  — x'-t-a,  — f + b)  = o, 

représente  la  courbe.  Par  suite,  en  éliminant  x'  ou  y entre  ces 
dernières  équations,  on  devra  parvenir  à une  équation  qui  serait 
identique,  si  la  nouvelle  origine  était  effectivement  un  centre. 

On  exprimera  donc  que  cette  même  équation  est  vérifiée  par 
une  valeur  arbitraire  de  >'  ou  de  x\  et  l’on  obtiendra  ainsi  des 
équations  entre  « et  b.  Si  l’on  y peut  satisfaire  par  un  système  de 
valeurs  réelles  et  finies  de  a èt  de  b,  la  courbe  aura  un  centre 
unique.  Dans  les  autres  cas,  elle  n’aura  aucun  centre  ou  elle  en 
aura  une  infinité. 

195.  Soit,  par  exemple , la  sinusoïde,  représentée  par  y = sin.r. 
L’élimination  de  y\  entre 

6 = sin  (x'-f- rt)  et  — y-l- ^ = sin  ( — x'-i- «), 
donne  = sin«  cos.r. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique , il  faut  que  l’on  ait 
b = o,  a = kit. 

Par  conséquent,  la  sinusoïde  a une  infinité  de  centres y^tués  à 

l’intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x.  a- 

^ • 

K ” ’ 

Application  an  second  ordre..  ' 

196.  Soit  • 

A J)  ’ -f  B X»  + C .r’  --H  Dr  + E .r  -f-  F = o.  ( 1 ) 
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Changeons  x en  x + a,  j en  j A ; nous  aufons 

Aj’  + Bxj  + Cx’-i-îAô  j-f-  B6 
, — 1“  B sCrt 

-I-  D + E 

■ +E«  \ 

-+-F  ) 

Avant  d’aller  plus  loin,  comparons  l’équation  transformée  et 
l’équation  primitive  : 

1°.  Les  termes  du  second  degré  n'ont  pas  changé;  2°  le  coeffi- 
cient de  y e^  la  dérivée  du  premier  membre  de  l’équation  propo- 
sée, prise  par  rapjjort  h y,  tlans  laquelle  on  remplace  x par  a,  y 
par  b ; 3°  fc  coefficient  de  x a une  composition  analogue;  4°  le 
terme  indépendant  est  la  fonction  proposée,  dans  laquelle  on  rem- 
place X par  a,  y par  b. 

Pour  que  la  nouvelle  origine  soit  un  centre,  il  faut  ( 190  ) que  les 
termes  du  premier  degré  disparaissent , ou  que  l’on  ait 

2Aè-l-Ba  + D = O,  (2)  B64-2Cfl  + E = o.  (3) 

Ce  sont  là  les  équations  du  centre.  Elles  donnent 

, — BE  — |—  2 CD  — BD  — i—  2 AE 

B’ -4 AC  ’ B>-4AC 

197.  Ces  valeurs  seront  finies  et  déterminées  tant  qifon  aura 

B’ — 4AC^o;  donc  1°  l’ellipse  et  l’hyperbole  ont  chacune  un 

centre  uniqiœ.  Si  B’  — 4 AC  = o , les  valeurs  de  a et  è sont  infi- 
nies; donc  2"  la  parabole  n’a  pas  de  centre. 

Si  l’on  avait  B’ — 4AC  = o,  BD  — 2AE  = o,  l’équation  (i)  re- 
présenterait le  système  de  deux  droites  parallèles,  et  le  lieu  des 
centres  serait’  la  droite  menée  à égales  distances  des  deux  autres 
droites. 

198. ’T)h  peut  déterminer  le  centre  de  la  courbe  (i)  par  l’inter- 
section-des  deux  droites  représentées  par  les  équations  (2)  et  (3). 
Chacune  de  ces  droites  est  un  diamètre  de  la  courbe.  En  effet,  si 
dans 

(2  A j + Bx  -1-  D) «/  -I-  (B/+  2Cx  -I-  E)  = o,  (4) 


X -I-  kb’ 
-\-'&ab 
+ C«’I 

-A-Dh  I 
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équation  générale  des  diamètres , on  suppose  m = o,  on  a 
B r + a C .r  -h  E = O, 

équation  qui  ne  diffère  de  ( 3)  que  par  le  changement  de  x en  a et 
de  r en  b.  On  verrait  de  même  que  l’équation  (a)  représente  le 
diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à Taxe  des  y. 

199.  Théorème.  — Tom  les  diamètres  passent  par  le  centre. 
En  effet,  l’équation  (4)  peut  être  regardée  comme  une  consé- 
quence des  équations  (a)  et  (3). 

EXERCICES. 

I.  Trouver  le  centre  de  la  courbe  représentée  par 

(jr-l-x)’-)-  3(j4-'J^)’  -}-  = o. 

II.  Trouver  les  centres  des  courbes  dont  les  équations  sont 

COSX  4- CQS  J = I, 

sin  J = a siri  x. 


CHAPITRE  XVII. 

RÉDUCTION  DE  L’ÉQUATION  GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Disparition  des  termes  du  premier  degré. 

200.  Pour  étudier  les  propriétés  des  courbes  du  second  ordre, 
on  cherche  d’abord  à ramener  l’équation  de  ces  courbes  à la  forme 
la  plus  simple  possible.  C’est  là  le  but  de  la*neV/«cf/o«  de  Véqua- 
tion  générale  du  second  degré. 

Soit  A J*-!- Cx’-I- D/  + Ex  4- F = O (i) 

l’équation  de  la  courbe  donnée.  Supposons  d’abord  que  cette 
courbe  soit  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  En  transportant  les 
axes  parallèlement  à eux-mêmes , de  manière  à prendre  le  centre 
pour  nouvelle  origine,  nous  aurons  (196),  au  lieu  de  (i), 

Ajr^4- B.rj  + Cx’4- F'^  o,  (a) 
en  posant  F'  = A 6’  4-  B^é  V Ca’  + Dè  4-  Er/  + F. 

34. 
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On  peut  simplifier  cette  expression  de  F'.  En  effet,  les  équations 
du  centre  étant 

2 A^»  + Ba -f- D = O,  2Cfl  + E = o; 

si  l’on  multiplie  la  première  par  b , la  secdfade  par  a,  et  qu’on 
ajoute  les  résultats,  on  trouve 

2 A -H  2 B«i>  4-  2 Ca’  4-  D 6 4-  E « = o, 

ou  Xb^-^-B  ab  4-  G 4-  — 4-  — = o ; 

2 2 

donc  F'  = — 4--- 4-F  (*). 

2 2 

Ainsi , le  terme  indépendant  des  variables,  dans  l’équation  trans- 
formée, se  compose  du  terme  indépendant  primitif,  augmenté  de 
la  demi-somme  des  termes  du  premier  degré,  dans  lesquelles  on 
aurait  remplacé  x et  y par  les  coordonnées  du  centre  (**  ). 

Disparition  du  rectangle. 

201 . Supposons  maintenant  les  axes  rectangulaires  : s’ils  ne  l’é- 
taient pas,  on  commencerait  par  faire  tourner  l’axe  des/  autour 
de  l’origine,  ce  qui  n’introduirait  aucun  terme  du  premier  degré 
dans  l’équation  (a). 

Pour  faire  disparaître  le  rectangle  des  variables , changeons  la 
direction  des  axes,  en  les  laissant  perpendiculaires  entre  eux. 

Les  formules  de  transformation  étant  : 

X =z  x'  cos  a — /'  sin  st,  y = x'  sin  a 4-/'  cos  a , 
la  substitution  donne 


A co  s’ oc 

/”4-2^  sinacosa 

x'y-\-X  sin’  a 

— Bsinoccosa 

4-Bcos’a 

4-BsinacoSa 

4-Csin’« 

—B  sin’ a 

4-C  cos’  a 

— 2Csin«cosrt 

(*)  Si  l’on  remplace  a et  b par  leurs  valeurs  ( 196) , on  obtient 

„ AE’-i-CD*— BDE 
^ h*-  4AC  . 

(**)  Cette  simpliGcation,  analogue  à la  réduction  de  l’équation  de  la 
tangente  (156),  est  fondée,  comme  celle-ci,  sur  le  théorème  des  fonctions 
homogènes  (15i>). 
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L’angle  x,  que  fait  le  nouvel  axe  des  abscisses  avec  l’ancien,  sera 
déterminé  par  l’équation 

(A  — C)  2Sin  a cos  a -|-  B (cos’ a — sin’a)  = o (*),  (3  ) 
ou  (A  — C ) sin  a a H-  B cos  a a = o ; 

B 

d’où  tangaa  = — Q-  (4) 

iùi.  Cette  formule  donne  toujours  pour  a a une  valeur  réelle, 
attendu  que  la  tangente  peut  passer  par  tous  les  états  de  gran- 
deur; donc  la  réduction  proposée  est  possible. 

11  n’y  a qu’une  manière  de  l’effectuer  (**  ).  En  effet,  soit  a a'  le  plus 

petit  angle  positif 
de  a a seront 


ayant  pour  tangente 


les  valeurs 


aa  = aa',  aa=aa'-4-7r,  a a = a a'-f- a tt,  aa^aa'-J-37r 

On  aura  donc 


a = a',  a = a'-l — j a = a'-f-îr,  a 

a 


Ces  valeurs  de  a répondent  à deux  droites  perpendiculaires  et  aux 
prolongements  de  ces  droites;  elles  déterminent  donc  un  seul  sys* 
tème  d’axes. 


Équation  dei  courbe*  à centre. 

203.  Au  moyen  de  la  transformation  précédente,  et  en  p<mnt, 
pour  abréger, 

M = A cos’  a — B sin  a cos  a + C sin’  a,  ( 5 ) 

N = A sin’a  + B sina  cosa -I- C COS’a,  (6) 

(')  Si  l'on  divise  tous  les  termes  par  cos’  a,  on  obtient 

. . A— C 

tang’  a — 2 — 5 — tang  a — i = o , 

n 

A — C 

équation  qui  no  difTère  pas  de  iw’ — 2 — - — m — i — o.  (182)  Ce  résul- 

H 

tat  était  évident  à priori. 

(’**)  Excepté  quand  on  a en  même  temps,  A = C,  B = o.  Mais  alors  la 
courbe  donnée  est  un  cercle. 
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on  change  l’équation  (2)  en 

M/’+Nx'’  + F'=  o:. 

la  courbe  est  actuellement  rapportée  à son  centre  et  h ses  axes. 
204.  Calcul  des  coefficients  M,  N.—  Lesformules  (5)  et  (6)donnent 

i“.  M-1-J^  = A4-C  (7), 

2®.  M — N = ( A — C ) cos  2 a — B sin  2 a. 

Mais,  par  la  formule  (4)^ 

-B  A-C 

sm 2 a =:  ■ ■ > cos 2 a = ■ ■ ■ ■•  

v/B*-h(A-C)’  t/B’+(A-C)’ 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  obtient 

M-N  = v/(A-C)’+B’;  (8) 
puis  M = i [a  + C - /(A  - C)’+  B*  j, 

N = i[A  + C + v/(A-Cr-+-B’]. 


On  peut  observer  que  ces  deux  quantités,  sont  les  racines  de  l’é- 
quation 

, B’ -4  AC 

z’  — ( A -f-  C ) Z ~ 


20s.  Beman/ues.  — I.  Dans  les  valeurs  de  sin  2 a et  cos  2 a 
écrites  ci-deesus,  le  radical  peut  être  pris  avec  le  signe  ou 
avec  le  signe  — . Nous  conviendrons  de  le  prendre  positivement, 
ce  qui  revient  à supposer  sin  2 a r/e  signe  contraire  à B. 

II.  D’après  l’équation  (7),  si  Von  change  la  direction  des  axes 
rectangulaires,  la  somme  des  coefficients  des  carrés  des  variables 
reste  constante. 

III.  Les  coefficients  M,  N sont  de  mémo  signe  quand  la  courbe 
est  une  ellipse , et  de  signes  contraires  dans  le  cas  de  l’hyperbole  ; 

car  la  condition  B’  — 4AC, ^ 0 se  réduit  ici  à — 4MN  ^ o. 

IV.  Il  y a plus  ; la  fonction  B’  — 4 AC  est  identiquement  égale 
à — 4MN;  car 

(M  + N)’-(M-N)’=.  4MN-4AC-B’; 
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donc,  si  l'on  fait  tourner  les  ajces  rectangulaires,  la  fonction 
B’ — 4 AC  reste  constante. 

Réduction  dan*  le  cas  de  la  parabole. 

206.  Disparition  du  rectangle.  — Si  l’équation  proposée  repré- 
sente une  parabole , nous  ne  pourrons  plus  faire  disparaître  les 
termes  du  premier  degré  ; mais  alors  le  calcul  précédent,  appliqué  à 

A^-4'Bx/  + Cx’-f-Dj-|-Ea:-|-F  = o, 
donne  une  équation  de  la  forme 

Mj'^  + N.r'’  + R7'+Sx'-l-F  = o, 

dans  laquelle  un  des  coefficients  M,  N devra  être  nul.  En  effet , on 
doit  avoir  — 4MN  = o.  Du  reste,  les  formules  (7)  et  (8)  de- 
viennent 

M + N = A -1-  C, 

M - N = v^(A  - C)»+  4 AC  = /(A  -H  C)’  = ± ( A -f  C). 

Nous  pouvons  supposer  A > o,  d’où  C > o,  sans  quoi  réquation 
ne  représenterait  pas  une  parabole  ; donc,  pour  prendre  le  radical 
positivement,  nous  écrirons  M — N = A -1-  C.  Ces  valeurs  donnent 

M = A + C,  (9)  N = o.  (10) 

On  voit  donc  que , dans  le  cas  de  la  parabole,  si  l'on  fait  dispa- 
raître le  rectangle  des  variables,  l'un  des  carrés  disparaît  en  même 
temps. 

207.  L’équation  transformée  est,  en  supprimant  les  accents, 

M -|-  R J S X 4-  F = o. 

Il  reste  à calculer  les  valeurs  de 

R = D cos  a — - E sin  a, 

S = D sin  a -|- E cos  a. 

^ A-C  A-C 

Or,  cos  2 a . : , ■ . i 

^B’+(A-C)’  a + c 

d’où  sin«  = ± y/ 

Nous  avons  supposé  A et  C positifs.  Quant  au  coefficient  B,  il 
peut  être  positif  ou  négatif. 
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i”.  B > O donne  sin2a<o,  aa>7r,  x>^)  sina>o  et 
cos  a < O ; 

1T 

a“.  B < O donne  sin  a a > o,  a a < tt  , « < - ? sin  a > o et 
cos  a > O. 

On  prendra  donc  cos  a de  signe  contraire  « B,  et  l’on  aura, 
sans  ambiguïté,  R et  S. 

208.  Seconde  réduction.  — Transportons  maintenant  les  axes 
parallèlement  à eux-mèmes,  de  manière  à faire  disparaître  le 
terme  en  et  le  terme  indépendant  : nous  ne  pourrions  pas 
annuler  le  coefficient  de  x\  parce  que  l’équation  transformée  ne 
contiendrait  plus  que  J 

Au  moyen  des  valeurs  x = jc'  -f-  a,  r = j'  + A , l’équation  ré- 
duite devient 


Mr'’-j-aM6 

+ R 


Posons  les  équations 

aM^i  + R = O, 


+ R6 
-F  S« 
+ F 


= O. 


.,  M RZ» -f- Srt  4- F = O. 

La  seconde , simplifiée  au  moyen  de  la  première , devient 
R6  4-  aSrt  + aF  = o. 

Nous  aurons  donc,  pour  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine, 

R’  - 4 MF 


b = -~, 

a M’ 


a = 


4 MS 


Ces  valeurs  sont  finies  et  déterminées;  car  si  l’on  avait  M = o ou 
S = o , l’équation  donnée  représenterait  une  droite  ou  deux  droites. 


Équation  de  la  parabole. 

209.  Il  est  donc  toujours  possible  de  faire  disparaître  le  terme 
en  4^'  et  le  terme  indépendant,  et  de  ramener  l’équation  d’une 
parabole  à la  forme  Mr”4-  Sx'=  o.  L’axe  des  abscisses  est  pré- 
cisément raxc  de  la  parabole , car  les  coordonnées  sont  rectangu- 
laires, et , pour  cliaque  valeur  de  x\  on  a deux  valeurs  de  r'  égales 
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et  de  signes  contraires.  L’origine,  située  sur  la  courbe,  en  est  le 
sommet. 

Enfin , l’axe  des  ordonnées  est  la  tangente  nu  sommet. 

210.  En  résumant  ce  qui  précède,  on  conclut  que  : i”  dans  le 
cas  de  V ellipse  ou  de  l'hyperbole,  l’équation  de  la  courbe  peut  être 
ramenée  à la  forme  Mj’-l-Nx’  = P;  2“  l’équation  de  la  parabole 
peut  toujours  être  réduite  à la  forme  + Sx  = o. 

EXERCIGX». 

I.  Réduire,  à la  forme  la  plus  simple,  l’équation 
4 4-  2 XJ  — X*  4-  2 J — 6 X — 1 = 0. 

Résultat  : 4-  3)  j’  — (y/^  — 3)  x’  4-  ^ = o. 

IL  Simplifier  l’écpiation 

j’ — 2 XJ — 2X=0. 

, Résultat  : ( 4-  — (y/S  — i)x*  — 2 = 0. 

111.  Simplifier  l’équatjjwr^ 

4j’4- 4-*J4-x’4- J — /i.r4-i=o. 

3 

Résultat  : 5 r’  — x = o. 

y/5 

■ IV.  Même  recherche  pour  l’équation 

i6j’  4-  24  XJ 4-  9 x’  4-  2j  — 6x  4-1  = 0. 

Résultat  : 25  j’ 4-  6x  = o, 

V.  Dans  quels  cas  les  équations 

Aj’4-  b XJ  4-  Cx’4-  D J 4-  E X 4-  F = o, 

A'j’4-B'xj4-'C'x=4-D'j4-E'x4-F'=  o,  ' 

représentent-elles  deux  courbes  égales?  (Les  axes  sont  supposés 
rectangulaires.  ) 
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CHAPITRE  XVIII. 

THÉORIE  DE  L’ELLIPSE. 


PréUminaîres. 

m 

2H . Conditions  nécessaires  pour  que  V équation  M j’-t-  N x’  = P 
représente  une  ellipse.  — Il  faut  d’abord  que  les  coefficients  M et 
N soient  de  même  signe  ; et , cela  étant , on  peut  les  supposer  po- 
sitifs. Il  faut  ensuite  que  P soit  positif;  car  si  P est  négatif,  l’équa- 
tion ne  représente  rien , et  si  P est  nul , l’équation  représente 
l’origine. 

212.  Détermination  des  sommets  et  des  axes. 


7 = 0 donne  .r  = ± 


v/l==^“- 


Les 


points  Â,  A',  api^i  déterminés,  sont  deux 
sommets;  AA'=  y'h  est  l’un  des  axes. 

*.'«  •’  /P  ^ 

,x  = o donne  7 = ±Wj^=±è:B 

et  B'  sont  les  deux  autres  sommets. 

On  peut  supposer  a~;>  b,  alors  2 a est  le  grand  axe  et  2Ô  le 
petit  axe. 

P P 

213.  Equation  réduite.  — Si  Ton  remplace  M et  N par  tz  et  — > 

O a} 

on  obtient 

= (') 


Telle  est  l’équation  la  plus  simple  de  l’ellipse;  elle  a de  l’analogie 

X Y 

avec  l’équation  de  la  ligne  droite  : - 4-^  = i . 

214.  L’équation  (i)  devient,  par  la  disparition  des  dénomina- 
teurs, 

a^y"‘ +IP  = cél?.  (2) 

Si  a = b,  on  a = a’,  équation  d’un  cercle  ; donc  le  cercle 

est  un  cas  particulier  de  VelUpse  : c'est  une  ellipse  dans  laquelle 
les  deux  axes  sont  égaux  entre  eux. 
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215.  La  discussion  de  l’équation  (2)  est  trop  facile  pour  que 
nous  nous  y arrêtions.  Nous  ferons  seulement  les  deux  remarques 
suivantes  : 

1°.  Soit  MP  l’ordonnée  d’un  point  de  l’ellipse.  D’après  l’équa- 
tion (1) , 

MP’=  = {a  - = A'P.AP. 

(Z  Cl  *• 


Pour  un  autre  point  M',  on  aurait 


M'P'’=^- A'P'..4P'. 

(V 


Conséquemment , 


MP 

ïr?’ 


A'P.AP 

A'P.AP'.' 


En  d’autres  termes  : Dans  l'ellipse,  les  carrés  des  ordonnées 
perpendiculaires  à l'un  des  axes  sont  entre  eux  comme  les  rec- 
tangles des  segments  correspondants  formés  sur  cet  axe. 

2°.  Si  nous  menons  le  rayon  OM , bous  aurons 

OM  = y/ x’4-  ^ («^  — ou  OM  = 4-  ^ - 

Conséquemment , la  distance  du  centre  à un  point  de  l'ellipse 
augmente  avec  l'abscisse  de  ce  point. 

216.  Condition  pour  qu'un  point  soit  extérieur  ou  intérieur  h 
l'ellipse.  — Suivant  qu’un  point  est  sur  l’ellipse,  extérieur  à l’el- 
lipse, ou  intérieur  à l’ellipse,  la  fonction  a' y' b' x'  — a' b'  est 
nulle,  positive  ou  négative. 

Soit , par  exemple , le  point  M exté- 
rieur à l’ellipse.  Si  l’on  mène  OM , on 
aura,  M'  étant  le  point  d’intersection, 

(é y" b'  x"  — céb'=  o. 

Mais,  évidemment,  y"<y'y  x"<^x'\ 
donc 

y' -f-  è’x’  — céb' > O,  etc. 

217.  Analogies  entre  l'ellipse  et  le  cercle  circonscrit.  — L’équa- 

, 35 
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tion  (2)  donne  j = ± ^ ^ (O  — x’  = ^ j',  en  appelant ' l’ordon- 
née du  cercle  ACA'C',  correspondant  à l’ab- 
scisse X.  Si  donc  le  cercle  était  tracé,  il  suf- 
firait, pour  avoir  les  points  de  l’ellipse,  de 
diminuer  les  ordonnées  des  points  du  cercle 
dans  un  rapport  constant  (*  ).  Do  là,  ce  moyen 
de  construire  l’ellipse  : 

Sur  les  deux  axes,  comme  diamètre,  on 
trade  deux  circonférences.  On  mène  un  rayon 
quelconque  ; par  le  point  M',  où  il  coupe  la 
grande  circonférence,  on  mène  une  parallèle 
au  petit  axe , et  par  le  point  N , où  il  coupe  la  petite  circonfé- 
rence, on  mène  une  parallèle  au  grand  axe.  Le  point  M,-  intersection 
de  ces  deux  lignes,  appartient  à l’ellipse. 

M'P  OM' 


En  effet , 


NR  . ON 


ou 


y__*i 
y T 


EXERCICES  (*>). 


*1.  Théorème.  — Si  une  droite,  de  longueur  constante,  glisse 
entre  les  côtés  d’un  angle  donné , un  point  quelconque  de  cette 
droite  décrit  une  ellipse  ayant  pour  centre  le  sommet  de  l’angle. 

II.  Théorème.  — Si  une  droite,  de  longueur  constante,  glisse 
entre  les  côtés  d’un  angle  donné , un  point  quelconque , invaria- 
blement lié  à celte  droite , engendre  une  ellipse  ayant  pour  centre 
le  sommet  de  l’angle. 

lU.  Quelles  sont,  en  grandeur  et  en  direction,  les  axes  de  l’el- 
lipse engendrés  par  le  sommet  d’un  triangle  dont  la  base  glisse 
entre  les  côtés  d’un  angle  donné? 


(*)  On  exprime  quelquefois  cette  relation  entre  les  deux  courbes , en 
disant  que  l’ellipse  est  un  cercle  contracté,  ou  que  le  cercle  est  une 
ellipse  dilatée.  Le  principe  de  la  dilatation  est  un  cas  très-particulier  de 
Vhomographie. 

(*.")  A cause  de  l'étendue  de  ce  chapitre,  et  des  divisions  tranchées 
qu’il  présente,  nous  plaçons,  après  chacune  d’elles,  les  exercices  qui  s’y 
rapportent.  La  même  remarque  s’applique  aux  chapitres  XIX  et  XX. 
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Bes  foyert  et  de*  directrice*. 


218.  On  appelle  foyer  d'une  courbe  du  second  ordre,  un  /joint 
dont  la  distance  à un  /joint  de  la  courbe  est  une  fonction  ration- 
nelle et  du  premier  degré  des  coordonnées  rectilignes  de  ce  dernier 
/joint. 

Il  résulte,  de  cette  définition,  qu’à  chaque  foyer  correspond  une 
droite  nommée  directrice,  telle,  que  les  distances  d'un  /joint  quel- 
conque de  la  courbe  au  foyer  et  à la  directrice  corres/jondantc 
sont  dans  un  rap/jort  constant.  En  effet,  soit  S la  distance  du 
foyer  à un  point  quelconque  (x , y)  de  la  courbe.  D’après  la  défini- 
tion , on  doit  avoir  § = niy  ru:  /j.  D’un  autre  côté , si  l’on 

considère  la  droite  représentée  par  my  -y  nx  p = o , la  dis- 
tance du  point  (x,  j)  à cette  droite  sera 


J my -y  nx  -y  P , ^ 

d—  ou  (/=■-■  ; 

}Jm^  -y  n^  }jm^  -y  ré 


donc 


né  -y  ré — 
d 


coust. 


Ainsi  l’équation  my  -y  nx  -y  p = o représente  une  directrice. 

219.  Recherche  des  foyers  d'une  courbe  dont  l'équation  est 
donnée.  — Soit 


Aj’-f- + Cx’-l- Dj-f- Ex -f- F = O (i) 
cette  équation. 

En  représentant  par  a , p les  coordonnées  du  foyer,  et  en  sup- 
posant les  axes  rectangulaires,  nous  devons  avoir,  d’après  la  défi- 
nition des  foyers , 

yj{x—  ^Y=  my  + nx-yp, 

ou  (x  — ccY-y{y—pyz=(iny-yr/x-ypy. 

Cette  relation  entre  x et  y,  appartenant  à tous  les  points  de  la 
courbe,  doit  pouvoir  être  identifiée  avec  l’équation  (i).  Dévelop- 
pée , elle  devient 

(i  — m^)y^  — imnxy  -|-  (i  — . )x’  — a( (3  + rnp)y  ) 

— -y  n/j) X -y  cé -y  — /j‘‘ =z  O.  1 

Il  faut  donc  que  les  coefficients  de  l’équalion  (ï)  soient  égaux  à 
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ceux  de  l’équation  (i),  multipliés  respectivement  par  un  même 


facteur  >.  Par  suite. 

M 

5 

1 

II 

(3) 

),D  = — 2(P-f-W/l), 

(6) 

i B = — 2 nin , 

(4) 

XE  = — 2(a  -1-  n/i). 

(7) 

ÀC  = I — 

(5) 

\Y=céy-p‘  — jé. 

(8) 

220.  Sans  vouloir  résoudre  ces  six  équations  par  rapport  aux 
six  inconnues  a,  p,  ni,  nous  ferons  les  remarques  sui- 

vantes ; 

i".  Si  l’on  retranche  (5)  de  (3)  et  qu’on  divise  par  (4),  on 
obtient 

A — G m n 
ni  ‘ 

ou , en  posant  — = e, 


Cette  équation  a ses  racines  réelles  (*). 
a".  Les  équations  (3),  (5)  donnent  | comme 

le  rapport  ^ = v est  réel , \ sera  réel. 

3°.  Les  équations  (3),  (4),  (5)  donnent  encore 

)i’(B’-4AC)  = 4(/w’+«’-i). 

Cette  dernière  relation  , dans  laquelle  est  positif,  prouve  que 
dans  le  cas  de  l’ellipse , on  a né  + n’  < i . Or , on  a trouvé 

d = - ■ ■ ; donc  rf  ^ : chaque  point  de  l'ellipse  est  plus 

y/ni’  -4-  ré 

prés  du  foyer  que  de  la  directrice  correspondante.  Pour  l’hyper- 
bole, c’est  le  contraire , à cause  de  rf  < Enfin , dans  le  cas  de 
la  parabole , on  a in’  -|-  n’  = i , rf  = (î  ; donc  chaque  point  de  la 
parabole  est  également  distant  du  foyer  et  de  la  directrice.  Ce 
dernier  résultat  s’accorde  avec  cé  cpie  l’on  a vu  au  n"*  64. 

(*)  Cette  équation  est  celle  qui  donne  les  directions  des  axes  princi- 
paux (182).  Par  conséquent,  la  directrice  est  perpendiculaire  à l’un  de 
CCS  axes. 


Digilized  by  Google 


ANALYTIQUE.  4i3 

221.  Nous  remarquerons  encore  que  si  B = o,  l’équalion  (4) 
devient  nin  = o ; ce  qui  exige  que  ni  = o ou  « = o ; donc , dans 
ce  cas,  la  quantité  rny ->r  nx p se  réduit  à «y  ou  à 
nx  -1-  p.  Ainsi , quand  la  courbe  est  rapportée  à des  axes  parallèles 
aux  siens,  la  distance  d’un  point  quelconque  au  foyer  est  une 
fonction  rationnelle  de  l’abscisse  ou  de  l’ordonnée  du  point. 

222.  Pour  étudier  les  propriétés  des  foyers,  nous  pouvons  sup- 
poser que  l’équation  de  la  courbe  soit  ramenée  à la  forme  la  plus 
simple.  En  effet,  les  formules  relatives  à la  transformation  des 
coordonnées  rectilignes  renfermant  ces  quantités  au  premier  degré 
seulement,  il  s’ensuit  que  si  un  jMÎnl  est  un  foyer  par  rapixnt  à 
un  certain  système  d'axes,  il  sera  également  un  foyer  par  rap- 
port h tout  autre  système. 

223.  Cela  étant,  supposons  l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à 
ses  axes,  et  voyons  si  la  distance  du  foyer  à un  point  (x,  j)  do 
la  courbe  peut  s’exprimer  par  une  fonction  rationnelle  de  l’ab- 
scisse (221). 

On  a ( j:  — (^  — P)’  et  y = ±^y/d‘  — x'. 

S devant  se  réduire  à une  fonction  rationnelle  de  x,  il  en  doit 
être  de  même,  à plus  forte  raison,  pour  S',  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  § = o ; donc , s'il  y a un  foyer,  il  est  sitiui  sur  l'axe 
des  abscisses. 

La  substitution  donne 

5*  = (x  — a)’-4-  ^ (a’  — x’)  = ~ ^ — aax  a’-l-  6’. 

Pour  que  S soit  ratiomiel,  il  faut  que  le  trinôme  soit  un  carré 
parfait;  donc  aé=  — (a’-|-  ô’) , 

ou  a = ± y/rt’  — b*. 

Ces  valeurs  seront  réelles  si  a surpasse  b ; donc  l'ellipse  « deux 
foyers  situés  sur  le  grand  axe , de  part  et  d'autre  du  centre,  à 
une  distance  de  ce  point  égale  à — b'- 

224.  Pour  construire  les  foyers  F,  F',  il  suffit  de  décrire , de 
l’extrémité  B du  |)ctit  axe  comme  centre,  avec  a pour  rayon,  un 
arc  FF'. 

35) 
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La  distance  OF=OF'=  yja^—hi^ 
est  quelquefois  appelée  excentri- 
cité ; on  la  repr^ente  ordinaire- 
ment par  c. 

223.  Soit  maintenant  S la  dis- 
tance d’un  point  M de  l’ellipse  nu 
forer  de  droite , et  S’  sa  distance 
au  forer  de  gauche.  Nous  aurons 


= —T  x'  1CX  -4-  .r’, 
a 

S'=  ± 


A cause  de  c <a,  1a  quantité  comprise  dans  la  première  paren- 
thèse sera  toujours  négative,  tandis  que  la  quantité  comprise  dans 
la  seconde  parenthèse  sera  toujours  positive.  D’ailleurs , lî  et  lî' 
représentant  des sont  des  quantités  essentiellement  jw- 
sitives.  Donc  nous  devons  prendre 


5'  = a-\-^x. 
a 


226.  Remartjucs.  — I.  Chacune  de  ces  dernières  équations  re- 
présente l’ellipse  : les  coordonnées  d’un  point  quelconque  sont  ses. 
distances  au  foyer  et  au  petit  axe. 

II.  On  conclut,  des  valeurs  de  ^ et  5',  donc,^ 

dans  V ellipse , la  somme  des  rayons  vecteurs  menés  de  chaque 
point  aux  deux  foyers  est  égale  au  grand  axe  (*). 

III.  La  propriété  précédente  appartient  exclusivement  aux  points, 
de  l’ellipse  ; c’est-à-dire  que  : i°  si  un  point  est  intérieur  à l’el- 
lipse, la  somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est  moindre 
que  le  grand  axe;  i°  qiuind  un  point  est  extérieur  à V ellipse,  la 

• somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers  surpasse  le  grarul  axe. 

1°.  Le  point  M étant  intérieur  à l’ellipse  AA',  prolongeons  le 
' ra'yon  vecteur  F'M  jusqu’à  sa  rencontre  avec  la  courbe,  et  menons 
MF,  /«F.  Nous  aurons 

V m -I-  /«  F = , MF  < M /«  -I-  m F ; 

(’)  Celte  propriété  est  souvent  prise  pour  détinition  do  l’ellipse  (62). 
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d’où,  on  ajoutant  membre  à membre  et  réduisant, 

F'M  -1-  xMF  < 2«. 


4i5 


2°.  Dans  le  cas  d’un  point  extérieur  M', 
la  même  construction  donne 

F'w  + wF  = 2«,  «iM'+M'F>  /«F; 

donc  F'M'-i-M'>  2 a. 

227.  Directrice.  — Cette  droite  étant  généralement  repré- 

sentée  par  my  4-  wx  +/>  = o (218  ),  a — - x = o est  l’équation 

de  la  directrice  DE  correspondant  au 
foyer  F ; donc  la  directrice  de  V ellipse 
est  perpendiculaire  au  f'rand  axe.  On 
la  construira  facilement,  car  sa  dis- 
tance au  centre  est  une  troisième  pro- 
portionnelle à c et  à a.  Il  y a une  autre 
directrice  D'E'  qui  correspond  au  foyer 

F',  et  dont  l’équation  est  a + = 0.  ’ 

228.  Soit  d la  distance  d’un  point  M de  la  courbe  à la  directrice 

DE  : d =~ X.  Or,  S = a — -x:  donc 

c en,  a 


d .a fa’ 


ex)  a 
c 


Nous  retrouvons  aifîsi  eçUe  propriété':  le  rapport  des  distances 
de  cliat^ue  jjcijnl  de  la  fourbe  au  '^^  er  et  à la  directrice  est  con- 
stant. De  pl^s,  ce  rapport  est  celui  de  l’excentricité  au  demi  grand 


axe. 

229.  Construction  de  C ellipse  à l'aide  des  foyers.  — Les  axes 
g ^ étant  donnés,  les  foyers  F,  F'  seront  déter- 
minés (22-1).  Prenons,  sur  le  grand  axe,  une 
. distance  quelconque  AE  ; du  foyer  F,  avec  AE 
^ pour  rayon,  traçons  un  arc  de  cercle  ; du  foyer  F', 
avec  A'E  pour  rayon , traçons  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  le  premier  en  M ; le  point  M appar- 
tient évidemment  à l’ellipse. 


E . \ 

a(  J, 

0 F y 

ir^ 

B'  M' 
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La  somme  des  rayons  étant  pins  grande  que  FF',  les  circonfé-* 
rences  se  couperont  si  la  dilféronce  des  rayons  est  moindre  que 
FF'.  Or  A'E  = A'F'4-F'E,  AE  = AF±FE,  selon  que  le  point  E 
est  à gauche  ou  à droite  du  foyer  F.  Donc  A'  E — AE  = F'  E =f  FE , 
puis  F'E  =F  FE  < FF';  ce  qui  exige  que  le  point  E soit  pris  entre 
les  (leux  foyers, 

Cliaque  ouverture  du  compas  donne  quatre  points  de  la  courbe. 

230.  On  peut  construire  l’ellipse  d’une  manière  continue  : les 
extrémités  d’un  fil  sont  attachées  en  deux  points  fixes,  etc.  [B., 
Géoin.  ) 

SZEROZCES. 


•>  I.  Déterminer  les  foyers  de  l’ellipse  représentée  par 

. J* — — ly — ^x — 1 = 0, 


les  axes  étant  rectangulaires. 

II.  Même  question , en  supposant  l’angle  des  axes  égal  à 6o°. 

III.  Théorème.  — Si,  d’un  point  M de  la  circonférence  d’une 

ellipse,  on  mène  deux  cordes  MFN,  MF' N'  passant  par  les  deux 

. , MF^MF' 

foyers , la  somme  = const. 


IV.  Construire  une  ellipse,  connaissant  un  point,  un  foyer,  et 
les  grandeurs  des  axes. 

V.  Construire  une  ellipse,  connaiss^ant  un  foyer,  la  directrice 
correspondante,  et  un  point. 


De  la  tangente  et  de  la  normale. 

231 . Équation  de  la  tangente.—  Celte  équa^tîSn  est  généralement 

.'y 


y- 


K 


donc  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse  au  point  y'),  sera 


r—y— 5 — ; (.r  — X ). 

«’j''  ' 


Si  on  la  simplifie  au  moyen  de  la  relation 


(é  y’’^ x’’^  = (i) 

elle  devient 

<dyy  ' 4-  b'  xx'  = a‘  b'‘.  { 2 ) 
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232.  La  tangente  rCa  qu’un  point  de  commun  avec  l’ellipse.  — 
En  effet,  si  l’on  retranche  de  l’équation  (i)  le  double  de  l’équa- 
tion (2),  on  trouve 

«î  (jr'*  — "iXy)  b'‘[x''‘  — 2 xx'  ) = — d’b’\ 

d’où  a’  ( J — y'y-‘rb’[x  — x'Y  = c^y  -\-b’  x‘  — b’’. 

Le  premier  membre  est  essentiellement  positif  ; donc  tous  les  points 
de  la  tangente  satisfont  à la  condition  a’ y’’ -\-b’  x’  — a’’ b’  > o; 
donc  ces  points  sont  extérieurs  à l’ellipse.  Il  n’y  a d’exception  que 
pour  le  point  (x\y'),  lequel  est,  en  effet,  le  point  de  contact. 

233.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 


tanga. 


Si  le  point  M est  sur  le  premier  quadrant  de  l’ellipse , .r'  et  j ' sont 
positifs;  donc  tanga  est  négative,  et  l’angle  a est  obtus. 

Si  le  point  M se  confond  avec  le  sommet  A , tang  a = — « , 
ou  a = 90®.  Ainsi  la  tangente  h l’extrémité  du  grand  axe  est 
perpendicidaire  à cet  axe.  Si  le  point  M s’avance  vers  la  gauche, 
x'  diminue,  j'augmente,  tanga  diminue,  mais  cette  tangente  est 
négative  ; donc  l’angle  a augmente.  Enfin , quand  le  point  M arrive 
au  sommet  B,  x'  = o,  j'=  b,  tanga  = o,  a = 180®;  etc. 

234.  Les  tangentes  menées  aux  extrémités  d’un  même  diamètre 
sont  parallèles  entre  elles;  car  l’expression  de  tanga  ne  change 
pas  si  l’on  change  x'  et  j'  en  — x'  et  —y'.  On  pouvait  prévoir 
ce  résultat;  car  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  cordes  que  le 
diamètre  divise  en  deux  parties  égales  (180). 

235.  Relations  entre  la  tangente  et  le  diamètre  passant  par  le 
point  de  contact. 


1®.  a'  étant  l’angle  formé  par 
le  rayon  OM  avec  le  grand  axe, 

r' 

tang *'=^5  donc 

X 

tanga. tang  a = — —• 

2".  En  appelant  V l’angle  OMT, 


on  a 


V = a — a'; 
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donc 


— 6’x'  jr' 

tanaV  - tongg- tanga'  _ a^y' 

° I + tang  a tang  a' 

' ~ ^ 

_ — câb* 

~ à‘x'y' — b^x'y'~  c^x'y' 


Cette  quantité  est  négative  ; donc  l’angle  V est  obtus  : il  n’y  a d’ex- 
ception que  pour  les  sommets  A et  B,  auquel  cas  V = 90°.  Il  ré- 
sulte de  là  que  l’angle  V a un  maximum. 

236.  Rencontre  de  la  tangente  avec  les  axes.  — Si,  dans  l’équa- 
tion (2) , on  fait  j=  O,  on  trouve  x — ^ — OT,  valeur  indépen- 
dante de  b.  Conséquemment,  la  tangente  à toute  autre  ellipse  ACA' 
ayant  AA'  pour  axe,  menée  au  point  M'  dont  l’abscisse  est  x,  pas- 
sera par  le  même  point  T.  Si  l’on  considère , en  particulier,  la 
circonférence  décrite  sur  AA'  comme  diamètre , et  qu’on  lui  mène 
la  tangente  M'T,  la  tangente  MT  à l’ellipse  sera  déterminée  (*). 

237.  PnoBLÈHE.  — Mener  à l’ellipse  une  tangente  par  un  point 
extérieur  (a,  P).  — Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  do 
contact  : l’équation 

d’yy'  -i-  b‘‘  xx'  = a’  b 
devra  être  vérifiée  par  x = a,  j = donc 

a?Py' -^boix'  = b.  (ï) 

On  a,  en  outre. 


a^y” b x'^  — a’ b . (2) 
Ces  deux  équations  donnent 


, b a.  ± ^ ^ a’ P’ b oé  — a’  b 
^ . a’p’-\-  b aé  ’ 

, _ , J (3  q=  a y/rt’  P’  -|-  b cd — a’ b 
^ a’P’-\-  b a’ 

Ces  valeurs  sont  réelles,  et  le  problème  est  possible,  quand 


(*)  Cette  construction  résulte,  immédiatement,  de  ce  que  l’ellipse  est 
un  cercle  contracté  ou  dilaté  dans  un  sens  (217). 
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on  a o’&’  + ér’a’— o;  c’est-à-dire  quand  le  iwint  (a,  p) 
est  extérieur  à l’ellipse.  Si  le  point  est  sur  l’ellipse , on  n’a  plus 
qu’une  tangente.  Enfin,  il  n’est  pas  possible  de  mener  à l’ellipse 
une  tangente  par  un  point  intérieur. 

238.  On  peut  résoudre  géométriquement  la  question  précédente. 
On  considère  chacune  des  deux  équations  { i ) et  ( 2 ) comme  repré- 
sentant un  lieu  géométrique  : l’équation  ( 2 ) appartient  à l’ellipse; 
l’autre  représente  une  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact , 
attendu  que  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de 
ces  deux  points.  Cette  droite  existe  toujours,  même  si  le  point 
(a,  P)  est  à l’intérieur  de  l’ellipse  ; on  l’appelle  polaire  du  point 

(*,  P)-  . 

Pour  construire  cette  polaire  TT', 
on  cherche  les  points  où  elle  ren- 
. contre  les  axes. 


y = O donne  x = — = OR  ; 

a 


AT' 


' A’ 

X = O. donne  r = -3-  = OS. 

P 

239.  Si  le  point  M est  sur  le  grand  axe,  on  a p ; donc  ^ ^ > 

équation  qui  représente  une  perpendiculaire  au  grand  axe.  Ainsi , 
la  polaire  (Viin  i>oint  situé  sur  l’un  des  axes  est  perpendiculaire 
à cet  axe.  ■ 

Si  le  point  (a,  p)  est  le  foyer  F,  on  a a = c,  puis  x = — ; donc 

lapolmre  d’un  foyer  est  la  directrice  correspondante. 

240.  Rencontre  d’une  droite  avec  l’ellipse.  — Les  équations  de 
ces  deux  lignes  sont 

^5  yj  _|_  J.J  ^ fplji  y 


mx 


elles  donnent , par  l’élimination  de  j, 

(a’  n? b’]  x’’ 2rt’ mpx  -f  ( p’  — A’ ) = o. 

Cette  équation  aura  ses  racines  réelles  si  l’on  a 
n’m’p'‘—{p’ — è’ ) (fl’ 7/j’ -i- A’)  > O,  ou  />’<«’ /w’ i’. 
Lorsque  cotte  condition  est  vérifiée,  la  droite  est  sécante.  Dans  le 
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cas  de  > rt’  /w’  -+-  6%  la  droite  est  extérieure  à l’ellipse.  Enfin 

J-  = mx  ± / fl’  7w’  -1-  />’ 

représente  deux  tangentes  à l’ellipse.  Cette  équation  est  très-conb- 
mode  pour  résoudre  certains  problèmes. 

241 . Equation  de  la  normale.  — La  normale  en  un  point  d’une 
courbe  étant  la  perpendiculaire  à la  tangente  en  ce  point  (439), 
la  normale  au  point  (x',  y)  sera  représentée -par 

les  axes  étant  rectangulaires  : s’ils  étaient  obliques , l’équation  se- 
rait plus  compliquée.  L’équation  de  la  normale  à l’ellipse  est  donc 


On  y doit  joindre  la  relation 


+ é’x”  = fl’6’.  (a) 

Le  coefficient  angulaire  de  la  nor- 

Y* 

male  MN  étant  > on  voit  que  pour 

tous  les  points  de  l’arc  AB,  l’angle  MNx 
est  aigu  ; etc.' 

242.  Expression  'de  la  sous-normale.  — Pour  avoir  la  sous-nor- 
male NP,  il  suffit  de  prendre  la  valeur  de  x'  — x répondant  à 

b'^x' 

^ = O.  On  trouve  ainsi  NP  = — j-  • Cette  quantité , nulle  pour 


x'  = O,  c’est-à-dire  pour  le  sommet  B,  croît  avecx';  et  pour  x’=  a, 

elle  se  réduit  à — • Ainsi , à mesure  que  le  point  M se  rapproche 

du  sommet  A,  le  pied  de  la  normale  se  rapproche  du  point  C,  dis- 

tant  de  ce  sommet  d’une  quantité  égale  à — • On  trouverait  de 

même  que  la  limite  des  'points  de  rencontre  des  normales  avec  le 
petit  axe  est  un  point  situé  au-dessous  du  grand  axe,  à une 

distance  du  sommet  B égale  à y-  . 
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243.  Problème.  — Mener  à VeUipse  une  normale  parallèle  à 
une  droite  donnée. 

L’équation  (i)  peut  s’écrire  ; 

' o^y' 

^ P~‘ 


Si  l’on  veut  que  la  normale  soit  parallèle  à une  droite  dont  le 
coefficient  angulaire  est  /w,  il  faudra  que  l’on  ait  = m.  Cette 

relation,  jointe  à l’équation  (2) , donne  y'  =±z  —====• 

y rt’  -1-  b‘‘  ni‘ 

Substituant  dans  l’équation  (i),  on  obtient  cette  forme  particu- 
lière de  l’équation  de  la  normale  : 

m 

y — mx  3:  ■ — • 

On  voit  qu’il  y a toujours  deux  normales  parallèles  à une  direc- 
tion donnée. 

244.  Théorème.  — La  normale  MN  en  un  point  de  l'ellipse 
divise  en  deux  parties  égales  l’angle  des  rayons  vecteurs  menés 
à ce  jmint. 

Pour  démontrer  cette  propriété , il  suffit 
de  vérifier  la  proportion 

F'M  _ F'N 
MF  ~ NF  ■ 


Or,F'M=5'=a+-x',  FM=^=a-î.r'; 
’ a a 

et,  d’un  autre  côté,  en  faisant  y=o  dans  l’équation  (i)  de  la 

normale,  on  obtient 

x = m = x'-%x'^-x'. 

cr  ce 

Par  suite , la  proportion  ci-dessus  se  réduit  à l’identité 


Î-.T' 

a 

^ 1 

^ t 

-.r 

c ;.r‘ 

a 

36 


1 


1 


Digitized  by  Coog[e 


■iTV 


422  GÉOMÉTRIE 

245.  Corollaire.  — Im  tangente  MT  divise  en  deux  parties 
égales  V angle  FMG  forme  par  l’un  des  rayons  vecteurs  et  le  pro- 
longement de  l'autre. 

Cette  propriété  caractéristique  de  l’ellipse  peut  être  démontrée 
géométriquement.  En  effet,  si  nous  prenons  sur  la  tangente  MT  un 
point  quelconque  M' différent  du  point  de  contact  M,  nous  aurons, 
puisque  ce  point  est  extérieur  à la  courbe , 

F'M'+M'F>  2«; 

d’où  F'  M -I-  MF  < F'  M'  + M' F. 

Ainsi , le  point  de  contact  M doit  être  situé  sur  la  tangente  MT, 
de  manière  que  la  somme  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  • 
fixes  F et  F'  soit  un  minimum,  etc. 

246.  Construction,  au  moyen  des  foyers,  de  la  tangente  à l'ellipse. 
Supposons  que  l’on  veuille  mener  une  tangente  par  un  point 

extérieur  M.  Soit  T le  point  de  contact 
inconnu.  Menons  F' T,  FT,  et  abaissons 
FPG  perpendiculaire  sur  MT.  A cause  de 
l’égalité  des  angles  FTP,  GTP,  MT  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FG  ; donc 

MG  = MF,  TG  = TF; 
puis  F'G  = F'T  + TF  = 2fl. 

Si  donc,  du  point  M comme  centre, 
avec  MF  pour  rayon , nous  décrivons  une  circonférence , et  que 
du  foyer  F'  comme  centre,  avec  ia  pour  rayon,  nous  décrivions 
une  autre  circonférence,  le  point  G devra  se  trouver  à l’inter- 
section de  ces  deux  lignes. 

2i7.  Pour  que  les  circonférences  se  coupent,  on  doit  avoir  : 

i".  F'M  < 2(7 -|- FM, 

2°.  F'M>2a  — FM  ou  F'M>FM  — 2«, 

suivant  que  FM  sera  < 2a  ou  > 2/7. 

La  première  condition  est  toujours  satisfaite,  car  le  triangle  F' MF 
donne  F'M  < 2c  4-  FM.  Quant  à la  seconde,  elle  est  vérifiée  seu- 
lement quand  le  point  M est  extérieur. 

Dans  ce  dernier  cas , les  deux  circonférences  st;  couperont  donc 
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en  (leux  points  G,  G'  symétriquement  placés  par  rapport  à F'M. 
Pour  avoir  les  tangentes , il  siifBra  d’abaisser  MT,  MT'  perpendi- 
culaires sur  FG,  FG';  de  plus,  si  l’on  mène  F’ G,  F' G',  on  ob- 
tiendra les  points  de  contact  T,  T'.  D’après  cette  construction , on 
peut  obtenir  la  tangente  et  les  points  de  contact  sans  que  l'el- 
lipse soit  tracée. 

248.  Remarques.  — I.  Si  nous  menons  OP,  cette  droite,  passant 
par  les  milieux  de  F' F et  de  FG,  sera  égale  à la  moitié  de  F' G; 
donc  OP  = a ; le  lieu  des  projections  P -du  foyer  F sur  les  tan- 
gentes à l'ellipse , est  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre. 


II.  Les  deux  droites  F' G,  F' G'  sont  symétriques  par  rapport  à 
F'M;  donc  le  rayon  -vecteur  mené  au  point  de  concours  de  deux 
tangentes , divise  en  deux  parties  égales  V angle  formé  par  les 
rayons  vecteurs  menés  aux  points  de  contact. 

111.  MT  et  MT'  étant  toujours  les  deux 


tangentes  menées  par  le  point  donné  M, 
prenons  les  points  G,  I,  respectivement 
symétriques  de  F et  de  F'  par  rapport  à 
MT,  MT'.  Les  deux  triangles  GMF',  FMI 
sont  égaux  à cause  de  GF'  = a c = FI , 
GM  = MF  et  F'M  = MI  ; donc  les  angles 
GMF',  FMI  sont  égaux  ; donc 

GMF'-i-  F' MF  = FMI  -l-  F' MF, 
ou  GMF  = F' Ml. 


Ces  deux  derniers  angles  étant  égaux , leurs  moitiés  TMF,  T' MF' 
sont  égales;  donc,  en  retranchant  la  partie  commune  F' MF, 


TMF'  = FMT'. 


De  là  ce  théorème  : Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur 
font,  avec  les  rayons  vecteurs  menés  à ce  point,  des  angles 
respectivement  égaux. 

IV.  Les  triangles  rectangles  MPF,  MQF',  moitiés  de  triangles 

FP  MF 

isocèles  semblables , sont  semblables  ; donc  Ainsi  les 

distances  des  deux  foyers  à deux  tangentes  issues  d’un  même  jjoint, 
sont  entre  elles  comme  les  rayons  vecteurs  menés  h ce  point. 
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I.  Lieu  du  sommet  d’un  angle  donné , circonscrit  à uno  ellipse 

donnée.  ■ i * 

II.  Lieu  des  projections  du  centre  de  l’ellipse,  sur  les  normales 
à cette  courbe. 

Equation  du  lieu  : 

, J rt’  sin’  w -4-  bf  cos’  w 

U — ±- ; 

sin*  cos’ 


GÉOMÉTRIE 

EXCRCXOE8.  • 


III.  Une  ellipse  glisse  sur  une  droite  fixe  donnée , de  manière 
que  le  point  de  contact  soit  fixe  sur  la  droite;  quelle  est  la  courbe 
décrite  par  le  centre  de  l’ellipse? 


Résultat  : 


(g’  - r’)  (r’- 


IV.  Quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  foyer  d’une  ellipse  donnée, 
glissant  sur  les  côtés  d’un  angle  droit? 

V.  Théorème.  — Le  rectangle  des  perpendiculaires  abaissées  des 
deux  foyers  sur  une  tangente  quelconque  est  équivalent  au  carré 
du  demi  petit  axe. 

VI.  Théorème.  — La  somme  des  carrés  des  inverses  des  dis- 
tances du  centre  à deux  tangentes  conjuguées  quelconques  (c’est- 
à-dire  parallèles  à deux  diamètres  conjugués)  est  constante. 

VIL  Théorème.  — La  somme  des  rectangles  des  perpendiculaires 
abaissées  des  deux  foyers  sur  deux  normales  conjuguées  quel- 
conques ( c’est-à-dire  menées  par  les  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués)  est  constante. 

VUI.  Théorème.  — Le  lieu  du  sommet  d’un  angle  droit  circon- 
scrit à deux  ellipses  homofocales  est  une  circonférence. 

IX.  Théorème.  — Si,  parles  deux  foyers  d’une  ellipse,  on  fait 
passer  une  circonférence  coupant  la  courbe  en  M et  le  petit  axe 
en  C,  D,  les  cordes  MC,  MD  seront  l’une  la  tangente  et  l’autre  la 
normale  en  M. 

X.  Théorème.  — Boit  MNPQ  le  quadrilatère  àyant  pour  som- 
mets les  points  de  contact  d’une  ellipse  avec  un  rectangle  ABCD 
circonscrit  à cette  droite  : 

i”.  Deux  côtés  consécutifs  de  ce  quadrilatère  sont  également 
inclinés  sur  la  tangente  qui  passe  par  leur  extrémité  commune. 
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V.  La  somme  de  ces  côtés  œt  constante. 

3".  Le  quadrilatère  MNPQ  est  circonscrit  à une  ellipse  homofo- 
cale  avec  l’ellipse  donnée. 

XI.  Si , par  nn  point  M , on  abaisse  quatre  normales  sur  une 
ellipse  donnée,  les  pieds  A,  B,  G de  trois  de  ces  normales  et 
le  point  D',  diamétralement  opposé  au  pied  D de  la  quatrième,  sont 
situés  sur  une  métne  circonférence.  ( Théorème  de  Joacbimsthal.  ) 

XIL  Construire  une  ellipse,  connaissant  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes. 

XIII.  Lieu  du  sommet  d’un  angle  droit  dont  les  côtés  sont  nor- 
maux à une  ellipse  donnée. 

if  — ô’  ô’  cos’  w — fl’  sin’ w 
if  cos’  » -h  fl’  sin’  w 

?ÜV.  Lieu  décrit  par  le  foyer  d’une  ellipse  donnée,  continuelle- 
ment tangente  à deux  droites  rectangulaires  données. 

Équation  du  lieu:  — ô’)’x’-I-(x’ — 4 c’x’j»’. 


Équation  du  lieu 


Cordes  supplémentiüres. 

349.  On  appelle  cordes  supplémentaires  celles  qui  joignent  un 
point  de  l’ellipse  aux  extrémités  d’un  même  diamètre. 

Il  existe  une  relation  simple  entre 
les  inclinaisons  7,  7'  de  deux  cordes 
supplémentaires  quelconques  MC,  MC'. 

En  effet,  en  appelant  x',  j' les  coor- 
données du  point  M,  ettt^',  celles 
du  point  C , on  aura  ‘ 


B M 


0 ix  a: 

tang7  = 


r'-r" 
x'—  x" 


Pour  avoir  tang7',  il  suffit  évidemment  de  changer  x"  et  " en 
— x",  —j";  donc 

y<  I y* 

On  déduit,  de  ces  valeurs, 

y'J  y»J 

tang7tang7'=  ^,r—ÿy 

36. 
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Mais  l’équation  de  l’ellipse  donne 

puis  + = o; 


donc 


// 

tang7tangv'  = - (i) 


Cette  relation  est  indépendante  de  la  position  du  point  M et  de  la 
direction  du  diamètre  CD.  On  en  déduit  facilement  que  si,  par 
les  extrémités  d’un  diamètre,  on  mène  des  parallèles  à deux 
cordes  supplémentaires , ces  parallèles  se  couperont-sur  la  courbe, 
et  seront  aussi  des  cordes  supplémentaires. 

S50.  La  relation  (i)  est  la  même  que  celle  qui  existe  entre  les 
directions  d’une  tangente  et  du  diamètre  mené  au  point  de  con- 
tact. Donc,  si  une  corde  est  parallèle  a une  tangente,  la  corde 
supplémentaire  est  parallèle  au  diamètre  mené  par  le  point  de 
contact. 

De  cette  remarque  résulte  très-aisément  le  moyen  de  mener 
une  tangente  en  un  point  donné  de  l'ellipse , ou  une  tangente 
parallèle  à une  droite  donnée. 

251 . Angle  formé  par  deux  cordes  supplémentaires.  — D’après 
la  remarque  ci-dessus  (349),  nous  pouvons  supposer  que  ces 

cordes  passent  par  les  extrémités  du 
grand  axe. 

En  appelant  x,  y les  coordonnées 
du  point  M,  nous  aurons 


tangv  = 


y 


X — a 


tangy'  = 


y 


puis 


tangM  = tang(v  — 7')  = 


■xar 


x'+y^-a' 


d'y' 


Mais,  le  point  M étant  sur  l’ellipse,  x'  — a’  = ^ ; donc 

lab' 


tangM  = 


•xa 


c'y 


Il  résulte,  de  cette  valeur,  que  le  maximum  de  l’angle  M répond 
au  cas  où  le  point  M se  confond  avec  le  sommet  B. 
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232.  Si  l’on  veut  trouver  un  système  de  cordes  supplémentaires 
formant  entre  elles  un  angle  V,  on  devra  décrire  sur  AA'  un  arc 
capable  de  l’angle  V,  et  joindre  les  sommets  A et  A'  aux  points  où 
l’arc  coupe  ABA'.  problème  est  impossible  si  l’angle  V dépasse 
le  maximum  qui  vient  d’être  indiqué. 

«« 

EXERCICES. 

I.  Construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  points  d’intersec- 
tions d’une  ellipse  et  d’une  circonférence  passant  par  les  extré- 
mités d’un  diamètre. 

II.  Parmi  tous  les  parallélogrammes  de  même  périmètre , in- 
scrits à une  ellipse  donnée , lequel  est  le  plus  grand  en  surface? 
Entre  quelles  limites  le  périmètre  donné  doit-il  être  compris? 

Diamètres  oonJug:tiés. 

233.  Equation  des  diamètres.  — L’éqûation  de  l’ellipse  étant 
toujours  rPj’4-  lè  = cPù’,  soit  y = mx  -f-  a l’équation  qui  re- 
présente une  série  de  cordes  parallèles  entre  elles.  Le  diamètre 
de  ces  cordes  aura  pour  équation  c^y.m  -\~b^x  = o\x 

b‘‘  , , 

r = i — X.  (i) 

Ainsi , tous  les  diamètres  passent  par  le  centre-,  ce  que  nous 
savions  déjà  (199). 

b'‘ 

234.  Posant r. — = m’,  nous  aurons  mm'  = cette  re- 

rt'  m a 


lation  est  symétrique  en  m et  m'  ; donc  y = mx  ely  = m'x  repré- 
sentent deux  diamètres  conjugués,  c’est-à-dire  deux  diamètres 
tels,  que  chacun  d’eux  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  à l’autre. 

Il  est  évident,  par  la  formule  (a),  qu’«  tout  diamètre  en  corres- 
pond un  autre,  conjugué  du  premier. 

235.  Nous  avons  trouvé  (249),  entre  les  directions  de  deux  cordes 

b’ 

supplémentaires,  la  relation  tangy  tang7'=  — donc 
mm'  = tangv  tangy'. 

Il  résulte,  de  cette  dernière  relation,  que  si  l’on  prend  m = tangy, 
on  aura  /«'  = tang-/'. 


% 
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Autrement  dit  ; si  un  dicimètiv  est  parallèle  à une  corde,  son 
conjugue  est  parallèle  h la  corde  supplémentaire  de  la  première. 

256.  Les  propriétés  précédentes , et  les  propriétés  des  cordes 
supplémentaires,  permettent  de  résoudre  très-facilement  les  pro- 
blèmes suivants  : 

i“.  Connaissant  an  diamètre , construire  son  conjugué;  trou- 
ver le  centre  trime  ellipse  donnée;  3”  construire  deux  diamètres 
coryugués  formant  entre  cuxiui  angle  donné;  construire  les  axes 
iCune  ellipse  donnée. 

257.  Ellipse  rapportée  à des  diamètres  conjugués.  — Soit 

(T 4-  — a}  (i  ) 

l’équation  de  l’ellipse  rapportée  à ses  axes.  Les  formules  de  trans- 
formation sont 

X — x'  cos  x-f-y'  cos  a', 


J = x' sin  a 4- j' sina'. 

D’ailleurs,  l’équation  transformée  doit  évidemment  avoir  la  mémo 
forme  que  l’équation  (i)  ; donc  le  coefficient  de  x'y'  devra  être  nul. 
Effectuant,  on  trouve 


rt’  sin’  a' 
4-  cos’  a' 


4-  sin’  X 

4-  cos’  X 


avec  la  condition 


sin  X sin  a'  + b‘‘  cos  x cos  a'  = o.  ( 3 ) 

Cette  équation  de  condition,  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

b' 

tang  X tang  x'  = — 
lé 

équivaut  à mm'  = — — . Nous  retrouverons  ainsi,  par  une  seconde 

méthode,  la  relation  entre  les  inclinaisons  de  deux  diamètres 
conjugués. 

258.  L’équation  (2)  donne. 


poury’^o,  x'^=-^ 


féb^ 


té  sin’  a 6’  cos’  X 


= OC  , 


pour  x'  = O,  y"‘=  j- - = OD  . 

«•sin’x  4- é- cos  a 
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Par  conséquent,  les  formules  qui  déterminent  les  longueurs  n',  1/ 

des  demi-diamètres  conjugués  OC , 
OD,  sont 

a’sin’ a + i’cos’ct  ’ / 

4-- ^ 


(4) 


sin’  a'  -h  b‘‘  cos’  a' 

On  doit  toujours  joindre  à ces  for- 
mules la  relation  (3). 

Si  nous  introduisons  les  valeurs  (4)  dans  l’équation  (a),  elle 
deviendra 

a'^X'^+b'^x'^=  (5) 

2S9.  Diamètres  conjugués  égaux.  — Cherchons  si  l’on  peut 
avoir  «'  = b'.  Celte  condition  entraîne  la  suivante  : 

à‘  sin’  a + cos’  a = a’  sin’  a'  -J-  COS’  a'; 
d’où  a’  ( sin’  a — sin’  a'  ) + 6’  ( COS’  a — cos’  a'  ) = p , 
puis  (n’ — fc’)  (sin’a  — sin’a')  = O : 

a est  différent  de  b , donc 

' sin  a = dz  sin  a'. 


On  ne  peut  pas  prendre  le  signe  inférieur,  parce  que  les  angles 
a,  a'  peuvent  être  supposés  moindres  que  i8o“.  Ils  sont  donc 

supplémentaires;  et  comme  tanga  langa'  = — 

b b 

tang  a = -f-  - , tang  a'  

Par  conséquent,  reUipse  a un  seul  système  de  diamètres  conju- 
gués égaux  ^ lesquels  coïncident  en  direction  avec  les  diagonales 
du  rectangle  circonscrit. 

Chacun  de  ces  diamètres  a pour  longueur  i. 


Théorème*  d’ApolIoniu*. 

260.  Tiiéobème  I.  — Ix  parallélogramme  construit  sur  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  équivalent  au  rectangle  des 
axes. 
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Le  parallélogramme  MNPQ  a pour  mesure  art'.ai»'sin(a'—  a). 
Le  rectangle  GHlKa  pour  mesure  ‘xa.%b\  il  suffit  donc,  pour  dé- 
montrer le  théorème , de  vérifier  l’équation 

rt'6'sin(a'— a)  = ai.  (i) 

Or,  les  équations  ( 4 ) donnent 

i^cos^a  cos^a'-+-o‘sin’^a  sin*«'-|-a’i^{sin’a  cos’a'+sin’a'cos^a) 

Pour  simplifier  le  dénominateur,  faisons  usage  de  l’équation  (3): 
elle  donne 

sin’  a siii’  a'  + i*  cos’  a cos’  a = — 2 a’  i’  sin  a sin  a'  cos  a cos  a'  ; 
donc 
a'’i”  = 


a’i’ 


— 2 sin  a sin  a'  cos  a cos  a'  -|-  sin’ a cos’  a'  -f-  sin’  a' cos’ a 
a’  i’  a’ 


, . 5 etc. 


(sinacosa'—  sina'cosa)’  sin’(a  — a') 

261.  Théorème  II.  — Lu  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  qtælconques  est  équivalente  à la  somme  des  carrés  des 


axes. 


Pour  démontrer  que  a”  + i”  = a’ + i’,  il  suffit  évidemment 
d’éliminer  a et  a'  entre  les  équations  ( 3)  et  (4)-  La  première  des 
équations  (4  ) donne , si  l’on  chasse  les  dénominateurs  et  que  l’on 
divise  par  cos’  a , 

a’i’(i  -I-  tang’a)  = a’ a'’  tang’a. 


d’où 


tang’a  = - 


a’(a'’-i’) 

On  trouverait,  de  la  même  manière, 

, , , i’(a’-i'’) 

// 

Multipliant  membre  à membre,  et  égalant  le  produit  à ^ > on  ob- 
tient, successivement, 

(a’- a”)  (a’  - i.”)  = , 

a' - a’ (a”-I- A”)  = - Z.’ {a”  4- , 

a*  — /»*  = ( a’ — ^>’)  (a'’+  /;”) , 
a’ 4- A’ = a”  + i*”.  (2) 
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262.  Les  théorèmes  d’Apollonius  peuvent  être  démontrés  plus 
simplement,  comme  il  suit  : 

Soient , dans  le  demi-cercle  ACB,  OD  et  OE 
de’ux  rayons  conjugués , c’est-à-dire  perpen- 
diculaires entre  eux.  Si  nous  diminuons  les 
ordonnées  de  la  figure  dans  un  rapport  donné, 
la  demi-circonférence  sera  transformée  en  une 
demi-ellipse  AC' B (217),  et  les  rayons  OD,  OE  deviendront,  dans 
cette  demi-ellipse,  deux  rayons  conjugués  OD',  OE'  (*). 

i“.  Posons  OA  = a,  OC'=é,  OD'=a',  OE’ = b' ; nous  au- 
rons, à cause  des  deux  triangles  rectangles  OGD,  EHO  égaujc 
entre  eux , 

n'^  = ÔG  V GD'’  = ÔgV  ^ Gd’, 

2 fp  2 2 A2 

//’  = OH  -1-^  HE  = GD  + ^ OG’; 

rt'  fé 

donc 

b'^  = [i  -h  (Ôg’  -1-  Gd’)  = -i-  b\ 

a®.  Si  nous  menons  DE  et  D'E',  les  deux  triangles  D'OE',  DOE 
seront  mitre  eux  dans  le  rapport  de  i à a.  Or, 

triangle  D' OE'  = i a'  6'  sin  6 , triangle  DOE  = ^ 

. a'^i'sinS  b 

donc  5 — = — > 

or  a 

et  enfin  a'  b'  sin  9 = ab. 

263.  Problème.  — Connaissant  un  système  de  diamètres  con~ 
jiCgués,  trouver  les  axes,  en  grandeur  et  en  direction. 

Les  équations  (i),  (a)  donnent,  par  une  combinaison  simple, 

( a 6 )’ = fl' ’ 4- 6' ’ -1- a fl' é' sin^ 

(fl -+-*§)’ =î  fl'’+ - afl'i>'siner 
A cause  de  l’analogie  de' ces  formules  avec  celle  qui  donne  le  troi- 

(*)  Ce  dernier  point  devient  évident  au  moyen  des  plus  simples  théo- 
rèmes de  la  Géométrie. 
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sièmc  càlé  d’un  triangle  au  moyen  des  deux  autres  côtés  et  de 
l’angle  qu’ils  comprennent , on  les  écrit  ainsi  : - 

(a-i-hf  = «”+  ô”  — afl'ô'  cos  ’ 

. (a  — ft)’ = ô'* — a«'ô'cos^^  — 6^» 

De  là , la  construction  suivante  due  à M.  Chasles  : AB  et  CD 
étant  les  diamètres  conjugués  donnés,  abais' 
sons  CP  perpendiculaire  sur  AB;  prenons 
CF  = CE  = OA=  fl';  menons  OE  et  OF: 
ces  deux  droites  seront  égales,  l’une  à 
a — b,  l’autre  k a + b.  Effectivement, 

ÔÊ*  = fl”4- aa'ô'cosOCE  = (fl  - ô)’, 
ÔF  *=  fl"+  a fl'ô'  cos  OCE  = ( fl  + ô )’. 

On  aura  ensuite 


afl  = OF  + OE , a ô = OF  — OE. 

Les  axes  sont  donc  déterminés  en  grandeur.  Quant  à leur  direction, 
elle  résulte  des  remarques  suivantes,  également  dues  à M.  Chasles. 

264.  Ox  étant  la  direction  inconnue  du  grand  axe,  abaissons 
CG  et  BH  perpendiculaires  sur  cette  droite.  Nous  aurons,  par  les 
considérations  précédentes, 

CG  = -OH,  BH  = -OG; 

fl  fl 


puis,  dans  les  deux  triangles  semblables  CBG , OBH, 

OB  = ÔH’  ® = “r 

Cette  valeur  de  4^'donne  ' . *'• 

b ' 

M ^ ^ fl  _ fl  + Ô ^IDE 

RE  , ,h  ~ a — b OE 
a — a - 
a 

Donc  Or  est  la  bissectrice  de  l’angle  des  diamètres  conjugués. 
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âfô.  Remarquas.  — 1.  La  tangente  aü  point  G de  l’ellipse  serait 
parallèle  au  diamètre  AEl,  conjugué  de  CD;  donc  EGF  esl  la  nor- 
male en  G.  Nous  alons  trouvé , pour  la  valeur  du  segment  com- 
pris entre  l’ellipse  et  le  grand  axe, 

CR  = fl'-*  - 

■a 

n.  En  prolongeant  cette  normale  jusqu’à  sa  rencontre  avec  la 
direction  du  petit  axe,  on  trouverait  CQ  = 
donc  CR.CQ  = a'’: 


le  rectangle  des  segments  déterminés  par  les  axes  sur  une  nor- 
male à l’ellipse  est  équivalent  au  carré  du  demi-diamètre  perpen- 
diculaire h la  normale. 

III.  Soit  CP  le  segment  intercepté  sur  la  normale  par  le  dia- 
mètre AB;  nous  aurons,  par  le  second  théorème  d’Apollonius-, 

CP  = ^;  donc  CP.CR  = ^ 

Ainsi,  le  rectangle  des  segments  déterminés  sfèr  uyiè  normale,  par 
le  diamètre  qui  lui  est  perpendiculaire  et'^ar  l’un  des  axes,  est 
équivalent  au  carré  de  la  moitié  de  l’autre' axe. 


IV.  Si  l’on  construit  une  ellipse  ayant  aa  jbur  grdipd  axe  et  les 
points  E,  F pour  foyers,  cette  courbe  passem  pitJ^JefWntrc  O de 
l’autre  ellipse,  et  aura  pour  tangente  en  celpolnf^pciit  tuce  de 
celle-ci  : les  doux  ellipses  sont  donc,  pour  ainsi  dire,  conjuguées. 

266.  Autres  propriétés.  — Les  théorèmes  démontrés  dans  le 
cas  de  l’ellipse  rapportée  à ses  axes,  subsistent  pour  l’ellipse  rap- 
portée à des  diamètres  conjugués,  pourvu  que  ces  thi^rèmes 
soient  indépendants  de  l’angle  des  axes.  Ainsi  : ‘ L * 

i”.  Selon  qu’un  point  est  sur  l’ellipse,  extérieur  à l’ellipse,  ou 
intérieur  à l’ellipse,  la  fonction  a''’y^  + b'^ x'  — a"b'l  est  nulle, 
positive  o^|né»i|p^ 

a“.  tèâ  Srr^desiordonnées  parallèlea.4^un  diamètre  sont  entre 
eux.lpmnîe  Ife  ^cUngles  des  segments  correspondants  déterminés 
sur^n  conjj^^.« 

3°.  L!ëqliat|}on  de  la  tangente,  en  un  point  (•*',  jf'),  est 
a'-’yy'-\-b"xx'=a"y\ 

I.  -.*•  ‘ 37 
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. * V»  • 

4“.  La  relalioii  entre  les  coefficients  angulaires /«  et  /«'  de  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  , 


mm  = — 


et  cette  relation  subsisté  pour  une  tangente  et  le  diamètre  mené 
au  point  de  contact,  et  encore  pour  deux  cordes  supplémentaires 
quelconques.  Seulement,  m et  m' ne  sont  plus  des  tangentes,  mais 
bien  des  rapports  de  sinus. 

267.  Problème.  — ConnaissaHt  deux  diamètres  conjugués, 
construire  l’ellipse. 

Soient  CC',  DD'  ces  deux  diamètres.  Me- 
nons BB'  perpendiculaire  à CC'  et  égale  à DD'; 
traçons  l’ellipse  dont  CC'  et  DD'  seraient  les 
axes.  Prenons  ensuite  un  point  M sur  cette 
courbe;  abaissons  l’ordon'née  MP;  menons 
PM'  parallèle  à DD'  et  égale  à MP  : le  point  M' 
• ^ appartiendra  évidemment  à l’ellipse  cherchée. 

268.  Pour  sirçi^ificr  cette  construction,  décrivons  sur  CC'  une 
circonféreftee  ; mencyas  EOE'  perpendiculaire  à CC';  joignons  les 
points  E,  E'  extrémités  D,  D'  du  second  diamètre  donné. 

Si  nous  mepgns' enfile  les  ordonnées  MN,  RS,...,  du  cercle,  puis 
que,  par Jès^ points jf,  nous  menions  M'N',  R' S',...,  ces 

droites,  c6<ljj^')kif  MM',  RR',...,  parallèles  à ED,  donneront 
.les  points  M^'B',. \. . 

269.  Problème.  — Constndre  une  el- 
lipse, connaissant  un  diamètre  CC',  la  di- 
rection de  son  conjugué  DD'  et  un  jwint  M' 
de  la  courbe.  Ce  problème  ne  diffère  du 
précédent  qu’en  ce  que  le  point  D,  extré- 
mité^  du  diamètre  DD',  est  remplacé  par  le 
point  M'. 

BXSKCXOES. 

I.  Théorème.  — Le  rectangle  des  segmenm^qR^inés  sûiiune 
tangente  à l’ellipse,  par  deux  diamètres  conjugti^qtM»lcoftques, 
est  équivalent*iyi  carré'  du  demi-diamètre  parallèle  & la  tangente. 

II.  Théorème.'—  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  dia- 
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mètres  de  l’ellipse  est  équivalent  au  parallélogramme  construit  sur 
les  diamètres  respectivement  conjugués.  ■ 

ni.  Théorème.  — Le  rectangle  des  distances  de  deux  diamètres 
conjugués,  à un  point  de  l’ellipse,  est  équivalent  au  rectangle  de 
leurs  distances  au  point  conjugué  du  premier.  (C’est-à-dire  situé  à 
l’extrémité  du  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  pre- 
mier point.  ) 

IV.  Théorème.  — La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  un  même  diamètre,  des  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués,  est  constante-. 

V.  Lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un  diamètre  donné 
de  grandeur  et  de  position , et  son  conjugué , donné  de  grandeur 
seulement. 

Equation  du  lieu  : 

té  — ( -1-  cos’  w)  tt’  -1-  rt’  (a*  -I-  6’  ) cos’  w = O. 

VI.  Lieu  de  la  projection  d’un  point  de  l’ellipse  sur  le  diamètre 
conjugué  de  celui  qui  passe  par  ce  point. 

Equation  du  lieu: 

c’sinwcosw 

U — • ; ■ • 

\'<é  sin’  w -|-  lé  cos’  w 

VIL  Pourquoi  ce  lieu  est-il  identique  avec  le  lieu  dos  projections 
du  centre  sur  les  normales? 


Quadrature  de  l’elHpse. 

270.  Considérons  d’abord  un  segment  PQRS  et  le  segment  cor- 
respondant du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

Dans  l’arc  PQ,  inscrivons  une  ligne  brisée, 
prolongeons  les  ordonnées  de  ses  sommets 
jusqu!à  ce  qu’elles  rencontrent  l’arc  P'Q',  et 
prenons  les  points  ainsi  obtenus  jwur  ^som- 
mets d’une  ligne  brisée  corrcspondafîte , "in- 
scrite dans  le  cercle.  Il  est  facile  é^vbiiHîque 
deux  trapèzes  correspondantsfcjtiüiiçünqties , 
respectivement  situés  dans  le  cercle  et  dans 
l’ellipse,  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  a k b.  Conséquemment 
leurs  sommes,  et  par  suite  les  limites  de  leurs  sommes,  sont  dans 
le  même  rapport. 
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Donc,  en  appelant  S l’aire  du  segment  elliptique  et  S' l’aire  du 
segment  circulaire  correspondant,  on  aura  aussi 
_S  b 
S' 


, ou 


S = S'-. 


271.  S’il  s’agit  de  l’ellipse  entière,  soit  E son  aire,  C étant  celle 

du  cercle  : on  aura  E = C - ; mais  C = tt  a’  ; donc  E = 7r«è.  Ainsi, 

a 

Vairc  de  l’ellipse  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  des 
cercles  décrits  sur  les  deux  axes  comme  diamètres. 

272.  On  arrive  à des  conséquences  tout  à fait  semblables  quand 
on  considère  une  ellipse  rapportée  à deux  diamètres  conjugués. 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORIE  DE  L’HYPERBOLE. 


Préliminaires . 

273.  Conditions  nécessaires  pour  que  l’équation  Nx’=  P 

représente  une  hyperbole.  — Il  faut  d’abord  que  M et  N soient  de 
signes  contraires  (205). 

11^  faut  ensuite  que  P soit  différent  de  zéro  ; car  l’équation 
Mj  ’ — Nx’  = O représente  deux  droites  passant  par  l’origine. 

Si  P est  positif,  faisons  x = y',  y = x'  : l’équation 
M j’  - Nx’  = P 

deviendra 

Nj'*=  P,  ou  Nj"— Mx'=  = — P. 

Il  suffit  donc  de  considérer  l’équation 

M/’-Nx’  = -P  (i) 

dans  laquelle  M , N , P sont  positifs.  _ 

K ^4  /P 

274.  L’équj^ion  (i)  donne,  pour  y=o,  x = ±W^  = ±«: 
^ » ▼ 

les  points  A,  A',  ainsi  déterminés,  sont  les  sommets. 

X — O donne 
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Ainsi,  l’hyperbole  ne  rencontre  pas  l’axe  des  y.  Les  points  B,  B', 

obtenus  en  prenant  OB  = OB'  = 
sont  quelquefois  appelés  sommets 
imaginaires.  AA'  est  Vaxe  trans- 
verse, BB'  ^axe  non  transverse. 

27.^.  En  remplaçant  M et  N par 
P P 

^ et  on  change  l'équation  (i) 
rt’j’— (2) 


Celle-ci  ne  diffère  de  a’ j’  4-  x’  = a‘  b''  que  par  le  changement 
de  b"‘  en  — b‘‘.  Cette  remarque  permet  de  déduire,  des  propriétés 
de  l’ellipse , un  certain  nombre  de  propriétés  analogues  dans  l’hy- 
perbole. 

276.  La  règle  du  n°  168  donne,  pour  équation  des  asymptotes 

GG',  HII':  y — ±^x.  Ces  droites  sont  donc  les  diagonales  du 

rectangle  CDC'D'  construit  sur  les  deux  axes.  Si  le  rec- 

tangle se  transforme  en  un  carré  : les  asymptotes  se  confondent 
avec  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  axes  coordonnés , 
c’est-à-dire  qu’elles  sont  perpendiculaires  entre  elles.  En  même 
temps,  l’équation  (a)  devient 

y-‘  — x^  = — u\  (3) 


et  l’hyperbole  est  dite  équilatère.  Elle  est,  à l’égard  de  toutes  les 
hyperboles,  ce  qu’est  le  cercle  relativement  aux  ellipses. 

277.  Construction  de  l’hyperbole.  Première  métlu>de.  — L’é- 
quation (2)  donne 


r •=  ± - ^xi’  — et’  = -y\ 
a''  « 

en  appelant  y'  l’ordonnée  dè  l’hyperbole 
équilatère  représentée  par  l’équation  (3). 
Pour  construire  cette  courbe  auxiliaire, 
observons  que  y'  est  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  x-\-à  et  x — «(i6), 

37. 
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Si  donc  nous  décrivons  une  circonférence  quelconque  OP  ayant 
son  centre  sur  l’axe  transverse,  passant  par  le  centre  O de  l’hy- 
perbole et  coupant  en  D la  circonférence  AA',  et  si  nous  prenons 
l’ordonnée  PM  égale  à PD,  le  point  M appartiendra  à l’hyperbole 
équilatère. 

Cette  courbe  étant  construite , il  suffira  d’augmenter  ou  de  di- 
minuer toutes  ses  ordonnées  dans  le  rapport  de  6 à «,  pour  ob- 
tenir l’hyperbole  demandée. 

278.  DeiLTièmc  méthode.  — On  peut  construire  l’hyperbole  équi- 
latère par  un  procédé  plus  simple  et  plus  régulier  que  le  précédent. 

L’équation  (3)  donne  .r= 

Si  donc  nous  menons  RS  parallèle 
à AA'  et  que  du  point  T,  où  RS  ren- 
contre l’axe  non  transverse,  nous  dé- 
crivions les  arcs  égaux  AM,  A'M',  les 
pointsM,  M'appartiendrontàl’hyper- 

bole;  car  TM  = VoA  -l-OT  = x. 
279.  Troisième  méthode.  — On 


tire,  de' l’équation  (a). 


+ x'' 


en  appelant  x'  l’abscisse  du  point  1 do 
l’asymptote  si  tué , avec  le  point  cherché  M , 
sur  une  même  parallèle  LM  à l’axe  trans- 
verse. Si  donc  on  prend , sur  l’axe  non 
transverse,  OE  = x'=  LI,  et  que  l’on 
porte  la  distance  EA  de  L en  M et  de  L 
en  M',  les  points  M , M'  appartiennent  à 
l’hyperbole. 

280.  1°.  Dans  Thjperbole,  les  carrés  des  ordonnées  perpendi- 
culaires à Taxe  transverse  sont  entre  eux  comme  les  rectangles 
des  segments  correspondants  formés  sur  cet  axej  2“  la  distance 
du  centre  à un  point  de  l'hyperbole  augmente  indéfiniment  avec 
T abscisse  de  ce  point  (214). 

281 . Condition  i>our  qu’un  point  soit  extérieur  ou  intérieur  à 
T hyperbole.  — Selon  qu’un  point  est  sur  l’hyperbole,  extérieur  à 
l’hyperbole  (c’est-à-dire  entre  les  deux  branches)  ou  intérieur  à 
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l’hyperbolo , la  fonction  b'‘  x‘  + d‘  h‘  est  nulle,  jMsUivc  ou 

négative. 

Soit  le  point  M,  extérieur  à l’hyperbole.  Menons,  par  ce  jwint, 
une  parallèle  à l’axe  transverse  ; elle  rencon- 
trera l’hyperbole  au  point  M',  pour  lequel  on 
aura 

rt’jr’  — x”  a'b^  = O. 

^ Or,  l’abscisse  x du  point  M est  moindre  que 
l’abscisse  x'  du  point  M';  donc 

rt’ — A’  x’  rt’  > O ; etc. 


EXERCICES. 


I.  Par  un  point  donné  C , on  mène  une  transversale  quelconque, 
qui  rencontre  aux  points  A,  B les  côtés  d’un  angle  droit  donné. 
On  construit  le  triangle  AMB,  semblable  à un  triangle  donné.  Quel 
est  le  lieu  du  point  M? 

Réjwnsc  ; Une  hyperbole. 

II.  D’un  point  fixe  A,  on  mène,  à deux  droites  fixes  B,  C,  un 
rayon  vecteur  quelconque  kbc\  on  prend  AM  = \/kb.kc\  quel 
est  le  lieu  du  point  M? 

Réponse  : Une  hyperbole. 


Be*  foyers  et  des  directrices.  ^ 

282.  En  répétant  les  raisonnements  et  les  calculs  qui  ont  été 

faits  à propos  de  l’ellipse  (218-223), 
on  arrive  aux  conclusions  suivantes  : 
i".  JJ hyperbole  a deux  foyers  F,  F', 
situés  sur  l’axe  transverse,  de  part  et 
d’autre  du  centre,  à une  distance  c 
égale  à ^ a’ b’’ • 

‘1°.  Les  distances  d’un  j)oint  quel- 
conque. M de  l’hyperbole  aux  foyers 
F',  F,  sont, 'Respectivement, 

5'=  ± (îx-t-rt))  rî  = ±^^X-«^  (*). 


rAl 


H' 

y 

B . 

f//8 

1/  ' ‘ 

1» 

[> 

o\J; 

"U  F X 

H 

Is' 

8 

* (*)  Dans  CCS  formules , on  prendra  les  signes  supérieurs  ou  les  signes 
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3“.  Dans  Vhypcrhole,  la  différence  des  rayons  vecteurs  menés 
de  chaque  point  aux  deux  fojers  est  constante  et  égale  h l'axe 
transversc. 

4®.  Aux  deux  foyers  correspondent  deux  directrices,  représen- 

, (é 

tées  par  x = ± — • 

5“.  Le  rapport  des  distances  de  cluique  jx>int  de  la  courbe  au 
foyer  et  à la  directrice  correspondante  est  constant;  etc. 

283.  Remarque.  — La  propriété  relative  à la  différence  des 
rayons  vecteurs  (282,  3°)  appartient  exclusivement  à l’hyperbole; 
c’est-à-dire  que  : i“  quand  un  point  est  intérieur  à l’hyperbole, 
la  différence  de  scs  distances  aux  deux  foyers  surpasse  F axe  trans- 
verse ; 1°  quand  un  point  est  extérieur  èi  V hyperbole,  la  difféivnce 
de  ses  distances  aux  deux  foyers  est  moindre  que  l’axe  transverse. 

1°.  Le  point  M étant  intérieur  à l’hyperbole,  prolongeons  le 
rayon  vecteur  FM  jusqu’à  sa  rencontre  avec  la 
courbe , en  w , et  menons  F'  m.  Nous  aurons 

F'/«  — w/F  = a a, 

F'M>F'//J-  »iM; 

d’où , en  ajoutant  membre  à membre , et  rédui- 
sant, 

F'M-FM>a«. 

a®.  Dans  le  cas  d’un  point  extérieur  M',  la  même  construction 
donne 

F'  /M  — WJ  F = a a, 

F'M'<F'/ji-|-M'/w; 
donc  F'  M'  — FM'  <C  a o. 

284.  Soit  CDC'D'  le  rectangle  construit  sur  les  deux  axes.  Nous 

aurons  OC  = VaO^-1-  AC  = \/ a’  -y  = c.  Donc,  pour  construire 

les  foyers , il  suffit  de  délire , du  point  O comme  centre , les  deux 
arcs  CF,  C'F'.  - w 

■ ■ 

inférieurs  , suivant  que  lé  point  M appartient  à la  branche  de  droite  ou 
à la  branche  4c  gauche,  c'est-à-dire  suivant  que  l'abscisse  x du  ce  point 
est’posilive  ou  négative. 
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285.  Le  pied  P de  la  perpendiculaire  FP  abaissée  du  foyer  sur 
Vasyniptole  GH  appartient  à la  directrice. 

En  effet,  les  deux  triangles  rectangles  CAO,  FPO  sont  égaux, 
coname  ayant  l’angle  O commun,  et  les  hypoténuses  OC,  OF 
égales.  Par  suite,  si  l’on  abaisse  PL  perpendiculaire  à l’a.xe  trans- 

ÔP’  ÔA  ^ 

verse,  on  aura  OL  = = — • Donc,  etc. 

Ob  OC  c 

286.  Construction  de  l’hyperlwle , au  moyen  des  foyers.  — 
Prenons , sur  l’axe  transverse , un  point  quelconque  E ; du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  A'E  pour  rayon,  traçons  un  arc  de  cercle; 
du  foyer  F,_  avec  AE  pour  rayon,  traçons  un  arc  qui  coupe  le 
premier  en  M : le  point  M appartiendra  à l’hyperbole. 

La  différence  des  rayons  étant  moindre  que  F' F,  il  suffit,  pour 
que  les  circonférences  se  coupent , que  l’on  ait 

A'E-|-AE>  F F. 

Or,  A'E  = A'A  + AE,  FF'=  A'A  + aAF; 

en  sorte  que  l’inégalité  devient  aAE  > a AF,  ce  qui  exige  que  le 

point  E soit  pris  au  delà  du  foyer  F. 

287.  Pour  décrire  la  courbe  d’un 
mouvement  continu , on  fixe  une 
régie  au  foyer  F',  de  façon  qu’elle 
puisse  tourner  autour  do  ce  point; 
on  attache  l’une  des  extrémités  d'un 
fil  au  foyer  F et  l’autre  extrémité 
en  un  point  I de  la  règle.  Si  ensuite 
on  fait  glisser  une  pointe  le  long  de 
la  règle,  on  tendant  le  fil , elle  décrira  un  arc  d’hyperbole. 

EXERCICES. 

I.  Construire  une  hyperbole , connaissant  la  somme  des  axes 
et  les  foyers. 

IL  On  donne  une  infinité  d’hyperboles  ayant  même  sommet 
réel  A et  même  sommet  imaginaire  B.  On  demande  : 

i".  Quel  est  le  lieu  des  centres  de  toutes  cès  hyperboles; 

'a".  Quel  est  le  lieu  de  leurs  seconds  sommets  réels; 

3“.  Quel  est  le  lieu  de  leurs  seconds  sommets  imaginaires;. 

4".  Quel  est  le  lieu  de  leurs  foyers. 


Digitized  by  Google 


44-i  ■ GÉOMÉTRIE 

III.  Par  un  point  C,  donné  sur  une  ellipse  Afi,  on  fait  passer 
une  circonférence  quelconque,  tangente  en  ce  point  à l’ellipse.  On 
mène  les  deux  tangentes  communes  DE , FG.  Quel  est  le  lieu  des 
points  de  rencontre  M?  (Concours  général , i844-  ) 

Réponse  : Le  lieu  est  une  hyperbole  homofocale  avec  l’ellipse 
donnée. 

Tangente  et  normale. 

288.  La  tangente  en  un  point  [x\  y')  de  l’hyperbole  sera  déter- 
minée par  l’ensemble  des  deux  équations  : 

téy'^  — x'’  = — à‘b\  [\) 

n‘‘yy' — = — a^b^.  (a) 

289.  Lti  tangente  a tous  ses  points  en  dehors  de  V hyperbole; 
c’est-à-dire  que  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  cette 
droite  vérifient  la  relation 


> o.  (3) 

Tirons,  de  l’équation  (a),  la  valeur  de  nous  aurons 


y aV'’  ’ 


ou,  en  ayant  égani  à l’équation  (i), 

_ b*{xx' — a^Y 


d‘y^ 


Au  moyen  de  cette  valeur,  l’inégalité  (3)  devient 
b ixx' — a^Y  , ,,, 

— — X*  -f-  a’  > O. 


Celle-ci  se  réduit  à 


(xx'~  a’)’-4-(a’- x’)  (x'’-a’)>  O, 
ou  enfin , à (^x  — x')’  > o ; etc. 

290.  Cherchons  comment  varie  la  tangente , quand  le  point  de 
contact  s’éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe;  et,  pour  cela,  met- 
tons l’équation  de  cette  droite  sous  la  forme 

b^x'  b^ 
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h' 


i".  Quand.)  ' augmente  indéfiniment,  le  terme  — p’  c’est-à- 
dire  l’ordonnée  à l’origine,  converge  vers  zéro. 

JC* 

a".  Le  coefficient  angulaire,  présente  sous  forme  indé- 

terminée, quand  on  suppose  .r' et  j' infinis  en  même  temps.  Mais 
b\v'  bx'  b 


O y ± a y/x"^  — «’ 


;=  ± 


et  il  est  évident  que  cette  dernière  fraction  a pour  limite  ± -• 

Par  conséquent , lorsque  le  point  de  contact  s’éloigne  indéfiniment 
sur  la  courbe,  la  tangente  tend  à se  confondre  avec  l’asymptote  ( * ). 

291.  Rcmnnjues.  — I.  On  a,  entre  les  coefficients  angulaires 
d’une  tangente  et  du  diamètre  mené  au  point  de  contact,  la  rcla- 
- ' •>. . 

tiojT  tïing  a tang  a' = 4- — ( 236  ). 

II.  En  appelant  V l’angle  ftyraé  par  une  tangente  avec  le  dia- 
mètre mené  au  point  de  cootàct’on  trouve  (236) 


L’angle  V,  qui  est  droit  pour  r'=  o,  diminue  indéfiniment  jus- 
qu’à zéro,  à mesure  que  j'  et  x'  augmentent. 

292.  Problème.  — Mener  h l ’hyjwrbole  une  tangente  par  un 
point  extérieur  (a,  p). 

Les  coordonnées  x',  y'  du  point  de  contact  seront  déterminées 
par  les  deux  équations 

= (i) 

a'^Py' b‘‘ oLx'  = — a’^fp.  (2) 

L’élimination  de  J ' donne 

(rt’P — 2rt’A’ax' — = o.  (3) 


(*)  Cette  propriété  est  générale  : l’ayrmptole  à une  courbe  coïncide  arec 
la  limite  des  positions  d’une  tangente  dont  le  point  de  contact  s’éloigne 
indéjiniment.  Nous  engageons  les  élèves  à rhcrcher  une  démonstration 
de  PC  théorème. 
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Pour  que  le  problème  soit  possible , il  faut  que  cette  équation  ait 
ses  racines  réelles , ou  que  l’on  ait 

6*  4-  ( P’  — iz’)  { -j-  ) > O. 

Cette  condition  se  réduisant  à a’  p^  — 6’  a’  + «’  6’  > o , exprime , 
comme  on  devait  s’y  attendre,  que  le  point  (a,  p)  est  extérieur  à 
l’hyperbole. 

293.  Lorsque  l’équation  ( 3 ) aura  ses  racines  réelles , elles  seront 
de  signes  contraires  ou  de  même  signe , suivant  que  le  coefj^ient 
de  .r"  sera  positif  ou  négatif.  Nous  pouvons  supposer,  sans  nuire 
à la  généralité  des  conclusions,  que  le  point  (a,  p ) soit  placé  dans 

l’angle  des  coordonnées  positives.  Alors  la  relation  a’  — è’a’  ^ o 

se  réduit  à - ^ • 
a.<.a 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  est  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite  menée  du  centre  au  point  (a,  p), 
que  le  second  est  le  coefficient  de  l’asymptote  située  dans  l’angle 
des  coordonnées  positives.  Constoemment,  l’équation  (3)  aura 
ses  deux  racines  de  signes  confvfflte  ou  ses  deux  racines  posi- 
tives, selon  que  le  point  (a,  ^ - dessus  ou  au-dessous  de 

cette  asymptote.  En  d’autres  ^rmés  ; Les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  h une  hyperbole,  par  un  point  extérieur,  sont  ou 
ne  sont  pas  situés  sur  la  même  branche,  suivant  que  le  point  donné 
est  ou  n’est  pas  dans  l’espace  compris  entre  la  courbe  et  les 
asymptotes. 

Si  le  point  donné  est  sur  une  asymptote.  Tune  des  racines  de 
l’équation  (3)  devient  infinie.  11  est  clair  en  effet  que , dans  ce  cas. 
Tune  des  deux  tangentes  se  confond  avec  l’asymptote , et  que  le 
point  de  contact  s’est  éloigné  indéfiniment. 

294.  Problème.  — Mènera  V hyperbole  une  tangente  parallèle 
h une  droite  donnée. 

Soit  m le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée  et  de  la  tan- 
gente cherchée  : l’équation  do  cette  dernière  droite  sera  (240) 

y = mx  ± y/fl’  né  — é’. 

b’ 

Le  problème  ne  sera  possible  que  si  Ton  a ^ 5 c’est-à-dire 
si  la  parallèle  h la  droite  donnée,  menée  jmr  le  centre  de  l’hy- 
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perbolc,  tombe  dans  l’un  des  angles  formés  par  l’axe  non  trans- 
vet-se  et  les  asymptotes.  Quand  cette  condition  sera  satisfaite , il  y 
aura  deux  tangentes  satisfaisant  à la  question. 

295.  Théorème.  — La  tangente  en  un  point  de  l’hyperbole 
divise,  en  deux  parties  égales,  l’angle  des  rayons  vecteurs  menés 
h ce  point. 

Cette  proposition , qui  résulte  du  calcul  du  n“  244 , peut  aussi 
être  démontrée  comme  il  suit  : 

Prenons  sur  la  tangente  MT  un  point  quelconque  m différent  du 
point  de  contact  M.  Nous  aurons 

F'/«  — /wF  < aa; 
d’ailleurs,  *'  F'M  — MF=a«, 

donc  F'  /«  - TO  F < F'  M - MF. 

Ainsi,  le  point  de  contact  M doit  être  situé,  sur  la  tangente  MT, 
de  telle  sorte  que  la  différence  des  distances  F'M,  FM,  soit  un 
maximum.  Cette  dernière  condition  exige,  comme  on  sait,  que 
les  angles  F' MT,  FMT  soient  égaux;  donc,  etc. 

296.  Construction,  au  moyen  des  foyers,  de  la  tangente  à l’hy- 

'perbole-.  — T étant  le  point  duquel 
on  veut  mener  une  tangente  à l’hy- 

* pefbole,  on  doit  : i°  du  point  T, 
comme  centre,  décrire  une  cir- 
conférence passant  au  foyer  F ; 
a"  du  foyer  F'  comme  centre , 
avec  a fl  pour  rayon,  décrire  une 
nouvelle  circonférence  ; 3°  joindre 
le  point  de  rencontre  G de  ces 
deux  circonférences  avec  le  foyer  F',  par  la  droite  F' GM;  des 
points  F,  G décrire,  d’une  môme  ouverture  de  compas,  des  arcs 
se  coupant  en  S,  etc.  (246). 

297.  Pour  que  le  point  G existe,  il  faut  que  l’on  ait  : 

1».  F'T<aa-t-FT, 

a°.  F'T>aa-FT  ou  >FT-afl, 

selon  que  FE  sera  < aa  ou  > a«. 

La  première  inégalité  est  vérifiée  quand  le  point  T est  extérieur. 

I.  3S 
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Il  en  est  de  même  pour  la  troisième.  Quant  à la  deuxième,  elle  a 
toujours  lieu , attendu  que  le  triangle  F'  TF  donne  F'  T FT  > 2 c 

et,  à plus  forte  raison,  F'T  -t-  FT  > 

298.  La  construction  de  la  tangente  à l’hyperbole  donne  lieu  aux 
observations  que  nous  avons  faites  à propos  de  la  tangente  à l’el- 
lipse. Ainsi , ù'eu  des  projections  P du  foyer  sur  les  tangentes  à 
l’hyperbole  est  la  circonférence  décrite  sur  l’axe  transverse  comme 
diamètre , etc. 

EXERCICES. 

I.  On  donne  une  infinité  de  sections  coniques  homofocales  (*), 
et  un  point  situé  dans  leur  plan  ; et  l’on  demande  : 

i“.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à ces  courbes , par  le  point  donné  ; 

2°.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  normales  menées 
à ces  courbes,  par  le  point  donné; 

3“.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  abaissées, 
du  point  donné,  sur  les  cordes  de  contact.  (Concours  général, 
1840.) 

n.  On  donne  une  hyperbole  équilatère , et  l’on  demande  le  lieu 
des  points  tels , que  de  chacun  d’eux  on  puisse  mener  trois  nor- 
males à cette  courbe. 

III.  Si,  par  un  point  A,  pris  sur- une  courbe  du  second  ordre,  on 
mène  deux  cordes  AB,  AC  perpendiculaires  entre  elles,  la  corde  BC 
passera  par  un  point  fixe , situé  sur  la  normale  en  A.  ( Théorème 
de  M.  Frégier.) 

Cordes  supplémentaires. 

299.  On  appelle  cordes  supplémentaires,  dans  l’hyperbole,  celles 
qui  joignent  un  jx>int  de  la  coilrbe  aux  extrémités  d’un  diamètre 
transverse. 

Si  7 et  7'  représentent  les  inclinaisons  de  ces  deux  cordes  sur 

IP 

l’axe  transverse,  on  aura  tang7  tang7'=  etc.  (249). 

300.  Relativement  à l’angle  M formé  par  deux  cordes  supplé- 
mentaires, observons  que,  dans  le  cas  de  l’ellipse,  nous  avons 


(*)  C’est-à-dire  une  infinité  d’eilipses  et  d’hyperboles  ayantles  mêmes 
foyers. 
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trouvé  tang  M = — 


c^y 


(2SI);  donc,  pour  l’hyperbole, 


tangM 


T.aU' 
c‘ y 
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Si  le  point  M,  d’abord  supposé  confondu  avec  le  sommet  A, 
s’éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  courbe , l’or- 
donnée y variera  de  zéro  à l’infini , et  d’après 
la  valeur  précédente,  l’angle  M,  d’abord  droit, 
diminuera  indéfiniment.  Nous  n’avons  donc  pas, 
comme  dans  le  cas  de  l’ellipse,  une  limite  pour 
r«ngle  formé  par  deux  cordes  supplémentaires, 
et  contrairement  à ce  qui  arrive  pour  cette  der- 
nière courbe , il  est  toujours  possible  de  trouver 
deux  cordes  supplémentaires  formant  entre  elles 
un  angle  donné  V (252). 

Diamètres  cos^ugués. 

301 . La  relation  entre  les  directions  de  deux  diamètres  conju- 

gués  de  l’hyperbole  est  mm'  = ^ (254). 

Il  est  bon  d’observer  que  si  un  diamètre  rencontre  la  courbe, 
son  conjugué  ne  la  rencontre  pas.  En  effet , soient  y = mx  et 
y — m' X les  équations  de  ces  deux  droites.  Si  m est  moindre 

que  alors,  par  compensation,  m'  est  plus  grand  que  donc 

le  premier  diamètre  rencontre  l’hyperbole  et  l’autre  ne  la  ren- 
contre pas. 

302.  Observons  encore  que  si  le  coefficient  m , d’abord  supposé 

moindre  que  ^ > tend  vers  cette  limite , il  en  sera  de  môme  pour 

le  coefficient  m'  ; donc  la  limite  commune  des  directions  de  deux 
diamètres  conjugués  est  l’asymptote. 

303i  Lieu  des  extrémités  des  diamètres  qui  ne  rencontrent  pas 
l’hyperbole.  — Si  nous  combinons  les  équations 

a’y’— bx’ =— d’h’,  (i)  y—mx,  (i) 

m étant  supposé  plus  grand  que  nous  trouverons,  pour  x et 
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pour  J,  des  valeurs  de  la  forme  p y/—  i . Posons  donc 

x = xV— I,  j=rV— G 

d’où  — b' x' ^ . (3) 

Pour  une  valeur  particulière  attribuée  à m , les  équations  ( a ) 
et  { 3 ) donneront  deux  valeurs  réelles  de  x'  et  deux  valeurs 
réelles  de  y'.  Chacun  des  points  ainsi  obtenu  est  ce  qu’ou  appelle 
Vextrémité  d'un  diamètre  non  transverse.  Le  lieu  de  ces  extrémi- 
tés, représenté  par  l’équation  ( 3 ),  est  l'hyperbole  conjuguée  de 
l'hyperbole  primitive.  On  voit , par  la  comparaison  des  équations 
(3)  et  (i),  que  ces  deux  courbes  ont  mêmes  asymptotes,  que  les 
sommets  réels  de  Pune  sont  les  sommets  imaginaires  de  P autre,  etc. 

30 i.  Hyperbole  rapportée  à des  diamètres  conjugués.  — L’é- 
quation sera  (2S8) 

— a'' b"  (*). 

Quant  aux  longueurs  des  demi-diamètres,  elles  seront  données 
par  les  formules 

-a"  b'  \ 

a'  sin’  a — b'  cos’  « f 



fl’  sin’  a'*—  o’  cos’  a'  J 

que  l’on  déduit  de  celles  du  n“  238,  en  changeant  b'  en  — b'  et 
è”  en  — i”. 

Enfin , les  angles  ce  et  a'  sont  liés  par  l'équation 

, b'  . . 
tanga  tanga  = (2) 

303.  Les  formules  ( i ) et  ( 2 ) conduisent  au  deux  théorèmes 
d’Apollonius  ( 260  , 261  ) : 

1°.  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  est  équivalent  au  rectangle  des  axes. 

(")  Dans  cette  équation , a'  représente  le  demi-diamètre  transverse , 
et  V le  demi- diamètre  non  transverÿe,  rendu  réel.  En  .conservant  les 
notations  du  niiinéro  précédent,  on  aurait 

t'  = + 
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La  différence  des  carres  de  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques  est  équivalente  à la  différence  des  carrés  des  axes. 

Ces  théorèmes  sont  exprimés  par  les  équations 

fl'6'sin(a' — ix)  = ab,  (3)  — b'^  = d‘  — b^,  (4) 

lesquelles  peuvent  tenir  lieu  des  formules  (i). 

306.  L’équation  (4)  prouve  que:  1°  dans  une  hyperbole  non 
cquilatère,  il  n’y  a pas  de  diamètres  conjugués  égaux  ; 1.°  dans 
une  hyperbole  équilatère,  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sont  égaux. 

Dans  ce  dernier  cas  d’une  hyperbole  équilatère , les  angles  a,  a' 
formés  avec  l’axe  transverse  par  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques sont  complémentaires.  En  effet , la  relation  ( 2 ) devient 

tang  a tang  «'  = i , d’où  tang  a'  = cot  «. 

307.  Les  propriétés  que  nous  avons  déduites  de  l’ellipse  rap- 
portées à un  système  de  diamètres  conjugués  (266)  subsistent,  sauf 
quelques  modifications,  pour  l’hyperbole. 


Asymptote*. 

308.  Considérons  une  hyperbole  rapportée  à un  système  de 

diamètres  conjugués  AA',  BB'.  Son 
équation  sera 

a'^y^-b'^x^  = -a”b'\  (i) 

et  les  asymptotes  seront  représentées 
par 

y=±^x.  (2) 

En  faisant , dans  cette  dernière  for- 
mule, X = a',  on  obtient  y=±b'.  Conséquemment,  les  asymptotes 
de  l’hyperbole  coïncident  avec  les  diagonales  du  parallélogramme 
CDC'D'  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques. 

309.  D’après  l’équation  (2),  l’axe  des  x,  qui  était  un  diamètre 
de  l’hyperbole,  est  aussi  un  diamètre  par  rapport  au  système»des 
deux  asymptotes;  c’est-à-dire  que  si  l’on  mène  une  transversale 
quelconque  EF  parallèle  au  diamètre  BB',  on  aura 

El  = FI , E'  I = F'  I , puis  EE'  = FF'. 


ij 
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D’ailleurs,  le  diamètre  BB'  a une  direction  arbitraire.  Donc  les 
segments  d’une  transversale  quelconque , compris  entre  l’hyper- 
bole et  les  asymptotes , sont  égaux  entre  eux. 

La  même  propriété  subsiste,  évidemment,  pour  la  tangente 
CAD;  c’est-à-dire  que  la  partie  d'une  tangente,  comprise  entre 
les  asymptcnes , est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact. 

310.  Appelons  y l’ordonnée  El  et  y'  l’ordonnée  E'I.  Nous 


aurons 

EE' = /'-/,  EF'  = j'4-j; 

puis 

EE'.EF'  = j”  — j’. 

b”  b''’ 

Or 

« 

donc 

EE'.EF'=  b'\ 

Ainsi  le  rectangle  des  segments  d’une  sécante,  compris  entre 
les  asymptotes  et  un  jjoint  de  la  courbe , est  équivalent  au  carré  du 
demi-diamètre  parallèle  à cette  sécante. 

3H.  Les  propriétés  qui  viennent  d’être  démontrées  permettent 
de  résoudre  très-aisément  les  problèmes  dont  voici  les  énoncés  : 

1®.  Connaissant  les  asymptotes  et  un  point  de  l’hyperbole , dé- 
crire la  courbe  par  points  ; 

1°.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote  et- 
trois  points; 

3°.  Construire  la  tangente  en  un  point  donné  sur  l’hyperbole 

4”.  Connaissant  les  asymptotes  et  un  point,  construire,  en  di-^ 
rection  et  en  grandeur,  les  axes  de  l’hyperbole  ; 

5°.  Connaissant  un  système  de  diamètres  conjugués,  construire- 
les  axes,  etc. 

312.  Par  le  point  A,  extrémité  d’un  diamètre  transverse  quel- 
conque, menons  AM,  AN  parallèles  au.x  asymptotes.  A cause 
de  AC  = AD,  nous  aérons  OM  = MD  et  ON  = NC;  donc  le  paral- 
lélogramme AMON  sera  la  moitié  du  triangle  DOC,  ou  le  huitième 
du  parallélogramme  CDC'D'.  Conséquemment,  d’après  le  premier 
des  deux  théorèmes  d’Apollonius , le  parallélogramme  fonné  par 
les  asyrrqrtotcs  et  les  parallèles  h ces  droites  menées  par  un  /Miint 
de  la  cour  be , est  équivalent  au  huitième  du  rectangle  des  axes. 
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EXEKCXCES. 

I.  Théorème.  — Dans  l’hyperbole , toute  corde  divise  en  deux 
parties  égales  la  portion  d’asymptote  comprise  entre  les  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de  cette  corde. 

n.  Les  côtés  d’un  angle  tournent  respectivement  autour 
de  deux  points  fixes,  de  manière  à intercepter,  sur  une  droite 
fixe,  un  segment  de  grandeur  donnée.  Quel  est  le  lieu  décrit  par 
le  sommet  de  l’angle? 

in.  Connaissant  une  asymptote,  une  directrice  et  une  tangente, 
construire  l’hyperbole. 

IV.  Connaissant  un  point,  une  asymptote  et  les  longueurs  des 
axes,  construire  l’hyperbole. 


L’hyperbole  rapportée  à les  aaymptotes. 

313.  Première  méthode.  — Construisons  les’  coordonnées  MP, 
^ MR  d’un  point  quelconque  de  la  courbe, 

et  représentons  par  0 l’angle  des  asymp- 
totes. D’après  le  théorème  démontré 
ci-dessus  (312),  nous  aurons 


® OP.PM.sin9  = - .îrt.afi  = 

8 2 


xy  = 


ab 

asinO 


Pour  évaluer  sinO  en  fonction  <Jes  quantités  a et  observons 
que  l’axe  trànsverse  OA  est  la  bigscclrice  do  l’angle  donc 

* * r^b  i.  a 

cosjO  = j, 


et 


slnO  = 


Au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  ci-dessus. se  réduit  à 


xy=-,  ou  xy  = 

4 4- 

La  quantité  constante  — ^ — est  appelée  puissance  de  l’hyper- 
bole : eu  la  représentant  par  on  a .rj  = ni‘. 
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344.  Seconde  méthode.  — Partons  de  l’équation 

a’/’  — 1)^  x’  = — rt’  ( i) 

et  employons  les  formules 

X = x'cosa  j'cosa', 
y = x'  sin  a -f-  y'  sih  a'. 

Nous  prenons  pour  nouvel  axe  des  abscisses  l’asymptote  HH'; 

conséquemment  a = a tt  — a',  et  l’an- 
gle a!  est  aigu.  La  tangente  de  ce  der- 
nier angle  étant  - -,  nous  aurons 
a 


, b , a 

Sina  = - , cosa  = -, 
c c 

b a 

sin  a = , cos  a = - : 

c c 


puis 


^ = r=7Cr'-^'). 


La  substitution  de  ces  valeurs,  dans  l’équation  (i),. donne  immé- 
diatement x'/'=-^c’. 

4 


CHAPITRE  XX. 

THEORIE  DE  LA  PARABOLE. 


Préliminaires. 


31  S.  L’équation  de  la  parabole  rapportée  à son  axe  et  à la  tan- 
gente au  sommet  est  (209) 


M/’-t-  Sx '=  o, 


ou , en  posant  jjj  = — ayo, 


,r’=2/7X.  (l) 


La  constante  à laquelle  on  donne  le  nom  de  paramètre ^ 
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peut  être  supposée  positive;  car  si  l’on  avait  - ay>x,  on 
changerait  x en  — x\  et  l’équation  deviendrait 

= -ipx'. 

316.  A 1 inspection  de  1 équation  (i) , on  reconnaît  que  : 1°  l’axe 
des  abscisses  est  un  axe  de  la  courbe , parce  que  les  coordonnées 
sont  rectangulaires  ; 2,°  on  peut  attribuer  à x des  valeurs  posi- 
tives quelconques;  3“  j?  et  jy  croissent  ensemble  au  delà  de  toute 
limite , à partir  de  zéro , etc. 

31 7.  Construction  de  la  parabole,  — On  prend , à partir  du 

sommet  O , et  sur  le  prolongement 
de  l’axe  ,0B  = 2p.  D’un  point  quel- 
conque I de  l’axe , pris  comme  cen- 
tre, on  décrit  une  circonférence  pas- 
sant en  B et  coupant  l’axe  des  j aux 
points  G,  D.  Si , sur  la  tangente  MPN 
parallèle  à cet  axe , on  porte 

PM  = PN  = OC  = OD, 

les  points  M , N appartiendront  à la 
parabole. 

En  faisant  varier  le  point  I,  on  obtiendra  autant  de  points  qu’on 
voudra. 

318.  I®.  Dans  la  parabole , les  carrés  îles  ordonnées  perpendi- 
culaires h l'axe  sont  entre  eux  comme  les  abscisses  correspon- 
dantes (215). 

a®.  Suivant  qu’un  point  est  sur  la  parabole , extérieur  à la  pa- 
rabole, ou  intérieur  à la  parabole,  la  fonction  y’’ — %px  est 
nulle,  positive  ou  négative  (216). 

319.  Théorème.  — La  parabole  peut  être  regardée  comme  lu 
limite  d'une  série  d'ellipses  ayant  même  sommet  et  même  foyer. 

Considérons  une  ellipse  dans  laquelle  le  sommet  A et  le  foyer  F 
sont  fixes,  tandis  que  le  centre  O s’éloigne  indéfiniment  avec  le 
second  sommet  A'  et  le  second  foyer  F'.  Rapportons  cette  ellipse 
variable  à son  grand  axe  et  à la  tangente  au  sommet  A : son 
équation  sera 

Y = —ri,  ïax  — x’  . 
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Si  nous  représentons  par  - la  distance  constante 


AF  = fl  — c=fl  — v/a’  — 


nous  aurons 

— y 


1 puis  y = ap  — - y/. 

4 


L’équation  de  l’ellipse  devient 


Lorsque  a croit  de  plus  en  plus,  cette  équation  donne,  pour 
une  même  valeur  de  x,  des  valeurs  de  y 
* 5/  grandes,  qui  tendent  vers 

/ ^ ^ , une  limite  déterminée  par  j’ = ipx. 

I C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

D Rcmanjue.  — La  parabole  peut 

VNl  y aussi  être  considérée  comme  la  limite 

^ d'une  série  d'hyperboles  ayant  même 
r.  J,,  sommet  et  meme  foyer. 


Al  F P 0 


Xhi  foyer. 


321 . Reprenons  l’ellipse  considérée  tout  à l’heure.  Soit  M un 
point  quelconque  de  cette  courbe.  Menons  les  rayons  vecteurs 
FM , F'  M,  et  prolongeons  celui-ci  d’une  quantité  MC  = MF.  Nous 
aurons  F'C  = ao.  Si  donc,  du  foyer  F'  comme  centre,  avec  aa 
pour  rayon,  nous  décrivons  la  circonférence  CDC',  il  arrivera  que 
l'ellipse  AA'  sera  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F' 
et  de  la  circonférence  CDC'. 

A présent,  supposons  que  le  centre  O s’éloigne  indéfiniment  du 
sommet  A : l’ellipse  variable  tend  de  plus  en  plus  vers  la  para- 
bole PAP'.  En  même  temps,  la  circonférence  CDC'  tend  à se  con- 
fondre avec  sa  tangente  EDE'.  Donc , la  parabole  PAP'  est  le  lieu 
des  points  également  dLitants  du  point  F'  et  de  la  droite  EE'. 

322.  D’après  ce  que  nous  avons  vu  à propos  de  la  théorie  des 
foyers,  il  est  clair  que  EE'  est  la  directrice  et  F'  le  foyer  de  cette, 
parabole.  C’est  ce  que  l’on  peut  encore  reconnaître  aisément  de  la 
manière  suivante  ; 
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L’ellipse  AA'  étant  rapportée  à son  grand  axe  et  à la  tangente 
A^,  on  a 

FM  = -{x  — a)+a  = ~.c  — c + a = ^x-\--p=.- l£x-\--p. 

a'  ' a n a 

a — P 

A mesure  que  a augmente,  la  fraction  — tend  vers  l’unité. 

Donc,  en  appelant  S la  distance  du  foyer  F de  toutes  les  ellipses, 
au  point  M'  de  la  parabole  située  sur  l’ordonnée  MP,  nous  aurons 

J = X 4-  i B.  Le  second  membre  étant  une  fonction  entière  et  du 
2 

premier  degré  de  l’abscisse,  F 'est  le  foyer  de  la  courbe. 

En  égalant  à zéro  la  fonction  x + ^ , nous  obtenons , pour 

équation  de  la  directrice,  x = — i/;.  Or,  AF  = ^/^  : la  directrice 

est  donc,  ainsi  que  nous  l’avions  trouvé  par  une  autre  voie,  la 
droite  EE'. 

323.  Toutes  ces  propriétés  peuvent,'  du  reste,  être  obtenues  di- 
rectement. Il  suffit,  pour. y parvenir,  d’appliqjier • à l’équation 

— ipx  la  méthode  que  nous  avons’  employée  dans  le  cas  de 
l’ellipse.  ‘ '*  " 

324.  Faisons  X = ^ dans  l’équation  de  la, parabole;  nous 
aurons 

y=±p,  d’où  ,.NN'  =2/7. 

Ainsi , le  paramètre  de  la  parabole  est  égal 
à la  doidde  ordonnée  passant  par  le  foyer. 
Dans  l’ellipse  et  dans  l’hyperbole,  on  donne 
de  même  le  nom  de  paramètre  à la  double 
ordonnée  passant  par  un  foyer.  Ce  paramètre 
a pour  valeur 

a "xa 

e^est  une  troisième  proportionnelle  à l’axe  focal  et  au  second  axe. 

328.  Construction  de  la  parabole,  à Vaide  de  la  directrice  et 
du  foyer.  — Si , après  avoir  abaissé  du  foyer  F l’axe  PF  perpen- 
diculaire à la  directrice  DD',  on  mène  MM'  parallèle  à cette  der* 
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nière  droite;  puis  qu’avec  PE  pour  ouverture  de  compas,  on  dé- 
crive , du  foyer  comme  centre , deux  arcs  cou- 
pant la  parallèle  en  MM',  ces  deux  points 
appartiendront  à la  parabole. 

Pour  décrire  la  parabole  d’un  mouvement 
continu , on  prend  un  fil  IMF  de  même  lon- 
gueur que  le  côté  IH  d’une  équerre  IHG.  On 
attache  l’une  des  extrémités  de  ce  fil  en  un 
point  fixe  F,  et  l’autre  extrémité  au  sommet  I 
de  l’équerre.  Ensuite,  on  fait  mouvoir  Fé- 
querre  le  long  d’une  règle  fixe  DD',  en  ayant 
soin  de  tendre  le  fil  contre  l’équerre  au  moyen  d’un  style,  lequel 
décrit  un  arc  de  parabole. 

On  a,  en  effet,  à chaque  instant, 

IM  + MF  = IM  + MH,  ou  MF  = MH. 


Tangente  et  normale. 

326.  L’équation  de  la  tangente  en  un  point  {x’  y')  sera,  par  la 
règle  générale,  - . . , 

' ' (*) 

» T ■ . ‘t  J 

On  a d’ailleurs,  entre  x'  et  j',  la  relation 


v'I. 


^px\  (2) 


laquelle  réduit  l’équation  précédente  à 

= + (3) 

327.  La  tangente  a tous  ses  points  (autres  que  le  point  de 
contact)  en  dehors  de  la  parabole.  — En  effet,  la  combinaison 
des  équations  ( 2 ) et  ( 3 ) donne 

2jj'  = — 2/^x,  d’où  (j'  — j)’  = j’— 2/>x,  etc. 


328.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  y,\  donc  pour 

un  point  M dont  les  coordonnées  sont  positives,  cette  droite  fait, 
avec  l’axe , un  angle  aigu  qui  diminue  indéfiniment  à mesure  que 
le  point  M s’éloigne  du  sommet.  La  tangente  tend  donc  à devenir 
parallèle  h l'axe. 
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329.  Si , dans  l’équation  de  la  tangente , on  fait  j = o , on 
trouve  X = — x'.  Ainsi , en  prenant  AT 
égale  à l’abscisse  AP  du  point  de  contact  M, 
on  aura  le  pied  T de  la  tangente.  En  d’au- 
tres termes , la  sous-tangente  TP  est  double 
de  l'abscisse  AP. 

330.  Problèue.  — Mener  une  tangente 
^ par  un  point  ( a , ^ ) non  situé  sur  la  courbe. 

On  a y''^=ipx'  et  p\tx-\-x'). 

L’élimination  de  x'  donne 

j'* — "x^y' ipoL  = O y d’où  r' = P ± — a/>a. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  où  doit  avoir 
c’est-à-dire  que  le  point  donné  doit  être  extérieur  à la  para- 
bole. 

331 .-  Rencontre  d'une  droite  avec  une  parabole.  — Eliminons 
x entre  les  équations  j’  = %px,  y=  mx  -|-  n;  nous  aurons 


, xp  -ipn 

•'  m m 


= O. 


La  droite  sera  sécante,  tangente  ou  extérieure  suivant  que  la 
quantité  />  — aw/«sera  positive,  nulle  ou  négative.  L’équation 
d’une  tangente  parallèle  à une  droite  dont  le  coeOicient  est  /», 

sera  donc  y = mx  -1-  -^* 

-xm 

332.  Équation  de  la  normale.  — Le  coefficient  angulaire  de  1^ 
tangente  en  un  point  M {x',y')  étant  É.,  celui  de  la  normale  sera 

— Conséquemment,  l’équation  de  la  normale  est 

T ^ 

y-y'==-—{^-x'). 

Si  dans  cette  équation,  on  fait  j = o,  or*  trouve 
x' — X = NP  = sous-normale  = p. 

Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et  égale  à 
la  moitié  du  paramètre. 

I.  39 
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333.  De  cette  valeur  de  la  sous-normale,  il  résulte  que 

FN  = AP  4-  PN  - AF  = a: ' + i «. 

a ‘ 

Le  rayon  vècteur  FM  a aussi  pour 
expression  x' -\-^p  ; donc  FM  = FN. 

II  sera  donc  bien  facile,  au  moyen  du 
foyer  F,  de  construire  la  normale  en 
un  point  M de  la  courbe. 

334.  Le  triangle  FMN  étant  isocèle, 
les  angles  FMN,  FNM  sont  égaux  entre 
eux.  D’ailleurs,  si  l’on  mène  MH  parallèle  à l’axe,  on  aura 

HMN  = FNM. 

Donc  les  angles  FMN , HMN  sont  égaux  entre  eux  ^ c’est-à-dire 
que  la  normale  en  un  point  de  la  parabole  divise  en  deux  parties 
égales  V angle  formé  par  le  diamètre  et  le  rayon  vecteur  menés 
de  ce  point, 

Cette  propriété  aurait  pu  être  déduite  de  la  propriété  correspon- 
dante, soit  dans  l’ellipse,  soit  dans  l’hyperbole. 

333.  Construction^  au  moyen  du  foyer,  de  la  tangente  à la  pa- 
rabole. 

1°.  Pour  obtenir  la  tangente  en  un  point  M pris  sur  la  courbe, 
il  suffit  d’observer  que  cette  droite  MT,  perpendiculaire  à la 
normale  MN,  est  la  bissectrice  de  l’angle  formé  par  le  rayon  vec- 
teur MF  et  par  le  prolongement  MG  du  diamètre  MH.  D’après  cela, 
si  on  prend  FR  = FM,  le  point  R est  le  pied  de  la  tangente. 

Cette  construction  résulte  aussi  de  ce  que  AR  = AP. 

2°.  Supposons  qu’il  s’agisse  de  mener  une  tangente  MT  par  un 
point  extérieur  T.  Soit  MG  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de 
contact  inconnu  M sur  la  directrice  DD'.  A cause  de  MF  = MG,  et 
. des  angles  égaux  FMT,  GMT,  la  tangente  MT  sera  perpendiculaire 
au  milieu  de  FG.  Ainsi , les  obliques  FT,  GT  sont  ^ales.  Il  faudra 
donc,  pour  obtenir  1« point  G,  décrire  du  point  donné  T comme 
centre,  avec  TF  pour  rayon,  un  arc  de  cercle. 

336.  i“.  Si  le  point  T est  extérieur,  la  distance  TS  à la  direc- 
trice sera,  ainsi  qu’il  est' aisé  de  le  reconnaître,  moindre  que  TF. 
Conséquemment , l’arc  décrit  du  point  T comme  centre  coupera 
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la  directrice  DD'  en  deux  points  G,  G',  lesquels  donneront  deux 
tangentes  TM,  TM'. 

Si  le  point  T est  sur  la  courbe,  la  circonférence  touche  la 
directrice , et  l’on  n’a  qu’une  tangente. 

3®.  Enfin , le  point  T étant  intérieur,  la  circonférence  n’a  aucun 
point  de  commun  avec  la  directrice , et  le  problème  est  impossible. 

337.  Remarque.  — On  peut , d’après  la  construction  qui  vient 
d’èlre  indiquée , obtenir  les  tangentes  TM,  TM'  et  les  points  de  con- 
tact M,  M',  sans  que  la  parabole  soit  tracée. 

EXERCICES. 

I.  Construire  une  parabole,  connaissant  le  foyer,  une  tangente 
et  un  point. 

II.  Lieu  des  projections  d’un  point  de  l’axe  d’une  parabole,  sur 
les  normales  à cette  courbe. 

in.  Sur  le  rayon  vecteur  FM  d’une  parabole,  et  avec  la  nor- 
male MN  comme  diagonale,  on  construit  un  rectangle  FMPN.  Quel 
est  le  lieu  décrit  par  le  sommet  P (*)? 

Équation  du  lieu  : u = — r^- — • 

^ a sin’  ^ w 

IV.  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à une  parabole  donnée. 

DiamÀtrei. 

338.  En  appliquant  la  règle  générale  (178  ) à l’équation  y=‘ipx, 

on  trouve  J = ■“  pour  le  diamètre  des  cordes  représentées  par 

m.r  + a.  Ainsi , dans  la  parabole,  tous  les  diamètres  sont  pa- 
rallèles à Vaxe.  C’est  ce  que  Pon  savait  déjà  (180). 

Réciproquement,  toute  parallèle  à l’axe  est  un  diamètre. 

Car,  de  = 6,  b étant  une  quantité  donnée,  on  peut  toujours 
conclure  m. 

339.  ParaMe  rapportée  à un  diamètre  O x'  et  à la  tangente  O y' 
à Vextrémité  de  ce  diamètre.  — Les  formules  qui  servent  à passer 
d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un  système  d’axes  obliques, 

(*)  Ce  lieu  est  une  des  courbes  que  l'on  désigne,  en  Physique,  sous  le 
nom  de  caustiques. 
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X = a-{~x'  cos  a +^'coâa', 
y—b-hx’  sina  +j'sina'. 

Ici,  a el  b sont  les  coordonnées  d’un 


7,pa.  De  plus,  l’angle  a est  nul,  et 
l’angle  a'  est  déternuné  par  tanga 
Noùs  aurons  donc,  à cause  de' 


JL. 

b 


■ t P 

sina'=  i— 


a ■ 


:j',  J=A  + 


COSa'  = 


\/b^-\- P 


i J 


La 


substitution  de  ces  valeurs , dans  l’équation  = a/?x,  donne 
y'^  = a ^ x'  = a(aa  +/>).r'; 


d’où , en  posant  a + ^ />  = i />', 

j”  = ip'x'. 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  j’  = a/?x  : c’est  un  résultat 
que  l’on  pouvait  prévoir,  puisque  la  tangente  Oy’  est  parallèle 
aux  cordes  que  le  diamètre  Ox'  divise  en  deux  parties  égales. 

340.  La  constante  ip'  est  ce  qu’on  appelle  le  paramètre  du  dia- 
mètre auquel  la  courbe  est  rapportée.  Il  est  égal  h quatre  fois  la 
distance  du  foyer  à l’extrémité  de  ce  diamètre.  En  effet, 

OY  = a-^lp='Llf. 
a'^  4 

341 . Les  équations/’  = a/^.r,  /”  = a p'x\  étant  de  même  forme, 
tous  les  théorèmes  indépendants  de  l’inclinaison  des  coordonnées, 
démontrés  à l’aide  de  la  première  équation,  auront  encore  lieu 
pour  le  nouveau  système  d’axes.  Ainsi , 

i“.  Ix;s  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  abscisses 
correspondantes. 

a".  Suivant  qu’un  point  est  sur  la  parabole,  extérieur  h la  jm- 
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rabole,  ou  intérieur  a Ut  parabole,  Ui  fonction  j ‘‘  — -ip'x  est  nulle, 
jjositive  ou  négative  (318). 

3°.  L’équation  de  la  tangente  en  un  point  (x',  y')  sera  (326) 
yj'  = p[x-\-x‘). 

4®.  La  sous-tangente  9kt  double  de  l'abscisse  du  point  de  con- 
tact (329). 

5°.  Le  diamètre  mené  au  point  de  concours  de  deux  tangentes 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  de  contact. 


CHAPITRE  XXL 

♦ ' 

QUADRATURE  DES  COURRES  PLANES. 


342.  Proposons-nous  d’évaluer  l’espace  QMPR  compris  entre  un 
arc  de  courbe  AB,  Taxe  des  abscisses , une  première  ordonnée  QR 
et  une  ordonnée  quelconque  MP  : cette  éva- 
luation est  ce  qu’on  appelle  la  quadrature  de 
la  courbe  AB. 

Soient  y=zf[x)  l’équation  de  l’arc  AB, 
OR  = fl  l’abscisse  du  point  fixe  Q,  a:  et  j les 
coordonnées  du  point  quelconque  M.  L’aire 
cherchée  A sera  évidemment  une  certaine 
fonction  de  x ; je  dis  que  la  dérit>ée  de  cette  fonction^  est  égale 
à l'ordonnée  y^  En  d’autres  termes , 

A'  = /(x). 

Pour  démontrer  cette  propriété  importante,  prenons  sur  l’arc  AB 
un  point  M'  assez  voisin  du  point  M,  pour  que,  de  M à M',  l’or- 
donnée soit  toujours  croissante  ou  toujours-décroissante;  menons 
l’ordonnée  M'P'  et  les  parallèles  MN,  M'N'và  l’axe  ^es  abscisses. 

L’inspection  de  la  figure  donne  • ' 

MNP'  P < MM'  P'  P < M' NPP'  ; 
ou,  en  employant  les  notations  habituelles, 

yUx  < AA  < (j+ Aj)Ax; 

AA 


OU  encore 


3g. 
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AA 

Le  rapport  — a pour  limite  A';  il  est  compris  entre  j et  une 
quantité  dont  la  limite  est  j ( * ) ; donc 

A'=r=/(^)^ 

343.  Remarque.  — Si  les  axes , au  lieu  d’ètre  rectangulaires , 
faisaient  entre  eux  un  angle  ô,  on  aurait 

A'  = jsin9. 

344.  Il  résulte , du  théorème  précédent , que  la  détermination 
de  l’aire  A d’une  courbe  dont/(x)  représente  l’ordonnée,  repose 
sur  la  solution  de  ce  problème  : Tramer  une  fonction  qui 
ait  pour  dérivée  f{x)  (**).  Dans  chaque  cas  parficulier,  la  fonc- 
tion A se  présentera  sous  la  forme 

, * A =,())  (x)  4- const. 

Pour  déterminer  la  constante,  on  observe  que  l’aire  A s’annule 
quand  l’ordonnée  MP  se  confond  avec  QR  ; donc , finalement , 

A=  y(j:)  -y(a). 


345.  Applications.  — I.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  — %px 
ou  donc  ç(x)  = -^ip.x^\  et,  en  supposant  A = o 


pour  X = O, 

. 2 } X 

A = 

O 

Le  second  membre  est  la  même  chose  que  | \/%px.x= 
donc 


^ t 


Ainsi , le  demi-scgment^parabolique  OPM  est  équivalent  aux  deux 
tiers  du  rectangle  consiruit  sur  Pabscisse  et  ^ordonnée  du  point 
extrême  M. 


(*)  Ce  raisonnement  ne  diffère  pas  de  celui  dont  on  fait  usage  pour  * 
trouver  la  limite  du  rapport  de  l'arc  au  sinus. 

(**)  Nous  avons  donné,  dans  l’Algèbre,  quelques  exemples  de  ce  genre 
de  questions. 
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La  sous-tangentc  TP  est  double  de  l'abscisse  OP  ; donc  ce  rec- 
tangle est  équivalent  au  triangle  MTP;,et, 
par  suite , le  segment  parabolique  MOM'  est 
équivalent  aux  deux  tiers  du  triangle  MTM' 
formé  par  la  corde  du  segment  et  par  les 
tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde  (*).  • 
II.  L’hyperbole  équilatère , rapportée  à 
ses  asymptotes,  a pour  équation  jrj=  i, 


ou>-  = -. 


Donc 


k — Ix  const. 

Si  l’ordonnée  fixe  QR  a été  menée  par  le  sommet,  A doit  s’an- 
nuler pour  J?  = I ; en  sorte  que  la  constante 
est  nulle , et  que  l’on  a simplement 

A ---  l.x. 


Ainsi , l'espace  compris  entre  l'hyperbole 
équilatère,  son  asymptote,  l'ordonnée  du 
sommet  et  une  ordonnée  quelconque,  a pour 
mesure  le  logarithme  néj}érien  de  l'abscisse  correspondant  à cette 
dernière  ordonnée. 

C’est  pour  cette  raison  que  les  logarithmes  népériens  sont  dé- 
signés, quelquefois,  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 

III.  Si  l’on  prend  y = sinx,  on  obtient 


= — cosx,  A = — cos X -1- const. 

Donc , à cause  de  coso  = i , Taire  comprise  entre  la  sinusoïde  OAM, 

l’ordonnée  MP  et  Taxe  des  abscisses,  sera 
donnée  par  la  formule  '' 

A = I — cosx. 

En  particulier,  le  segment  OAB  a pour 
mesure  A = 2 : il  est  équivalent  au  double 
di>  carré  construit  sur  l’ordonnée  maximum  AA'. 


(*)  Ce  théorème,  qui  Bubeiste  quand  la  corde  MM'  est  oblique  à 1 axe, 
est  uttribuo  à Archimède. 
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EXEKCIC&S. 

«• 

I.  Trouver  l’aire  de  la  courbe  représentée  parj»  = entre 


les  limites  x = o,  x = -j-  oo 
Résultat  ; 


A=^. 

a 


II.  Même  question  pour  les  courbes  dont  les  équations  sont 


y = 


Résultats  : 


1 \ ^ I 


> r r 


(x‘+i)- 


■)  y = 


x’H-  I 


‘ A - ‘ . 


2 \/l+X^  2(I  + X) 

, . xt/a  , 3/,  , ■ xy/â  \ 

»(">  = Tisfey+s  V 


A — • 

^ 16  ’ 


1,  X + l 1 2X—I  . 27T 


''*">  = 5' ,^3^+75“"=  «“S  “TT 


3/3 


CHAPITRE  XXII.  . 

ÉQUATIONS  DES  COURBES  DU  SECOND  ORDRE, 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 


346.  Les  coordonnées  rectilignes  sont  celles  qui  mettent  le  mieux 
en  évidence  les  propriétés  des  lignes  du  second  ordre.  Mais , dans 
quelques  parties  des  Mathématiques  appliquées,  dans  l’Astronomie 
par  exempte , on  a besoin  de  recourir  aux  coordonnées  polaires , 
parce  qu’elles  donnent  lieu  à des  calculs  plus  simples.  Nous  allons 
donc  rapporter  à ce  système  de  coordonnées  les  diverses  courbes 
du  second  ordre,  en  commençant  par  le  cercle. 
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3i7.  R étant  le  rayon,  soient  cl  et  a les  coordonnées  polaires 
du  centre , soient  u et  w les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  la  circonférence.  Le 
triangle  MOC  donne,  immédiatement, 

— 2f/ffC0s(w  — a),  (i) 

348.  Au  lieu  de  prendre  pour  axe  la  droite 
quelconque  Oj:,  comptons  les  amplitudes  à 
partir  de  la  droite  OC.  Nous  aurons,  en 

U, 


changeant  w en  a 


R*  =r  k’  4-  rf’  — 2 du  cos  w ; ( 2 ) 


d’où  U = d cos«  ± /R’  — d"‘  sin’  w-  (3  ) 

H est  facile  de  vérifier  que  cette  équation  représente  un  cercle. 

En  effet,  menons  une  droite  quelconque 
OD,  faisant  avec  Ox  un  angle  w,  puis 
abaissons  CB  perpendiculaire  à OD. 
n résultera , de  cette  construction , 
OB  = d cos  w , CB  = rf  sin  w.  Si  main- 
tenant, du  point  C comme  centre, 
avec  R pour  rayon , nous  décrivons  un  arc  de  cercle  coupant  la 
droite  en  M et  en  M',  nous  aurons 


MB  = M'B  = v/R’  - cr  sin"«, 


d’où 


OM  = f/  cos  w 4-  v/R’  — (i‘  sin’  w = a , etc.  ; 


donc  le  lieu  de  l’équation  {2)  est  la  circonférence  CMM'. 

349.  La  discussion  complète  de  cette  équation , qui  ne  jirésente 
aucune  difficulté,  comprend  trois  cas  principaux  : rf>  R,  rf  = R, 

//  < R. 

i“.  Dans  le  premier  cas , le  maximum  des  valeurs  de  w est  dé- 
terminé par  sinw  = ^’  en  faisant  varier  l’amplitude  entre  zéro 

et  ce  maximum , on  obtient , à chaque  fois , deux  valeurs  posi- 
tives de  H.  11  suffit  donc , pour  avoir  toute  la  partie  de  la  courbe 
située  au-dessus  de  l’axe  polaire,  défaire  varier  oi  entre  ces  deux 
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limites.  D’ailleurs , comme  l’équation  ( a)  ne  change  pas  quand  on 

remplace  w par  — w , OC  est  un  axe  de  symétrie. 

a“.  Si  = R,  l’équation  (a)  donne  w = o et  k = arfcosw.  La 
première  formule  représente  le  pôle  ; mais  comme  on  obtiendra 

TT 

ce  point  en  faisant  " = “ dans  la  seconde  formule , on  peut  faire 
abstraction  de  la  première  et  prendre  seulement  u — id  cos  w , 

TT 

en  faisant  varier  entre  zéro  et  — Si  l’on  donnait  à &>  des  valeurs 

a 

supérieures  à cette  dernière  limite,  le  rayon  vecteur  deviendrait 
négatif;  et,  en  le  portant  sur  le  prolongement  de  la  direction  dé- 
terminée par  w,  on  obtiendrait  des  points  situés  au-dessous  de 
l’axe  polaire.  Or,  ces  points  sont  symétriques  de  ceux  qui  répondent 
aux  premières  valeurs  de  l’amplitude. 

3“.  Enfin,  si  l’on  a rf<R,  l’équation  (a)  a constamment  une 
racine  positive  et  une  racine  négative.  Alors,  pour  obtenir  toute 
la  circonférence,  on  peut  se  contenter  de  prendre  la  formule 

U = (i  cos  O)  4-  v^R’  — rf*  sin’  w, 

attendu  que  si  l’on  fait  varier  w entre  zéro  et  a n,  le  second  membre 
reste  constamment  positif.  On  peut  même,  comme  dans  les  deux 
autres  cas , se  contenter  de  faire  croître  co  depuis  &>  =;  o jusqu’à 

w = TT. 

Ellipie. 

350.  Prenons  pour  pôle  le  foyer  de  gauche  et  pour  axe  polaire 
le  grand  axe  de  la  courbe.  Nous  aurons  (225) 


FM  = U z=  a + -x, 
a 

Or,  dans  le  triangle  FMP,  wcosw  = c-\-x; 
donc , en  éliminant  x , 

c , , 

U = a-\ — ( Kcosu  — c) , 

a'  ' 


d’où 


a — 

n a 

c c 

I COS  U I cos  t>> 

a a 
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Mais  — est  le  demi-paramètre  et  - = c.  L’équation  cherchée  est 
donc 


« = 


I — e cosw 

Parabole.  ■ 


351.  A cause  de 


FM  = « = x + i^  et  de  x = -t- k costo, 


U — 


I — C0S6> 


Cette  équation  a la  même  forme  que  celle 
de  l’ellipse  : seulement  e = i. 

Si  w = O , K = 00  ; ainsi  la  courbe  a une 
branche  infinie  parallèle  à l’axe.  Mais  elle  n’a 


■ P sin  U P cos  ï w 

« sm  » = — = > 

I — cosw  smiw 

et  cette  dernière  quantité  est  infinie  pour  w = o. 

Hyparbole. 

352.  Prenons  pour  pôle  le  foyer  de  droite.  La  formule  qui 
• donne  la  distance  d’un  point  M 

de  la  branche  de  droite  à ce  foyer 
est (282) 


a = - X — fl. 
a 


à b 


J^our  le  point  M'  de  la  branche 
de  gauche , on  a 

c 


U = a X . 

« a 


De  plus,  les  deux  triangles  rectangles  FMP,  FM' P'  donnent 
X = c 4-  M cos  w , II'  cos  w'  = c — x'. 
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La  substitution  des  valeurs  de  x et  de  x'  donne  ensuite 


K = - (c  + /< cosw')  + a, 

fl  \ / 7 


u'  = — “(c  + w'cosw')  + «; 


* c ' 

d’où , en  posant  — = p,  - = e , 
a ‘ a 

_ P 


U = ^ 5 (i) 

I — e cos  w ' 


«'  — — — • ( 2 ) 

1 + c cos  w 


La  première  équation  représente  la  branche  de  droite , l’autre 
la  branche  de  gauche.  Voyons  'entre  quelles  limites  on  doit  faire 
varier  w et  w'. 

Menons,  par  le  foyer  F,  les  parallèles  FG,  FH  aux  asymptotes. 

Soit  6 l’angle  aigu  formé  par  FG  avec  Fx,  ou  la  moitié  de 
l’angle  des  asymptotes.  Alors,  pour  obtenir  des  points  situés  sur 
la  première  branche,  nous  devrons,’  dans  la  formule (i),  faire  va- 
rier w entre  9 et  2 tt  — G;  et,  pour  avoir  la  seconde  branche,  nous 
devrons , dans  la  formule  ( 2 ) , donner  à w'  des  valeurs  comprises 
entre  tt  — 9 et  tt  + 0.  Cette  conclusion  résulte  de  ce  que  le  rayon 
vecteur  FM,  mené  à un  point  de  la  branche  de  droite,  tombe 
soit  dans  l’angle  GF  x,  soit  dans  l’angle  HF  x;  tandis  que  le  rayon 
vecteur  FM',  mené  à un  point  de  la  branche»  de  gauche,  se  trouve 
compris  dans  l’angle  G'  FH'. 

Elle  résulte  aussi  de  l’inspection  même  des  formules  (1)  et  (2). 
En  effet,  à-cause  de  c>  a,  l’excSntricité  e est  plus  grande  que 
l’unité, .donc  l’équation  (i)  donncfa  pôur  u de's  valeurs  positives. 


seulement  quand  on  supposera  cos 


1^1 


et  > — I,  c’est-à-dire 


quand  l’amplitude  w sera  comprise  entre  G et  2t  — 0,  etc. 

353.  Nous  voyons  que  chacune  des  équations  (i)  et  (a),  si  l’on 
rejette  les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur,  représente  une 
seule  branche  de  l’hyperbole.  Mais  rien  n’empéche  d’admettre 
les  rayons  vécteurs  négatifs , pourvu  que  l’on  convienne,  comme 
nous  l’avons  déjà  dit , de  porter  la  valeur  négative  trouvée 
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pour  un  m)vn  vecteur,  sftr  te  prolongement  de  la  direction  déter- 
minée par  ramplitiule  correxpondante.  Au  moyen  de  cette  con- 
vention, l’hyperbole  loul  entière  pourra  être  représentée  par  l’une 
ou  par  l’autre  des  formules  ci-dessus,  par  la  première  par 
exemple. 

En  effet,  supposons  que  dans  cette  formule  (i)  nous  donnions  à 

w une  valeur  a moindre  que  0,  nous  obtiendrons  u — , 

I — ecosa 

valeur  négative. 

Mais  si  nous  prenons,  dans  la  formule  (2),  &>'=  ^ + «,  il  nous 
viendra 


1 + eCOS(7r a)  I — ccosa 


Le  point  N,  déterminé  par  cette  valeur  positive  de  m,  aurait  donc 
pu  être  obtenu  par  l’application  de  la  formule  (i). 

En  résumé,  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à l’axe  trans- 
verse et  au  foyer  de  droite , est  * ' 


U = 


I — CCOSw  ^ 

354.  Si  on  applique  à cette  équation  la  règle  rel^ive  asymp- 
totes , on  trouve  d’abord , en  posant  w = » , - 


1 a 
cos  a = - = - » 
e c 


En  second  lieu , la  distance  du  pôle  à l’asymptote  est  donnée 
par  la  formule  d = ^ (^73);  donc  - y 


5 donc  enfin  d ï=  bj  ce  qui  est 
. 

l’ellipse  ou  dans  l’hyperbole,  la  somme 
un  foyer,  parallèlement  à deux  diamètres 
conjugués,  est  constante. 

II.  Théorème.  — Si , par  un  foyer,  on  mène  n droites , parta- 

I.  40 


_ P 


esina 
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géant  tout  le  plan  en  n angles  égaux  entre  eux , la  somme  des 
inverses  des  rayons  vecteurs  déterminés  par  ces  droites  est  une 
constante. 

in.  Déterminer  une  courbe  du  second  ordre,  connaissant  un 
foyer  et  trois  points.  [Pivblèmc  de  Hallcjr.) 

IV.  Démontrer  la  solution  suivante  du  problème  de  Halley, 
solution  due  à Nicollic: 

Du  foyer  donné  F,  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  en  fl,  fl*  les  rayons  vec- 
teurs donnés  FA,  FA',  FA".  Sur  les  cordes  aa\  a' fl",  fl*fl,  on 
prend  trois  points  B",  B,  B',  tels  que  1 on  ait 

rtB"  FA'  rt'B  _ ^ ff"B'  ^ FA 
fl"B~FA'’  «B'  FA" 

Des  points  B",  B,  B'  on  abaisse  des  perpendiculaires  respective- 
ment sur  AA',  A' A",  A"  A : i°  ces  droites  se  coupent  en  un  même 

FP 

point  P ; a"*FP  est  la  direction  de  l’axe  focal  ; ^ î 'i”  “ 

le  poinrç,ù  SÊVencontre , une  seconde  fois,  la  circonférence,  et  • 
F'  étant  ^o  secgpd  foyer,  on  a 

. aP“AF* 


CHAPITRE  XXIII. 

SECTIONS  CONIQUES  ET  CYLIOTJUQÜES. 

■4  ’î- 

S6otion  plane  d^un  coife»  de  révdMIlion,  * ^ 

^ * V ' P > 

35S.  Mengto  par  l’axe  SC  du  c^ne*  ^ plan  perpendicip^  au 
plan  sécant.^ient  SA,  SB  les  dciA^é^âtriccs>contcnues  djns. 
ce  plan  méridien^  \Si  trace  du  pim  Sécant  DM  la^^be 
d’intersection.  Le  planASB  estévidemmW:U^a^fi^ctrie; 
donc  DE  sera  un  axe  de  la  courbe  DM,  ^t*^le  pdtnPpT^'silué  sur 
la  génératrice  SA,  en  sera  un  sommet. 

Par  un  point  quelconque  M de  cette  courbe , abaissons  MP  por- 
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pendicuWre  sur  DE,  et  soient  MP  = j,  DP  = j-.  De  plus,  repré- 
sentons par  [3  l’angle  de  la  génératrice  avec 
Taxe , par  d la  distance  SD , enfin  par  a 
l’angle  SDE  que  fait  le  plan  sécant  avec  la 
génératrice  SD. 

Si , par  l’ordonnée  MP,  évidemment  per- 
pendiculaire au  plan  ÂSB,  nous  menons  un 
B plan  perpendiculaire  à SC,  ce  plan  coupera 
le  cône  suivant  une  circonférence  GMH, 
dans  laquelle  GU  sera  un  diamètre.  Consé- 
quemment, 


En  premier  lieu. 


MP  =r’  = GP.PH. 
GP  sin  a 


ou 


DP 

GP: 


cosf> 
sin  a 
cos^ 


X- 


Pour  évaluer  PH,  menons  DD'  parallèle  à GU  et  PL  parallèle  à 
SB;  nous  aurons  PH  = LD'  = DD'  — DL.  D’ailleurs, 

DD'  = 2 DI  = 2 rf  sin  P ; 

et,  dans  le  triangle  DLP, 

DL  _ sinDPL  _ sin LPE  _ sin(a  -f-  2fi) 


d’où 

Par  suite. 


DP  sin  DLP  sinD'  cos  P 

COS  P 

nii  t a sin  (a -1-2  S) 

PH  = 2 f/  sm  S — X — ^ T — 

^ cos  P 


La  substitution  de  ces  valeurs  donne,  pour  l’équation  de  la  section 
conique, 

, , sin  a sin  S sin  a sin  (a -|- 2 S) 

Y^='ld 5-^-*' Ta il) 

cos  P cos’ P ' ' 

Cette  section  est  donc  une  ligne  du  second  ordre. 

3S6.  L’équation  (i)  est  celle  d’une  courbe  rapportée  à un  axe  et 
à la  tangente  au  sommet;  elle  représente  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole,  selon  que  le  coefficient  de  j:’  est  négatif,  nul  ou 
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positif.  Or,  les  facteurs  sin  a et  cos’  p sont  essentiellement  positifs, 
et  a -|-  2 P est  inférieur  à 36o".  Conséquemment , la  section  conique 
sera  une  ellipse , une  parabole  ou  une  hyperbole , suivant  que  la 
somme  des  angles  ASB,  SDE  sera  inférieure,  é^ale  ou  supérieure 
à deux  droits.  En  d’autres  termes  : 

1°.  Si  la  trace  DE  coupe  les  deux  génératrices  SA,  SB  ; c’est-à- 
dire  si  le  plan  sécant  rencontre,  d’un  meme  côté  du  sommet,  toutes 
les  génératrices,  la  section  est  une  ellipse; 

2“.  Si  le  plan  sécant  est  parallèle  à une  génératrice,  la  section 
est  une  parabole; 

2°.  Enfin  si  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes  du  cône, 
la  section  est  une  hyperbole. 

357.  Nous  avons  supposé  la  distance  d différente  de  zéro.  Si  cette 
distance  était  nulle,  c’est-à-dire  si  le  plan  sécant  passait  par  le 
sommet  du  cône,  la  section  se  réduirait,  en  vertu  de  l’équation  (i), 
h un  point,  h une  droite  ou  à deux  droites  concourantes. 

358.  En  laissant  de  côté  le  cas  de  = o,  nous  venons  de  recon- 
naître que  toute  section  conupie  est  une  courbe  du  second  ordre. 
Examinons  maintenant  si  toute  courbe  du  second  ordre  est  une 
section  conique,  ou,  plus  généralement,  si  une  courbe  tpielconque 
du  second  ordre  peut  être  placée  sur  un  cône  donné. 

Pour  cela,  rappelons-nous  que  toutes  les  courbes  du  second 
ordre,  rapportées  à l’axe  focal  et  à la  tangente  au  sommet,  sont 
données  par  l’équation 

y’‘=ïpx  — qx'‘,  (2) 

dans  laquelle  2.p  et  <7  représentent  le  paramètre  et  le  carré  du 
rapport  du  second  axe  au  premier.  Il  s’agit  donc  uniquement  de 
savoir  si,  en  identifiant  les  équations  (i)  et  {2),  on  obtiendra  des 
valeurs  réelles  pour  d et  a.  Cette  identification  donne 

^ (3)  So ^ = q.  (4) 

COS  S ^ ' cos  S 

Si  l’angle  a est  réel,  l’équation  (3)  donnera  pour  d une  valeur 
réelle.  Prenons  donc  l’équation  (4),  qui  renferme  seulement  l’in- 
connue a. 

Cette  équation  peut  être  écrite  ainsi  : 

cos  2 P — cos  (2a-+-2|ï)  = iq  cos’  fi  ; 
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d’où  cos  ( '2  « + a P ) = cos  a P — a q cos’  p. 

Le  second  membre  égale 

a cos’  P — I — 2q  cos’  ^ = a ( I — q)  cos’  P — i- 
L’équation  ( 4 ) devient  donc 

cos(a  a 4- ap)  = a(i  — (/)  cos’^  — I.  (5) 

i“.  Dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  ellipse,  le  rapport 
h' 

7,  égala  est  moindre  que  l’unité;  donc  le  produit  a (i—<jf)  cos’p 

est  compris  entre  4-  a et  o,  et  le  second  membre  de  l’équation  ( 5 ) 
est  compris  entre  4-  i et  — i . Cette  équation  donnera  donc  une 
valeur  réelle  pour  l’angle  a.  Conséquemment,  une  ellipse  donnée 
peut  toujours  être  appliquée  sur  un  cône  de  résolution  donné. 

a°.  Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole , <7  = o,  et  l’équation 
( 5 ) se  réduit  à cos  ( a a 4-  a p ) = acos’  p — \ — cos  a p ; celle-ci 
donne  a = oeta  = 7r  — 2 p.  La  première  valeur  est  inadmissible  ; 
l’autre  indique,  comme  on  devait  s’y  attendre,  que  le  plan  sécant 
est  parallèle  à une  génératrice  : une  parabole  donnée  peut  toujours 
être  a]}pliquée  sur  un  cône  de  réwdution  tlonné. 

3“.  Enfîn,  si  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  on  devra  avoir, 
en  changeant  7 en  — 7', 

a(i  4- 7')  cos’P  — I > — I,  et  2(1  4- 7')  cos’ p — I < I. 

La  première  condition  est  toujours  vérifiée;  l’autre  se  réduit  d’a- 
bord  à ( 1 4-  7'  ) cos’  p < i ; puis , si  l’on  remplace  7'  par  ^ i et  1 4-  7' 

(l^  (l 

par  ^5  elle  devient  cos’p  < Or,  - est  le  cosinus  de  l’angle  0 

que  font  les  asymptotes  avec  l’axe  transverse;  donc,  p et  0 étant 
aigus,  l’inégalité  précédente  se  réduit  à p > 0.  Conséquemment, 
']X)ur  q lé  une  hyperbole  donnée  jmisse  être  ajipliquée  sur  un  cône 
de  résolution  donné,  il  faut  que  V angle  des  deux  asymptotes  soit 
moindre  que  l’angle  au  sommet  du  cône. 

3î>9.  Les  courbes  du  second  ordre  étant  identiques  avec  les 
sections  planes  d’un  cône  de  révolution , on  les  désigne  ordinaire- 
ment sous  le  nom  de  sections  coniques,  ou,  plus  simplement  en- 
core , sous  celui  de  coniques. 

40. 
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Seotion  d’un  cylindre  de  révolution. 

360.  Dans  l’équalion  (i),  supposons  r/sin  p = R et  a = 0 — p ; 
R représentera  le  rayon  du  parallèle  passant  par  le  sommet  D de  la 
section  conique,  et  0 l’inclinaison  du  plan  sécant  sur  l’axe  du  cône. 
Nous  obtiendrons  ainsi 


^Rsin(O-p)^  sin(0-P)sin(0  + p) 
cos  P cos’ P 


Actuellement,  supposons  que  l’angle  p 
diminue  jusqu’à  zéro  : à la  limite , le  cône 
se  sera  transformé  en  un  cylindre  de  révo- 
lution autour  de  l’axe  CI , et  la  section  co- 
nique sera  devenue  la  section  cylindrâjuc 
DME , ayant  pour  équation 

y’ = 2 R X sin  0 — x’ sin’ 0. 


Cette  section  est  donc  une  ellipse. 

361.  Pour  arriver  directement  à ce  résultat,  il  suffirait  d’ob- 
server que , M et  m étant  deux  points  correspondants  de  la  section 
oblique  DME  et  do  la  section  dtvite  D m D',  c’est-à-dire  deux  points 
dont  les  ordonnées  MP,  nip  sont  égales , on  a , entre  leurs  abscisses 
DP,  Dp,  la  relation 


DP  _ I 
Dp  ~ sin  0 


= const. 


En  môme  temps,  les  deux  axes  de  l’ellipse  DME  auront  pour 
valeur  2 R et 

sinO 


Section  anti'parallèle. 

362.  Les  sections  faites  dans  un  cône  oblique,  à base  circulaire, 
par  des  plans  parallèles  à cette  base , sont  évidemment  des  cercles. 
Mais,  indépendamment  de  celte  direction  du  plan  sécant,  il  en 
existe  une  autre  qui  donne  pareillement  des  sections  circulaires. 
Proposons-nous  de  la  déterminer. 

Du  sommet  S du  cône,  abaissons  SD  perpendiculaire  au  plan 
de  la  base;  puis,  par  SD  et  par  le  centre  C de  la  base,  faisons 
passer  un  plan  ASB  : ce  plan  sera  un  plan  de  symétrie  ou 
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un  plan  imncipal.  Si  dune  nous,  coupons  le  cône  par  un  plan 
quelconque  EMF,  perpendiculaire  à ASB,  la  sec- 
tion aura  pour  axe  la  trace  EF  du  plan  sécant  sur 
ce  plan  princi[)al.  Menons  l’ordonnée  MP,  perpen- 
diculaire à EF.  Alors,  si  EMF  est  une  circonfé- 
rence, l'ordonnée  MP  devra  être  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  EP , PF  du 
diamètre;  c’est-à-dire  que  nous  devrons  avoir 

MP*  =EP.PF. 

D’un  autre  côté,  si  nous  faisons  passer,  suivant  MP,  le  plan 

î 

GMH  parallèle  à la  base  du  cône,  nous  aurons  MP  = FP.PH.  La 
comparaison  de  ces  deux  valeurs  donne 

1^  _GP 
PH  " PF' 


EP.PF  = GP.P11,  ou 


Celte  proportion  indique  évidemment  que  les  deux  triangles 
EGP,  IIPF  sont  semblables;  donc  les  angles  G,  F sont  égaux;  ou, 
ce  qui  est  équivalent,  la  section  EMF  sera  un  cercle,  si  le  plan 
de  cette  section  et  le  plan  de  la  base  du  cône  font,  avec  les  géné- 
ratrices AS,  BS  situées  dans  le  plan  principal,  des  angles  respec- 
tivement égaux.  '» 

Si  l’angle  F,  égal  à l’angle  A,  avait  son  sommet  sur  SA,  la  sec- 
tion EMF  serait  parallèle  à la  base  : c’est  pour  cette  raison  qu’on 
lui  a donné  le  nom  de  section  anti-parallèle. 


CHAPITRE  XXIV. 

DU  NOMBRE  DE  CONDITIONS  NÉCESSAIRES  POUR 
DÉTERMINER  UNE  CONIQUE. 


363.  L’équation  générale  ' • 

Aj’4- Ba:/-|- Cx’-h  Dj4ü^ -h  F = o (i) 

renferme  six  coefficients;  mais,  côrira^ort'peut  diviser  tous  les 
termes  par  le  coefficient  d’un  quclccmWRWentre  eux  (^our\  u que 
ce  coefficient  ne  soit  pas  nul  ),  il  rest^^U^ement  cinq  coefficients 
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arbitmires.  Par  exemple,  toutes  les  lignes  du  second  ordre  qui  ne 
passent  pas  par  l’origine  peuvent  être  représentées  par  l’équation 

A/’4- Bxj+ C.r’+ Dj+ Éj;  + I = O.  (2) 

Pour  déterminer  complètement  une  conique,  on  devra  évidem- 
ment se  donner,  entre  les  cinq  coefficients  arbitraires  de  son  équa- 
tion, cinq  équations  distinctes;  autrement  dit,  une  connjue  est 
généralement  déterminée  par  cinq  conditions. 

364.  Remarque.  — Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  cqefficients 
A,  B,  G satisfont  à la  relation  B’  — 4 AC  = o;  donc  quatre  coef- 
(icienls  seulement  sont  arbitraires,  c’ést-à-dire  qu’«w  parabole 
est  généralement  déterminée  par  qimtre  conditions. 

365.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  cherchons  l'équation 
de  la  courbe  du  second  ordre  passant  par 
cinq  fjoints  donnés  A,  B,  C,  D,  E.  Afin  de 
simplifier  les  calculs,  prenons  pour  axes  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère  formé  par  quatre 
de  ces  points.  En  même  temps,  représentons 
par  fl,  è,  r,  d les  distances  OA,  OB,  OC,  OD. 

La  courbe  cherchée  ne  passe  évidemment  pas  par  l’origine; 
donc  son  équation  aurala-forme  (2). 

Si  l’on  fait  j = o , on  obtient  l’équation 

C.r’  4-E.r-|-i  = o,  ^ 


dont  les  racines  doivent  être  a et  b.  On  a donc,  identiquement, . 
Cx^-t-  E.r-l-i  = C(.r  — u)[x  — ô), 

d’où  C = 

De  même,  Aj’  + Dj-t-i  = A(7— Z»)  (j^  — r/), 

“ = h 

Au  moyen  de  ces  relations,  l’équation  {2)  devient 
* ^ 

(j-  a){x-b)-i  + Bxjr  = o, 

■H  , 

OU , en  chassant  les  dénominateurs  et  en  représentant  par  > le 
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■produit  Bflftcrf, 

ab\y  — r)  ( J — rf)  + i — abcd  = o.  (3) 

Telle  est  la  forme  simple  sous  laquelle  on  peut  mettre  Véquation 
des  lignes  du  second  ordre  qui  passent  par  quatre  points  donnés. 

3()6.  Si  la  courbe  doit  passer  par  un  cinquième  point  E , dont 
les  coordonnées  soient  a,  p,  on  aura,  pour  déterminer  le  para- 
mètre 7,  l’équation 

ab{^  — <^)  ( P — d]-\-cd(u  — o)  (a  — b)  — abcd  = o.  (4) 

Tant  que  a et  p seront  différents  de  zéro,  c’est-à-dire  quand  le 
point  E ne  sera  situé  ni  sur  AB  ni  sur  CD,  cette  dernière  équation 
donnera  pour  i un  valeur  finie  et  déterminée;  en  la  substituant 
dansla  relation  (3),  on  aura  l’équation  de  la  courbe  cherchée. 

367.  Au  lieu  de  déterminer  cette  courbe  par  la  connaissance 
de  cinq  de  ses  points,  on  peut  se  donner  des  points  ou  des  droites 
remarquables  situés  dans  son  plan,  tels  qu’un  centre,  un  sommet, 
un  foyer,  une  tangente , un  axe , une  directrice , etc.  Il  faudra, 
bien  entendu,  que  ces  points  ou  ces  droites  donnent  lieu  à cinq 
équations  de  condition , sans  quoi  la  courbe  ne  serait  pas  déter- 
minée. A ce  sujet,  nous  ferons  les  remarques  suivantes  : 

1°.  Un  point,  non  situé  sur  la  courbe,  est  déterminé  par  ses 
deux  coordonnées;  par  conséquent,  la  connaissance  d'un  point 
remarquable  équivaut  à deux  conditions. 

2®  Si  une  droite,  donnée  par  son  équation , doit  être  tangente  à 
la  courbe  cherchée , on  élimine  l’une  des  coordonnées  x,  j,  entre 
les  équations  de  ces  lignes , et  l’on  exprime  que  l’équation  résul- 
tante a ses  deux  racines  égales.  Par  suite , la  connaissance  d'une 
tangente  équivaut  à une  condition. 

3®.  On  voit,  avec  la  même  facilité,  que  la  connaissance  d'un 
axe,  ou  d'une  directrice,  ou  d'une  asymptote , équivaut  à deux 
conditions. 

368.  Dans  chaque  cas  particulier,  on  pourra  mettre  l’équation' 
de  la  courbe  sous  une  forme  propre  à mettre  en  évidence  la  droite 
ou  le  point  remarquable  donné.  Si , par  exemple , « , p sont  les 
coordonnées  rectangulaires  d’un  foyer  ou  d’un  centre  connu , on 
représentera  la  courbe  par  l’équation 

(.r  — a)’-+- (j—  p)*=  {my  + nx  + pY 
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dans  le  premier  cas , et  par 

dans  le  second.  De  même , %\  y = ax-\- b est  l’équation  d’une 
tangente  donnée,  on  pourra  prendre,,  pour  équation  de  la  courbe, 

( Aj-|-B.r-f-C)’4-(j  — fl-c  — ^)  (j  — — y)  — O (‘); 

A,  B,  C,  /;,  7 étant  des  coefficients  inconnus,  dont  un  seul  est  ar- 
bitraire. Il  est  évident , en  effet , que  ces  deux  équations  donnent 
lui  seul  système  de  valeurs  de  x et  de  j;  donc  la  droite  est  tan- 
gente à la  courbe. 

Enfin , %\  y = ex  -\-d  représente  une  asymptote  donnée , l’é- 
quation de  la  courbe  pourra  être  mise  sous  la  forme  * 

{y  — ex  — (A:r-1-B)  [y  — ex  — d) 0.  = o, 

A,  B,  C étant  trois  coefficients  inconnus. 

En  effet,  la  combinaison  de  cette  équation  avec 

y = 

conduit  à 

(7 X -4- ^)’4- (Ax -t- B)  (70:  4- ^ ) 4- C = O, 
équation  dont  les  deux  racines  croissent  au  delà  de  toute  limite 
quand  les  variables  7 et  5 tendent  vers  zéro. 

ZJeux  géométriques. 

369.  Quand,  au  lieu  de  cinq  conditions,  on  en  donnera  seule- 
ment quatre,  il  y aura  une  infinité  de  courbes  satisfaisant  à la 
question.  Si  l’on  suppose  qu’elles  se  succèdent  d’une  manière  con- 
tinue, chacun  de  leurs  points  remarquables  (centre,  foyer,  som- 
met, etc.)  décrira  un  certain  lieu  géométrique  dont  on  pourra 
chercher  l’équation. 

370.  Premier  exemple.  — Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes 
les  coniques  passant  par  quatre  points  donnés.  Si  nous  appliquons 
à l’équation  (2),  qui  les  représente  toutes,  la  règle  ordinaire, 
nous  aurons , pour  les  équations  du  centre , 

cd{%x  — a — è)4->j-=o,  (5) 
ab  [iy — c — rf)4-^-ï^==o.  (6) 


(*)  y = px q représente  une  seconde  tangente  quelconque;  et 
-t-  Bx  -h  C = O est  l’équation  de  la  corde  de  contact. 
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Quand  on  aura  donné  une  valeur  arbitraire  au  paramètre  À , les 
équations  (5)  et  (6)  détermineront  les  coordonnées  du  centre  de  la 
courbe  correspondante.  Par  conséquent , pour  trouver  l’équation 
du  lieu  cherché , il  sufht  d’éliminer  ).  entre  ces  deux  équations. 
On  obtient  ainsi 


ab(‘iy — c — rl)y — cr/(2j:  — a — b)x  = o.  (7) 


a pour  coordonnées 


Le  lieu  est  donc  une  conique.  On  recon- 
naît aisément , en  discutant  l’équation  (7), 
que  cette  courbe  passe  : 1°  par  les  points 
de  concours  O,  E,  F des  droites  qui  joignent 
deux  a deux  les  quatre  points  donnés; 
1°  jxir  les  milieux  G,  H , I , K , L , M rfc 
ce.ç  dernières  droites.  En  outre , le  centre 


a-\-  b 

X = — 1 

1 


et , par  conséquent , le  centre  est  situé  au  milieu  commun  des 
droites  GH,  IK,  LM  qui^oïghent  les  milieux  des  côtés  opposés  ou 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  formé  par  les 
quatre  points  donnés,  etc. 

371 . Second  exemple.  — Lieu  des  foyers  des  ellipses  tangentes 
à deux  droites  rectangulaires  données,  et  dont  le  centre  est  un 
point  donné. 

En  prenant  pour  axes  les  deux  tangentes  données , on  pourra  re- 
présenter toutes  ces  courbes  par 

[x  — ay -Jr  [y  — = {my -\- nx pY . (1) 

Les  équations  du  centre  sont 

X — a.  = n[my  nx 

J — P = m{piy  -!r  nx  ->r  p)’ 

Si  donc  «,  b sont  les  coordonnées  de  ce  point,  on  aura 
a — a.  = n [mb na p) , (2) 

b — P = /M [mb  y-  na  p).  ( 3 ) 

L’axe  des  abscisses  étant  une  tangente , il  faut  que  l’équation 
obtenue  en  faisant  y = o dans  la  relation  (i)  ail  ses  racines 
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égales.  Cette  condition  est  exprimée  par 

a’ (4) 

De  même,  l’axe  des  ordonnées  étant  une  tangente,  on  a 

{mp-fr^Y=  (w’-  I)  (5) 

Si,  entre  les  équations  (2),  (3),  (4),  (5),  on  élimine  les  para- 
mètres TO,  «,  /J,  on  trouvera  une  équation  entre  a et  [5,  qui  repré» 
sentera  le  lieu  des  foyers. 

Cette  élimination  peut  être  faite  comme  il  suit  : 

Les  équations  (4)  et  (5),  développées,  deviennent 

(a’-t-p’)  + O,  (4') 

(a’+ 4-y;>’ — a’=  o.  (5') 

Mais , si  l’on  représente  par  \ la  quantité  mb  H-  na  -|-  p,  on  a,  par 
les  équations  ( 2 ) et  ( 3 ) , 


m 


a — a b 

Cette  proportion  donne  d’abord 


' I 


mb 


_v  _ — «) 


na-\-p  = \ = -i ^ '■  -+-  P, 

ou  ‘ y?  — p\  — [è  (fc  — P)  + a(rt  — a)]  = o; 
et  ensuite,  au  lieu  des  équations  (4')  et  (5'), 

(//  — ^’)X’-l-2«/?(«  — a)XH-(a’4-  — a)*=  O, 

[p'‘  — a^)y?  + %^p[b  — + (a’  + fi’)  (6  — py  = O. 

D’ailleurs,  les  trois  dernières  équations , dans  lesquelles  ^ est  l'in- 
connue, doivent  être  identiques;  donc 


ou 

et 


2a(n  — — 3’=o, 

2 P ( 6 — P ) + /-'^  — a’  = O. 


L’élimination  de  p‘‘  entre  ces  deux  dernières  équations  donne 
enfin 

P’  — — 2&P  + 2aa  = O. 
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Le  lieu  demandé  est  donc  une  hyperbole  équilatère  qui  passe 
par  l’origine,  et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  tangentes  don- 
nées. Cette  hyperbole  a pour  centre  le  centre  donné , etc. 

372.  La  méthode  précédente  est  générale,  mais  elle  conduit 
ordinairement  à des  calculs  compliqués.  Dans  la  plupart  des  cas , 
on  lui  substitue  avec  avantage  un  autre  mode  de  solution,  que 
l’on  peut  formuler  ainsi  ; Aux  quatre  éléments  donnés,  ajoutez-en 
un  cinquième,  propre  à déterminer  commodément  le  point  remar- 
quable dont  on  demande  le  lieu , et  faites  ensuite  varier  ce  cin- 
quième élément. 

373.  Pour  éclaircir  cet  énoncé,  reprenons  la  question  précédente. 
Soient  Ox,  Oj  les  deux  tangentes  et  C le  centre  commun  à toutes 
les  ellipses.  Si  nous  nous  rappelons  que  le  lieu  des  projections  du 
foyer  sur  les  tangentes  à une  ellipse , est  la  circonférence  décrite 

sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  nous 
conclurons  que,  pour  obtenir  le  foyer  F 
d’une  quelconque  des  courbes  satisfaisant 
aux  quatre  conditions  données,  il  suffit  de 
décrire,  du  point  C comme  centre,  une 
circonférence  rencontrant  0.r  en  G,  O y 
en  H , et  d’achever  le  rectangle  OGHF.  Le  rayon  \ de  cette  cir- 
conférence est  le  cinquième  élément  vajiable. 

Il  est  actuellement  bien  facile  de  former  l’équation  du  lieu  des 
points  F donnés  par  la  construction  précédente.  En  effet,  la  cir- 
conférence IIG  est  représentée  par 

{x  — «)’+  {y  — bf  = ■/’. 

Par  suite , les  coordonnées  du  point  F vérifient  les  deux  équations 
(x  — (r— 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  on  a donc,  pour  l’équ^ion  du 
lieu, 

y‘‘  .t’  — 7.by  lax  = o. 

EXERCICES. 

I.  Lieu  des  seconds  foyers  des  ellipses  qui  ont  un  premier  foyer 
donné,  et  qui  passent  par  deux  points  donnés.  (Une  hyperbole 
ayant  pour  foyer  les  deux  points  donnés.  ) 

I.  41 
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II.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  même  directrice  et  un 
' point  commun.  (Une  circonférence  passant  par  le  point  donné.  ) 

III.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à trois  droites  don- 
nées. (La  circonférence  circonscrite  au  triangle  formé  par  les  trois 
tangentes.  ) 

IV.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  passant  par  trois 
points  donnés.  {Le  •cercle  des  neuf  points.) 

V.  Une  infinité  d’hyperboles  ont  un  sommet  réel  donné  et  un 
sommet  imaginaire  donné.  Trouver  : i°  le  lieu  des  centres;  2°  le 
lieu  des  Seconds  sommets  réels  ; 3“  le  lieu  des  seconds  sommets 
imaginaires;  4“  le  lieu  des  foyers  de  toutes  ces  courbes. 

VI.  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  ont  même  asymptote 

et  môme  foyer.  = tang^w.^ 

VIL  Lieu  des  foyers  des  ellipses  qui  ont  même  centre , un  point 
commun , et  dans  lesquelles  le  grand  axe  a une  longueur  donnée. 
(Une  ellipse  qui  a pour  foyer  le  point  donné.) 

VIII.  Lieu  du  foyer  de  l’hyperbole  représentée  par  xy=  by-\-bx, 
et  dont  le  sommet^ décrit  la  parabole  qui  a pour  équation  x^=  by. 


CBÂi>ITRE  XXV. 

INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES. 


374.  Les  points  communs  à deux  courbes  du  second  ordre  re- 
présentées par 

Aj’-l-Bx/-|-Cx’-+-D/-t-Ex-|- F=  O,  (A) 

^ af-\-bxy-\-cx^-^dy+ex-\-f=zo^  (B) 

ont  évidemment  pour  coordonnées  les  solutions  réelles  de  ces  deux 
équations.  Pour  trouver  ces  solutions,  on  peut  éliminer  une  des 
inconnues , y par  exemple  ; calculer,  exactement  ou  par  approxi- 
mation , les  racines  de  l’équation  finale  en  .r  ; et  substituer , dans 
l’équation  résultant  de  l’élimination  de  y'  entre  les  proposées , les 
valeurs  ainsi  obtenues.  . 

375.  Remarquée.  — Comme  l’équation  finale  est  du  quatrième 
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degré , dans  le  cas  le  plus  général , deux  amiques  ne  peuvent  se 
couper  en  plus  de  quatre  points.  Ce  résultat  s’accorde  avec  les 
théorèmes  exposés  dans  le  chapitre  précédent;  car  si  les  coniques 
avaient  cinq  points  communs,  elles  coïncideraient  (363). 

376.  Application.  — Soient  les  deux  équations 

4 x — 9 = 0,  (i) 

jd-j-  xy  — jr’4- aj-4- 10 X — i3  = O.  (2) 
L’élimination  de  conduit  à 


Cette  valeur,  substituée  dans  l’équation  (a),  donne 

( — i6x  -f-17)’— (x-J-a)  (x  — 5)  (Sx’  — i6x  + 17) 

— (x  — 5)’  (x’  — lox  + i3)  = o; 
ou,  en  développant  et  réduisant, 

5x*—  5ix*-|-  iSSx*—  a73x  -+- 134  = o. 

On  tire,  de  cette  équation,  

18  ± i/— 1 1 

.r“i,  x=  a,  x=  ^ ; 


d’où 


J = ï,  7 = -», 


— 14  ± a v^- 


-II 


Par  conséquent,  les  coniques  données  se  coupent  seulement  en 
deux  points. 

377.  Au  lieu  d’appliquer  la  méthode  précédente , on  peut  se  pro- 
poser de  trouver  les  équations  des  conles  communes  aux  courbes 
données. 

Pour  résoudre  cette  question , remarquons  d’abord  que  si  l’on 
ajoute  membre  à membre  les  équations  proposées,  après  avoir 
multiplié  l’une  d’elles  par  un  facteur  arbitraire  ï,  on  obtient  une 
équation  de  la  forme 

AV-l-B'x7-|-C'x’-|-D'.r+E'x-|-F'=o,  (C) 

qui  représente  toutes  les  coniques  passant  par  les  jjoints  communs 
aux  deux  coniques  données. 

En  effet,  toutes  les  solutions  communes  aux  équations  (A)  et 
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(B)  vérifient  l’équation  (G);  et,  de  plus,  on  peut  déterminer  À 
de  manière  que  la  conique  (C)  passe  par  un  point  pris  arbitraire- 
ment dans  son  plan. 

378.  Cela  posé , si  nous  voulons  que  cette  conique  auxiliaire  (C) 
se  réduise  au  système  de  deux  droites,  nous  devrons  (121)  prendre 
pour  A une  racine  réelle  de  l’équation 

(B'^- 4A'C')F'+ A'E'’-1-C'D'’4-B'D'E'=  O.  (D)  (*) 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré , a au  moins  une  racine 
réelle;  donc  la  transformation  proposée  est  toujours  possible  (**). 

379.  Remarques.  — I.  Le  terme  indépendant  de  ).  a pour  va- 
leur 

(B’  - 4 AC)  F -h  AE’  + CD’  - BDE  = m. 

Si  /«  = O,  l’une  des  racines  de  l’équation  (D)  est  zéro,  et  la 
conique  (C)  se  réduit  à (A).  Ce  résultat  pouvait  être  prévu;  car 
la  condition  m = o exprime  que  l’équation  (A)  représente  deux 
droites  ou  un  point. 

II.  Semblablement,  si  le  coefficient  de  est  nul,  l’équation  (D) 
a une  racine  infinie;  et  la  conique  (C)  devient  la  seconde  des 
deux  courbes  données. 

lU.  Quand  les  coniques  (A)  et  (B)  se  coupent  en  quatre  points, 
l’équation  (D)  a ses  trois  racines  réelles.  En  effet,  les  côtés  et  les 


(*)  Quand  on  voudra  Taire  une  application,  on  devra  se  rappeler  que 
A'=A-(->la,  B'=B-+-A6,..., 

(**)  Cependant,  si  une  valeur  réelle  de  A rend  négative  la  quantité 
B” — 4 A'C',  l'équation  (C),  au  lieu  de  représenter  deux  droites,  repré- 
sentera un  point.  Par  exemple,  l'équation 

( ar -+- X H- (r  — 3 X — i)*  = O , 

qui  représente  un  point,  pouvant  être  obtenue  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  deux  équations 

4r*  — xr-i-9x’-(-r-+-4^-l-‘  = o> 

y'  — xy-t-  = 

si  l’on  applique  à ces  deux-ci  la  méthode  précédente,  on  trouvera, 
comme  racine  de  l’équation  (D),  A = t,  valeur  au  moyen  de  laquelle  on 
retombera  sur  l’équation  proposée. 
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diagonales  du  quadrilatère  qui  a pour  sommets  les  quatre  points, 
forment  Uvis  couples  de  cordes  communes  aux  deux  coniques. 

IV.  La  réciproque  de  cette  dernière  proposition  peut  être  fausse. 

380.  Quand  l’équation  (G)  représente  deux  droites,  on  peut  (124) 
la  mettre  sous  la  forme 

(2A'j+B'j7  + D7(B'’-  4A'C') 

- [x(B'’~  4 A'C')  + B'D'- 2A'E'P=  o. 

Par  suite , les  deux  droites  sont  représentées  par  la  double  équa- 
tion du  premier  degré 

±(2A'j4-B'.r-+-D')  s/B'^-  4 A' G'  ) 

= x(B'’-  4A'G')+  B'D'-  aA'E'.  ) ^ 

Il  ne  restera  donc  plus,  pour  déterminer  les  points  communs  aux 
deux  coniques  données,  qu’à  résoudre  les  équations  (A),  (E),  ou 
les  équations  (B),  (E). 

Applioationt. 

381.  I.  Soient,  comme  ci-dessus, 

3x^-f- .r* — y-\-  4^  ~ 9 = 0) 
xy — .r’-t- 2^-4- lox — i3  = o. 

L’équation  (D)  est 

— [{3  -+- — 4(2  + ^)  (i  — (9"+"  i3i)  -H  (2-1-^)  (4  -+- 10)-)’ 

-f  (i  — >)  ( — H-‘2^)’  — (3  -+->)  ( — I -f-2>)  (4  4-  lOÀ)  = O, 
ou  55V+  78).-4-  36  = O. 

f 

La  métjiodo.des  racines  commensurables  donne  ^ = — 3.  Par 
conséquent  l’équation  (E)  devient 

± (27+7)  = 4x—  i3; 
d’où  y=  — 2X-1-3,  y=ix  — 10. 

Ges  deux  valeurs,  substituées  dans  l’une  des  équations  proposées, 
conduisent  à 


X = I, 

X=  2, 

18  ± l/—  U 

5 ’ 

J = i; 

r = - i; 

— i4  ± 2 1/—  U 
5 - 

4 
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II.  Comme  second  exemple,  prenons 

y -4-  — 2.r  = O, 

4a:^  + 2j  — 3 = o. 

L’équation  (D)  devient 

— — 4^]  3^-f-i  + 

ou  — i~  8 — X — f- 1 — O • 

Cette  équation  a une  seule  racine  réelle , comprise  entre  — 8 , 1 4 
et  — 8,i5;  en  sorte  que  les  deux  courbes  données  ont,  au  plus, 
deux  points  communs.  Pour  les  déterminer  approximativement , 
il  resterait  à calculer,  approximativement  aussi , les  coefScients  de 
l’équation  (E),  etc. 

382.  Ces  deux  applications  montrent  suffisamment  combien  la 
seconde  méthode  est  peu  satisfaisante.  Si  l’qn  applique  la  pre- 
mière au  second  exemple,  on  obtient 

y"  . 

puis  3/— 7j'-|- 8j— 3 = o; 

et  enfin  7=0,62571,  o:  = o,523oo8. 


CBS  (*). 

, %xy  — 1 = 0. 

X — 0,557  4^4? 

J = 0,869791. 

II.  4/*— 4x74-9  = O,  8x7—427-1-9  = 0. 

^ Résultat  : , * , 

1 c ' ' 

x=4-oe,  x=  — 00,  x = 5,  x.=  -— ) 

■ 4' 

9 3 

7=  o;  7=  0;  r=-5  ^=1' 

III.  X*=7,  7^  — 2x7  — 874- I2X  — 4 = O. 
Résultat  : 

x = 2±v/2,  X = — liy/Sj 

7 = 6±4v/2:  7=  4=f2v/3. 


EXE&C1 


I. 

Résultat  : 


-t-  x’  — 2 X = t 
X = 1,967  160, 

7 = 0,254  173. 


(*)  Extrait»  de  Y Algèbre  de  M.  Bertrand. 
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CHAPITRE  XXVI. 

CONSTRUCTION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 
NUMÉRIQUES. 

383.  On  a vu , dans  Y Algèbre,  que  pour  déterminer  graphique- 
ment les  racines  réelles  d’une  équation  à une  seule  inconnue, 

/(x)  = o,  (i) 

il  suffit  de  construire  la  courbe  représentée  par  j = f(x),  et  de 
chercher  les  points  où  elle  coupe  l’axe  des  abscisses. 

Pour  généraliser  ce  procédé,  on  combine  l’équation  (i)  avec  une 
équation 

^(x,x)  = o,  (2) 

prise  arbitrairement  ; et  l’on  obtient  ainsi  une  troisième  équation 
i}/(x,j)  = o,  (3) 

qui  admet  toutes  les  solutions  communes  aux  équations  (i)  et  (2). 
Il  y a plus  : si , pour  toute  valeur  réelle  attribuée  à x , l’équa- 
tion {2)  donne  une  valeur  réelle  de  j,  les, racines  réelles  de  l’équa- 
tion (i)  seront  comprises  parmi  les  valeurs  de  x qui  vérifient  les 
deux  autres  équations.  En  d’autres  termes  : les  racines  réelles  de 
péquation  f[x)=  o sont  représentées  par  les  abscisses  d’un  cer- 
tain nombre  de  points  comniuns  aux  courbes  ayant  pour  équations 

, X)"=  ( X , j)  = O.  ( * ) 

Ajoutons  que,  si  l’oi^a  choisi  convenablement  la  fonction  y» 
l’abscisse  de  tout  point  commun  aux  deux  courbes  représentera 
une  de  ces  racines. 

(*)  Soient 

^[x)  = x*-^-x  — 18  = 0,  9(x,  r)  = (r—  i)x*-t- 18*  — 19=0. 

On  a 

(r  — i)/(*)  = xp(x,r)— [i8a:*-(-(y-r  — !8)x-+-i8(r  — i)J; 

en  sorte  que  l’on  peut  prendre 

= '8x*4-(y’-  X — i8)x-i-  i8(r  — i)  = O. 
Néanmoins,  les  équations  ç>(x,  j')  o,  f (x,  ,y)  = O sont  vérifiées  par 
X = I,  r = »,  et  I n’est  pas  racine  de y( j)  = 0. 
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Application  aux  équations  transcendantes. 

vP  I - I ‘ 

384.  I.  IX  — l - — - = 0 {Alg.,  376).  On  peut  regarder  cette 
équation  comme  résultant  de  l’élimination  de  j entre 

,x-^\ 


Y — IX , 


y=i 


X — I 


Par  conséquent,  si  l’on  construit  la  droite  et  la  courbe  repré- 
sentées par  ces  dernières  équations,  les  abscissos  des  points  com- 
muns aux  deux  lignes  donneront , avec  une  certaine  approxima- 
tion, les  valeurs  des  racines  cherchées  (*). 

385.  II.  ( 4 — 3 x’  ) sin  X — 4 cos  x = o. 

Divisant  les  deux  termes  par  4‘^sinx,  on  transforme  cette 
équation  en 

4 — 3x’ 


4x 


cot  ,r  = O ; 


et  celle-ci  est  une  conséquence  des  équations 

y = cotx. 


I 3 

y — ‘ — -.X, 

X 4 


La  construction  de  l’hyperbole  représentée  par  la  première , et 
du  lieu  de  la  seconde , montre  que  l’équation  proposée  a une  in- 
finité de  racines  réelles  : zéro  est  l’une  do  ces  racines  (**). 

«*. 

Application  au  quatrième  deg^. 

386.  Considérons  l’équation  du  quatrième  degré  privée  du 
deuxième  terme  : 

/(x)  = x*-f-/>x’-l-ryx-f-r=  o;  (i) 

et  prenons  f [x , y)  = x^  — ay  = o.  (2) 


(*)  Ces  valeurs  sont  x = rfc  1,19967867.  A l’endroit  cité,  nous  avonsi 
considéré  seulement  la  valeur  positive. 

La  division  par  x sin  x n’a  pas  supprimé  celte  racine;  car,  ainsi 

qu’on  le  reconnaît  aisément,  la  fonction  - — jx  — cotx  s’annule  avec  x. 
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En  remplaçant  d’abord  par  ay  dans  l’équation  (i),  nous  la 
transformerons  en 

7)  = w + + '■  = o;  (3) 

de  sorte  que  les  racines  de  l’équation  (i)  seront  données  par  \' in- 
tersection de  deux  paraboles,  dont  l’une  a un  paramètre  quel- 
conque. 

387.  On  peut  remplacer  la  seconde  parabole  par  une  circonfé- 
rence. En  effet , si  l’on  ajoute  membre  à membre  les  équations 
( 2 ) et  ( 3 ) , après  avoir  divisé  la  dernière  par  a’,  on  obtient 

^ + x + ^ = o,  (4) 

équation  d’une  circonférence. 

Applioation  au  troitième  deg^é. 

388.  Pour  résoudre  sd  + px->rq  = o,  on  multiplie  les  deux 
membres  parx,  ce  qui  introduit  une  racine  nulle,  et  l’on  est 
ramené  au  cas  précédent. 

389.  Exemple.  x*— 5x4-3  = o. 

On  peut  prendre,  pour  les  équations  de  la  parabole  et  du  cercle 
auxiliaires  : 

y = .x’,  4-  x’  — 6 J 4-  3 X = O. 

Si,  au  moyen  d’une  échelle, 
on  construit  avec  soin  la  pa- 
rabole MON  et  la  circonfé- 
rence ABCD , on  trouve  que 
les  points  A,  B,  C d’inter- 
section de  cos  deux  courbes 
ont  pour  abscisses 

OA'=  0,66; 

OB''=  1,83; 

0€'  = -3,49- 

En  effet,  les  méthodes  or- 
dinaires d’approximation,  ap- 
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pliquées  à l’équation  proposée , donnent 
.r,  = 0,659378, 

X,  = 1,834419, 

X,  = — 2,490798. 

390.  Remarque.  — On  peut  r^udre  toutes  équations  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré , en  coupant  une  même  parabole 
MON  par  des  circonférences  de  dimension  et  de  position  conve- 
nables. 


CHAPITRE  XXVn. 

DISCUSSION  DE  QUELQUES  COURBES  (*). 

% 

391.  Exemple  I.  7^  = i ± x \Zx  + i • 

Une  discussion  préliminaire  montre  que  la  courbe , qui  est  cou- 
pée en  deux  parties  symétriques  par  l’axe  des  abscisses  (**),  se 

compose  d’un  seul  arc  con- 
tinu FBEDCBA...  F',  pré- 
sentant deux  nœuds  ou  deux 
points  doubles  B,  B',  et  deux 
branches  infinies  BF,  B' F'. 
Les  points  doubles  ont  pour 
coordonnées 

x = o,  jr=±i; 
les  points-limites  D,  D'  sont 
déterminés  par  x = — i , 
7^  = ± I . Le  point  A où  la 

(*)  Les  exemples  suivants  sont  destinés  & étendre  les  notions  conte- 
nues dans  les  chapitres  VI  et  XIII.  Une  théorie  complète  de  la  discussion 
des  courbes  exigerait  la  connaissance  du  calcul  düTérentiel , et  dépasse- 
rait non-seulement  l’étendue  d’un  simple  chapitre , mais  même  celle 
d’un  volume  ordinaire. 

(**)  Dans  tout  ce  chapitre,  les  coordonnées  rectilignes  sont  supposées 
rectangulaires. 
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courbe  coupe  l’axe  des  abscisses,  point  quQ  l’on  peut  regarder 
comme  un  sommet,  est  déterminé  par  la  racine  positive  de  l’é- 
quation 0=1  — X yjx  + I . Cette  racine  a pour  valeur  approchée 
0,76. 

392.  L’équation  (i)  donne,  pour  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente , 

y=±- — -j=^-  (2) 

L’ordonnée  étant  supposée  positive , le  signe  supérieur  se  rapporte 
à l’arc  ABCD , et  le  signe  inférieur , à l’arc  DEBF. 

On  voit  immédiatement,  à l’inspection  de  la  formule  (2), 
1“  qu’aux  points  A,  D,  D',  la  tangente  est  parallèle  à l’axe  des  or- 
données; 2°  que  les  points  maximum  ou  minimum  C,  E,  C',  E' 

ont  pour  abscisse  commune  î 3°  que  les  tangentes  aux 

points  doubles  sont  les  côtés  du  losange  SBS'B',  dans  lequel 

0S  = 0S'=2  0B.^ 

393.  Pour  étudier  plus  aisément  la  marche  de  la  tangente  le 
long  de  la  branche  infinie  BF,  formons  le  carré  de  j',  en  rempla- 


çant par  I 4-  X (x 


i)^  ; nous  aurons 
( 3 X -+-  2 )’ 


(3) 


16  [i  4-x(x i)*]  (x-l-i) 

La  fraction  contenue  dans  le  second  membre  est  du  degré  5 

donc  elle  s’annule  pour  x = -t-  00  . 

Nous  venons  de  voir  qu’elle  s’annule  aussi  pour  x = — - ; donc 

elle  croît  d’abord  avec  x pour  décroître  ensuite.  Par  conséquent , 
la  branche  BF  a un  point  (^inflexion  I dont  nous  obtiendrons  l’ab- 
scisse en  cherchant  la  racine  positive  de  l’équation  j'=  0. 

Cette  équation  est 

6 [(x-i-i)-i-x(x-l-i)’]  — (3x-t- 2)[i-t-(x4-i)’-|- ^ X (x4-i)^]  = O, 
ou,  en  simplifiant, 

gx^4- 33x'4- 64x’-f- 36x* — 48-*' — 48  = 0.  (4) 
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La  méthode  des  racines  incommensurables  (^/g'.,  Chap.  XXIV) 
donne  x = o,86....  Telle  est  l’abscisse  du  point  d’inflexion.  Les 
valeurs  correspondantes  de  j et  de  y,  tirées  des  formules  ( i ) et  (2), 
sont 

7=  1,474,  j'=  0,569. 


394.  Exemple  n.  j=  dz  (i  4- x)  y/P*  (i) 


La  valeur  de  7 est  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  négatives 
de  X,  excepté  pour  x = — i . Par  conséquent,  outre  deux  branches 
infinies,  situées  du  côté  des  abscisses  positives,  l’équation  (i)  repré- 
sente un  point  isolé  I , dont  les  coordonnées  sont  x = — i , 7 = o. 

395.  Si  l’on  divise  par  x les  deux  membres,  et  qu’on  fasse  en- 
suite décroître  indéfiniment  cette  va- 
riable, on  obtient  lim'^  = o.  Conséquem- 
ment, les  deux  branches  infinies  OA, 

— OA',  qui  se  réunissent  à l’origine,  ont 
pour  tangente  commune,  en  ce  point, 
• l’axe  des  abscisses.  On  exprime  cette 
circonstance  en  disant  que  l’origine  est 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  (*). 

396.  Exemple  III.  (7^  — x’)^— 9x(x  — i)^  = o.  (i) 


Aspect  général  du  lieu.  — La  courbe, 
évidemment  symétrique  par  rapport  à 
l’axe  des  x,  se  compose  : 1°  d’un  arc  ouvert 
ABA';  2“  de  deux  branches  infinies  AC , 
A'C'  situées  du  côté  des  abscisses  posi- 
tives; 3"  d’une  double  branche  infinie 
DOD',  située  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives et  passant  par  l’origine.  Les  points 
A , A',  d’où  partent  les  branches  AC , 
A'C',  ont  pour  coordonnées  x=  — i, 
7=  ± >• 


(*)  Le  rebroussement  est  de  seconde  espèce  quand  les  deux  branches 
sont  situées  d'un  même  côté  de  leur  tangente  commune.  La  courbe  re- 
présentée par  jr  = X x' ± x'^  \fr  offre  un  exemple  de  celle  parlicula- 
rité  remarquable. 
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L’abscisee  du  sommet  B est  égale  à la  racine  positive  de  l’équation 

X*  — 9 .2^  ( — I )’  = O. 


Cette  racine  a pour  valeur 


I ,9258. 


Entre  l’axe  des  ordonnées  et  sa  parallèle  AA',  il  n’y  a aucun 
pofnt  du  lieu. 

397.  Asymptotes.  — La  règle  générale  (163)  donne,  pour  équa- 
tion de  ces  droites, 

J,  = ±(^2.r-|y  (2) 

Si  la  courbe  coupe  ses  asymptotes,  les  points  d’intersection 
seront  donnés  par  l’équalion 


-9x(.r-  i)’  = 


O. 


Réduisant,  on  trouve 

384  — 1Ô88  j:  4-  729  = o; 


„ , 68  ± v/250 

d ou  X = — ' : 

42 

savoir  .r=  1,2426  et  x = 1,9955. 

Ainsi,  la  branche  AC  coupe  deux  fois  son  asymptote. 

398.  Construction  par  points.  — Afin  de  mieux  juger  de  la 
forme  des  branches  infinies,  et  de  leur  situation  à l’égard  des 
asymptotes , donnons  à x un  certain  nombre  de  valeurs  entières , 
et  calculons  les  valeurs  correspondantes  de  j et  de  y^.  Nous  pour- 
rons former  le  tableau  suivant  : 


k. 
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X 

y 

y,~y 

— 8 

— i7,iao2 

— 17,125 

— 0,0048 

— 7 

— iSjiigS* 

— i5,i25 

— o,oo55 

— 6 

1 3 , 1 1 85 

— i3,I25 

— o,oo65 

- 5 

— ■ ii,ii7i 

— 11,125 

— 0,0079  ' 

- 4 

— 9>"5o 

— 9,ia5 

— 0,0100 

- 3 

— 7, 1112 

— 7,125 

o,oi38 

— % 

— 5,io34 

— 5,125 

— 0,0216 

— I 

— 3,0782 

— 3,125 

— 0,0468 

O 

0 

1,125 

— 1,125o 

I 

0,875 

— 0, 125 

2,8710 

2,875 

0,004 

4,867g 

4,875 

0,0071 

6,8685 

6,875 

o,oo65 

8 , 8706 

8,875 

0,0044 

10,8701 

10,875 

o,oo4g 

12,8706 

12,875 

0,0044 

8 

14,8711 

14,875 

o,oo3g 

D’après  ce  tableau  ; i®  la  demi-branche  OD'  est  située  au-dessus 
de  l’asymptote  E'F,  dont  elle  se  rapproche  constamment;  a®  la 
demi-branche  AKLC , d’abord  située  aurdessus  de  son  asymptote , 
passe  au-dessous  de  cette  droite , s’en  éloigne  un  peu , après  quoi 
elle  s’en  rapproche  indéfiniment.  Le  point  d’intersection  K,  ainsi 
qu’on  l’a  vu  tout  à l’heure,  a pour  abscisse  i,9g55. 

399.  Points  de  rebroussement.  — Si  dans  l’équation  (i),  on  fait 
J = X,  on  obtient  Æ(-r  — i)’  = o.  Cette  équation  ayant  trois  ra- 
cines égales  à 1 , la  droite  OA  est  tangente  à l’arc  AC  et  à l’arc  AB. 
Par  conséquent,  le  point  A présente  un  rebroussement  de  pre- 
mière espèce  ( * ).  Le  point  A'  jouit  évidemment  de  la  même  pro- 
priété. 

400.  Points  d’inflexion.  — La  branche  AC  coupant  son  asymp- 


(*)  On  arrive  à la  môme  conelusion  eu  discutant  la  valeur  de  y't  indi-> 
quée  plus  loin. 


» 
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C*)  La  tangente  à l’arc  KLC,  parallèle  à l’asymptote  pour  le  point  le 
plus  éloigné  de  cette  droite,  tend  à se  confondre  avec  elle.  Conséquem- 
ment, l’angle  sous  lequel  la  tangente  et  l’asymptote  se  coupent,  passe 
par  un  maximum. 

« 
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déterminer,  formons  les  deux  premières  dérivées  de  l’équation  (i), 
et  supposons  j"  = o.  Nous  obtiendrons  ainsi  : 

4 (/  - ÜJ  - or)  - 9(.r  - i)’  ( 4x  - i)  = O, 

2 ( — .r’ ) {/’ — i)  + 4 — xf  — {.r  — i)(2.r  — i)  = o. 

L’élimination  de  j et  do  y,  entre  ces  deux  équations , conduit  à 

9 (x  — i)’=  4x’; 

d’où 


Les  points  d’inflexion  L,  L'sont  donc  complètement  déterminés.  Par 
suite,  la  forme  de  la  courbe  est,  à fort  peu  près,  telle  qu’on  l’a 
représentée  dans  la  page  4g5. 

401 . Exemple  IV.  y -t-  .r'  -t-  8 x’  — 2000 j — 8000  = o. 

Cette  équation  n’étant  résoluble  par  rapport  à aucune  des  deux 
variables,  on  doit  se  contenter  de  donner  à .r,  par  exemple,  un 
certain  nombre  de  valeurs,  et  de  calculer,  approximativement,  les 
valeurs  correspondantes  de  Construisant  ensuite  les  points  ainsi 
déterminés,  et  joignant  ces  points  par  un  trait  continu , on  obtient 
la  figure  ci-jointe. 
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402.  Exemple  V.  / = -; — (i) 

e^+e~^ 

L’équation  n’est  pas  altérée  quand  on  change  x en  — .x  et 
y en  — x;  conséquemment  Toriginc  est  un  centre  de  la  courbe 
(189).  D ailleurs,  les  valeurs  de  x étant  d’abord  supposées  posi- 
tives , on  reconnaît  très-aisément  que 

pour  x=  O,  j=i, 

% pour  X =:  H- 00  , x=o. 


La  courbe  sc  compose  donc 
de  deux  brarffches  infinies 
AB,  A'B',  symétriques  par 
rapport- à l’origine,  asymp- 
totiques à Taxe  des  abscisses, 
et  se  terminant  brusquement, 
l’une  en  A,  l’autre  en  A'  : les 
points  A,  A'  sont  appelés 
points  (V arrêt. 


Le  dénominateur  paraît  indéterminé  pour  x = o ; mais , en  rem- 
plaçant ^ par  Z,  on  trouve  sans  peine  qu’il  croît  indéfiniment 

avec  X.  Par  suite,  aux  deux  points  d’arièt,  la  tangente  est  pa- 
rallèle à Taxe  des  abscisses. 

404.  Le  numérateur  de  j' étant  constant,  il'feuffira,  pour  dé- 
terminer le  point  d’inflexion  de  la  branche  AB , de  rendre  mini- 
mum la  fonction  x En  posant  encore  ^ = z,  et  égalant 

à zéro  la  dérivée  de  la  fonction , on  aura  donc 
z(t'*-  = O, 

ou  (3)  • 

4a. 
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La  racine  de  cette  équation  a pour  valeur  approchée  ( Alg.,  378  ), 
Z = 1,19967867, 

par  suite , y — x = o,833  56. 


La  courbe  se  compose 
de  deux  branches  inhnies 
OA,  OB  partant  de  l’ori- 
gine et  présentant  cette 
circonstance  remarquable 
qu’(?&j  T^ant  pas  la 
même  tangente  en  ce 
point. 

En  effet , si  l’on  donne 

d’abord  à x des  valeurs  positives,  on  aura 

lim  - = lim  — î— . = o: 

X , i ’ 

I -1-  e* 


405.  Exemple  VI.  y = — ; • 


donc  la  branche  OA  touche  l’axe  des  abscisses.  D’un  autre  côté, 
en  faisant  xz=—x^y  j = — , ce  qui  revient  à rapporter  la 
branche  OB  aux  deux  axes  Ox, , Oy, , on  obtient 

lim  — = lim — - = 1 ; 

X,  _ J-  ’ 

‘ I +e  *i 


donc  la  branche  OB  a po\ir  tangente , à l’origine , la  bissectrice  OT 
de  l’angle  x,Oj,. 

Pour  indiquer  cette  particularité  de  la  courbe,  on  dit  que  l’ori- 
gine est  un  point  anguleux.  En  continuant  la  discussion , on  re- 
connaît que  les  deux  branches  OA,  OB  ont  une  asymptote  com- 


mune, représentée  par  y=  ^x  — 
406.  Exemple  VII. 

I — cos  w 

U = > 


sin  oj  — cos  w 


(0 


O étant  le  pôl^  et  OX  l’axe , Jaisons  varier  6>  de  o à 2 w.  "Nous 
pourrons  former  le  tableau  suiVant , 
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A 


e 

11 

0 

>0 

w «f 

e 

II 

A V 

3 

£ 

II 

H? 

e 

A V 

1 

H 

m 

— 

mm 

K < ^ 

Mi 

iM 

D'après  l’inspection  de  ce  tableau , on  peut  déjà  juger  que  la 
courbe  se  compose  : i”  de  deux  branches  infinies  OL,  OF  partant 


du  pèle  et  s’étendant  l’une  au-dessous,  l’autre 'au-dessus  de  l’axe; 
a”  d’une  autre  branche  infinie  ACE  coupant  en  D le  prolongement 


de  l’axe. 

407.  S’il  existe  des  asymptotes,  elles  seront  parallèles  au  rayon 

TT 

vecteur  Ox  déterminé  par  w = 7 ; il  y a donc  avantage  à prendre 

4 


TT 


Ox  pour  axe  polaire.  Changeant,  dans  l’équation  (i),  w en  w 4-- 


V 


on  trouve 


(») 


Le  second  membre  de  cette  nouvelle  équation  est  positif  ou  né- 
gatif, suivant  que  w est  compris  entre,  zéro  et  ir,  ou  entre  ■k  et 
2 TT.  Afin  d’avoir  à considérer  seulement  des  rayons  vecteurs  posi- 
tifs, nous  remplacerons  la  formule  (2)  par  ces  deux-ci  ; 
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dans  lesqueUes  nous  ferons  varier  m de  o à tt.  De  celte  manière, 
l’équation  (3)  représentera  la  branche  ACE,  et  la  formule  (4)  les 
deux  autres  branches. 

408.  Les  asymptotes  de  la  première  branche  sont  déterminées 
par  la  formule 

7T 

I — COS7/- 

(I  = lim  ( Il  sin  w ) = P — = J 


et  par 


I + COS  7 f-  , 

4 _ ya  + 1 


La  valeur  de  conduit  aux  mêmes  résultats  ; donc  les  asymptotes 
dos  trois  branches  sont  les  droites  GH,  G' H',  que  l’on  construit 

évidemment  au  moyen  de  BP  = ^ y/â. 

409.  Le  point  B , dont  les  coordonnées  sont  m = j,  « = i , ap- 

4 

partient  à la  fois  aux  deux  branches  ABE,  OBF.  De  plus,  on  re- 
connaît aisément  que  la  circonférence  OB  est  tangente , en  ce 
point,  à la  branche  ABE. 

410.  La  formule  tangV  = 1^,)  appliquée  aux  deux  branches 
OBF,  OH,  donne,  à cause  de  l’équation  ( 4 ) , 


cos 


tang  V = 


f TT  w\  . 


Le  second  membre  s’annule  par  w = - tt  ; donc  au  point  O , 

4 

déterminé  par  c«tte  valeur,  la  tangente  est  dirigée  suivant  le  rayon 
vecteur  ; il  y a rebroussement. 

411.  La  même  formule,  tangV=  appliquée  à l’équation  (3), 

montre  qu’au  point  D la  tangente  est  parallèle  à l’axe  polaire  : le 
pôint  D est  donc  celui  qui  s’éloigne  le  plus  de  cet  axe. 

412.  La  branche  ABE  présente  évidemment  un  point  d’in- 
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flexion.  Pour  le  doterminer,  formons  l’équation 
a'  -t-  2 m”  — nu"  = O ( * ). 

Elle  devient , par  un  calcul  facile , 

j^i  — cos  J «^003  w— cos^wH-|^sin’f.>J 

/ 7T  y 

I cos  - — cos  w 1 = O, 


+ 2 


OU 

sin 


\ 

I 

/ 


in’  ^CQS  ^ — cosw^  cos«  — cos  sin’wj 

/ 6)  7r\ 

En  supprimant  le  facteur  sin’  ( ~ +■  g ) opérant  quelques  au- 
tres simplifications,  on  trouve  enfin 

sin’  M — sin  w cos  w + a v^2  sinoj  — 2 = 0. 

f 

71 

Cette  équation  est  vérifiée  par  w = - , donc  l’inflexion  est  en  B, 

4 

au  point  où  se  croisent  les  deux  branches. 

C*)  Ori  arrive  à cette  équation  en  cherchant  le  maximum  de 


'Ai  arc  tatig  - 

U 


\ 

I 
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APPENDICE. 


■ - . MODMCAHON  A LA  MÉTHODE  DE  NEWTON. 

1.  Si,  dans  l’équation 

{Æg.,  366) , on  conserve  les  trois  premiers  termes,  on  obtient 

j Ü2l_l^02l. 

/■(“)  »/'(-)’ 

puis,  en  appliquant  la  méthode  des  approximations  successives 
[Alg.,^\), 

r /(«)  » [/(«)m«) 

“ /'(«)  > [/'(«)? 

La  formule  (2)  de  la  page  218  peut  donc  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

/ PP 

®i  * ÿv  ^yu  ’ ( -^  ) 

dans  laquelle  nous  avons  écrit  /,  f au  lieu  de  /{ a ) , /'  ( a ) , 

/"(«). 

2.  Cette  nouvelle  formule , qui  donnera  souvent  une  valeur  fort 
, approchée  de  la  racine  inconnue  a , est  susceptible , comme  la  for- 
mule de  Newton,  d’être  interprétée  géométriquement.  En  effet, 
si  Pon  remplace  la  courbe  dont  P ordonnée  est  f{x)  par  une  pa- 
rabole OSCULATRICE  (*)  ayant  son  axe  parallèle  à P axe  des  x, 
l’abscisse  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  dernières  lignes  sera 
précisément  a,. 

Pour  démontrer  cette  proposition , remarquons  d’abord  que  l’é- 

(*)  Deux  courbes  , représentées  par  j'=/'(x)  et  r = f»(x)  , sont  dites 
otculatrices  au  point  dont  l’abscisse  est  a,  lorsque 

/(«)=?(«),  /'(«)  = ?'(«),  /''(a)=y«'(«),...,  ,/»(«')=/(«): 
n est  l'ordre  de  Vosculation  ou  l’ordre  du  contact. 


\ 


f 

K 
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quation  de  la  parabole  aura  la  forme 

I * • . 

J*-+-.Aj4-Bæ:-|-C  = o/  (i) 
et  que  cette  équation  donne  . . ■ , 

2^+A/  + B = 0,  . 

' Ay=  O. 

* D’un  autre  côté,  pour  x=a,  on  doit  avoiry  = /,  y = f\ 
y=  /";  donc  les  coefficients  A,  Bj  C seront  déterminés  par  les 
équations 

i/^’  + Ay^4- Ba  + C =.o,  ay/"' + A/* -1- B = o , 

I aj0r-+a/'>4-A/*=o;  • 

d’où 

A=  — a jjj , = L=  -p ' 

» 

Enfin,  si  l’on  fait  y = o dans  l’équation  (i),  on  obtient 

C_  / Pf" 

3.  Pour  rendre  la  formule  (A)  plus  commodé,'  on  peut  l’écrire 
\ ainsi  : , ^ 


t -• 


■ Sous  cette  forme,  on  voit  mieux  quel  est  le  rapport  du  dernier 
^ terme  au  deuxième,  et,  par  suite,  quels  chiffres  on  doit  conserver 
^ dans  la  réduction  en  décimales. 

! 4. .^ppliqptioTii  = 7j;  + 7 = o. 

I Nouf  prend rons'iPç.  371  )*  CeUe  vàleür  donné 

/=  — 0,000153707,  /'=  — 1,475 8,14a; 

' *’  ôt-  0,000153707  , 4,071  /o,qpo  i53  707\* 

^ 1,475  653  ■^1,475 653  V i, 475653  )' 

La  fraction  ' , 4^5553  P''^®  ® 0,000  i.  De 
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4,071 


môme,  - ^^3  = 3,  en  valeur  approchée.  Par  conséquent,  le 

dernier  terme  de  a,  diffère  peu  de  0,000 000 o3.  Il  suffira  donc, 
pleinement,  do  calculer  chacun  des  deux  derniers  termes  avec  g 
décimales  exactes.  A ce  degré  d’approximation , on  trouve 


0,000153707  , _ /'o.oooi 

— = 0,000  104  162,  ( -i— 7- 
1,475653  ’ \ >)47* 


53  707\ “ 

475653“)  =0-0000000". 


4,071  /o,oooi53  707\’  . 

puis  , a,  = 1,357  — 0,000  104 ^62  + 0,000 000 o3d, 

ou  a,  = 1 ,3568g5  868.  ^ 

Cette  valeur  est  approchée  à moins  de  0,00000000011 
page  221). 


60'^  810 


k ^ 


